Twierdzenie 3.1.14. Niech A, B € M, (K), a € K. Wowczas prawdziwe sa nastepujace row-
nosci.

i) tr(A) = tr(AT) ii) tr(A+ B) = tr(A) + tr(B)

ili) tr(ad) = atr(A) iv) tr(AB) = tr(BA)

Whiosek 3.1.15. Jesli A, B € M,,xn(K), to wowczas tr(ATB) = tr(ABT) = tr(BTA) =
tr(BAT).

Definicja 3.1.16. Macierz kwadratowa A = [a;;] € M, (K) nazywamy macierza:

a) symetryczng, gdy !5 = AT ]

b) antysymetryczng, gdy A = —AT

Twierdzenie 3.1.17. Kazda macierz kwadratowa mozna przedstawi¢ w postaci sumy macierzy
symetrycznej 1 antysymetrycznej.

Dowdéd. \A = B + C, gdzie@ = %(A + AT)) C = %(A - AT!, B = B”, C = —C". Ponadto
T T
BT = [{(A+AT)| = }[(A+ A7) = L(AT + (AT)T) = L(A” + A) = B. Analogicznie

sprawdzamy, ze CT = —C. O

=N -1
WD [
Przyklad 3.1.18. A= ,ﬁ.“j“'v acierz symetryczna -
‘w
Lm0
B = magcierz antysymetryczna =z ¢\o - -
-6 0 ™ y \Oﬂ/\ AN bZ”L" b’ll

Definicja 3.1.19. Macierz utworzong z macierzy A;;, dla 1 <¢ <m,1 < j < n postaci

Agy | A | ... | Ay

Aml Am2 N Amn
nazywamy macierzq blokowq. Macierze A;1, A, . . ., Ain stojace w i-tym wierszu macierzy bloko-
wej musza mieé¢ te same liczby wierszy, zas macierze Ay, Agj, ..., Ay, stojace w j-tej kolumnie
muszg mieé te same liczby kolumn.
3.2 Wyznacznik macierzy
Definicja indukcyjna wyznacznika

Definicja 3.2.1. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A = [a;;] € M, (K) nazywamy liczbe
detA € K okreslona nastepujaco: —
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0{(’/\*07”“\%0“‘/ ]l\
{7

e gdy n =1, to detA = ay;

o gdyn>2,todetA=3" (- )lﬂaljdetAlj =
= ( 1)1+1a11detA11 —|—( 1)1+2a12detA12 -+ . ( 1)1+n(11 detAln,

gdzie A;; oznacza macierz stopnia n — 1 otrzymang z macierzy A przez skreslenie pierwszego
wiersza i j-tej kolumny.

Oznaczenia:
[/

-
; a; a2 ... QAip
| G1)[ a35 A91 22 ... dAgn
detA = det A= . )
Ap1 Ap2 ... Qpp

-3 2
detA = (—1)1+1a11detA11 + (—1)1+2a12detA12 =1-1-2—-5- (—3) =17
——— N

Przyklad 3.2.2. A= [ Lo ]

B = 2 1 —6 detB = (—1)1+1a11det311 + (—1)1+2a12det312 + (—1)1+3a13det313 =
-3 +6 8
1 —6 2 —6 2 1
_1~’ 6 3 ‘—(—2)-‘ 33 ‘+3-‘ P ‘_—59

Metoda Sarrusa (tylko dla wyznacznikéw stopnia 3!)

NS 24(260);3+ (-3) - (-2) (50)

Ser R
L;/i 2 —[3~1~(—3)+(—6)~(—6)~1+8~(—2)'2]:—59
s10? > = —

Definicja 3.2.3. Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n o elementach z K.

i) Minorem elementu a;; nazywamy wyznacznik macierzy A;; stopnia n — 1 otrzymanej
poprzez skreslenie i-tego wiersza oraz j-tej kolumny macierzy A. Oznaczamy go symbolem

M;;.
ii) Dopetnieniem algebraicznym elementu a;; nazywamy liczbe D;; := (—1)"7 - M;; € K.
1\ /3 T
Przyklad 3.2.4. B= [ \11 / 1f \16
_QL
1 3 1 3
B32— 11 16 Mgg—dethg— ‘ 11 16 ‘ 16 33 =-—17

Diy = (—1)3¥2Myy = 17

_ —_—
JWGJ(’AMTA\'( Mj . 24



Twierdzenie 3.2.5 (Laplace’a). Niech A = [a;5] € M, (K), gdzie n > 2. Wowczas:

i) Vie{l,2,...,n} detA=>,_, auDi,

m— e

(rozwiniecie wzgledem i-tego wiersza)

i) Vje{1,2,...,n} detA=>7_, ayjDy;.
(rozwiniecie wzgledem j-tej kolumny)

4
— Rozwijamy wzgledem drugiego wiersza.
\

RACINS N

Przyklad 3.2.6. B=]_0 2
1 2

dethOD21—|—2D22—l—(—1)D23:2(—1)4

1 4 2
1 2 2

-

Rozwijamy wzgledem czwartej kolumny,

a potem wzgledem ostatniego wiersza.

Whiosek 3.2.7. Niech A = [a;;] € TY(K) lub A = [a;;] € TP (K). Woéwezas

detA = a11 *A22 * ... Qpp-

Przyktad 3.2.8. A

/
- D@T)ﬂ[fﬂ\' . @

detA :@ (—1)? 9 —

detB=10-2-3-(—1) = —60

Interpretacja geometryczna wyznacznika macierzy stopnia 2
Rozwazmy wektory na ptaszczyznie 4 = [a, b], ¥ = [¢, d]. Niech D bedzie réwnolegltobokiem roz-

: . b
pietym na tych wektorach. Wowczas pole |D| tego rownolegtoboku jest rowne |det [ (Z d ] |.
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Dowo6d mozna znalez¢ w [3].

£y

\/

E

Wlasnoséci wyznacznikéw

Niech A = [a;] € M,(K). Oznaczmy przez A, k-ta kolumne macierzy A, czyli A =
[A1, Ay, ..o Ay —

Twierdzenie 3.2.9. Niech A € M, (K). Wowczas prawdziwe sa nastepujace stwierdzenia.
. _ T /l 2
i) detA = det(A") /3'1/: 11—/53,?

—_—

ii) Jesli pewna kolumna skltada sie z samych zer, to wowczas detA = 0. A 2. P
iii) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez pomnozenie jednej kolumny przez liczbe ~
A #£ 0, to wowcezas detB = A - detA. el - /
: R
iv) Jesli Ay = By + Cy, to wowezas detA = det[Ay, ..., By, ..., Ay +det[A,...;Ck, ..., Ay

v) Jesli macierz B powstaje z macierzy A poprzez przestawienie miedzy soba dwoch kolumn,
to wowczas det B = —det A. !

®
vi) Jesli istnieja k,l € {1,2,...,n} takie, ze k # [ oraz A, = A\A;, dla pewnego \ € K, to

wowczas detA = 0. &)
t\"/(d"ﬂlnj /0/90(q0ﬁ41nc
vii) Jesli jedna z kolumn jest kombinacja liniowa pozostalych, tzn. EI)(:, ey A1y Akt e ey A €
K: Ay =" ..\ Aj to wowezas detA = 0.
J=Lj#k 7 Jo §
viii) Jesli do dowolnie wybranej kolumny dodamy kombinacje liniowa pozostalych kolumn
macierzy A, to wyznacznik nie zmieni sie.

ix) Jesli B € M, (K), to wowczas det(AB) = detA - detB. “Tw . (0440/17 )70/0

x) Jesli macierz A jest macierza blokowa postaci

Bi|0]...]0 /4/&
? | B, - 0 M{A'A) - Aok 4
1?7 ... | By 7

O{/M’(A l‘ WA)Z
gdzie By, By, ..., B, sa macierzami kwadratowymi (na ogét réznych stopni), 0 macierzami

zerowymi, za$ 7 dowolnymi macierzami odpowiednich wymiaréw, to wowczas
detA = detB; - detBsy - ... - detB,,.
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Przyktlad 3.2.10.

macterz  blokowo — diagonalna

0
0
3
4

}:(2—7)-(40—15):—125

A~ o

Whiosek 3.2.11. i) Analogiczne wtasnosci zachodza dla wierszy.

e ,L'L‘a‘>77 ii) det(AA) = A" -detA dla dowolnego 0 # X € K

{4 Ix) =) i) det(A") = (detA)” dla dowolnego r € N.

Metoda E)eracji elementarnych]obliczania wyznacznika

Operacje elementarne: w; < w; zamiana wierszy miejscami (miedzy soba)
A-w;, A€ K;\N# 0 pomnozenie wiersza przez liczbe (rézna od zera)
w; + X-w;, A€ K dodanie do w; wielokrotnosci w;

Przyklad 3.2.12.
@1 3 4
110 1
A=132 10 3
|11 55
77 1)1 10 1 1 1 1 10 1
RCETSL PIRENE BT s 2| wawe |0 -1 —17 2|
13210 3 v o 0 -3]-2 |
Vo5 o5 4 0 -5 4
1 1V 10 1 /[
“lws o [0 =1 =17 2 | wiisw =5
=30 o @5 ="3 =3-1-(-1)-1-2=-22 - )
0 0 -5 4

% @
‘ e

Korzystajac z wlasnosci wyznacznikow, obliczamy

detC' = 3°det(B*)det(A%)det(B”) = 3°(det B)*(detA)*.
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111 1 1 IV (o chy 'epo Aot
1@1 11| wyuy v? (=
Ponadto detA=|1 T 7 1 1 |"=" =3.6.9-12=3.25. olet (38
11110 1 | w S——
111 1 13 !
Hof/ljf\ M'e."‘\’\c’n‘i»ul.a

Zatem detC' = 35-9%. (3% .23)2 = 323. 26,

a‘;é)b @m_szy% @ S'Bb Ma rqcuﬁaq,

3.3 Macierg odwrotna

3
b S x5
Jesli dla danej macierzy kwadratowej A € M, (K) istnieja macierze B,C € M, (K) takie, ze
AB = I praz CA = I, to wowczas B = C. 13 Istotnie, —~——

o nomtainy C'=CI=C(AB)=(CA)B=1B = B.

Definicja 3.3.1. Macierz B € M, (K) nazywamy macierzg odwrotng do macierzy A € M,,(K),
jezeli AB = BA = I,,. Oznaczamy ja wowczas symbolem A~

Przyklad 3.3.2. k- O01-10=0  A-os4q @o f 1 i

e e[

e

/6(, A /’%1‘ o,
“ G
AA =T & [?Z ] = Q (1) ] = c¢c=0A c¢=1 sprzecznosé Ctny

Zatem nie istnieje A1

Definicja 3.3.3. i) Macierz A € M, (K), dla ktorej istnieje macierz odwrotna, nazywamy
macierza odwracalng.

ii) Macierz A € M, (K) taka, ze detA = 0 nazywamy macierza w. W przeciwnym
wypadku nazywamy ja macierza nieosobliwg.

Twierdzenie 3.3.4. a) Macierz A € M, (K) jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest
nieosobliwa. Macierz odwrotna jest wowczas okreslona jednoznacznie.

b) Niech A € M,(K) bedzie macierza nieosobliwa, za§ D = [D;;] macierza jej dopelnien
algebraicznych. Wowczas/ A~! = -1 . DT.
— vain 0

Definicja 3.3.5. Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa, zas D = [D;;] macierza jej do-
petnieni algebraicznych. Macierz DT nazywamy macierzq dotgczong do macierzy A i oznaczamy
symbolem AP,

Whiosek 3.3.6. Zbior macierzy kwadratowych nieosobliwych stopnia n o elementach z ciata
K wraz z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe nieprzemienna. Grupe te oznaczamy
symbolem GL,(K) i nazywamy ogdlng grupg liniowg.

13Mozma uzasadnié tenze fakt przy stabszych zalozeniach, mianowicie jesli dla danej macierzy A € M, (K)
istnieje macierz B € M,,(K) taka, ze BA = I, to wowczas AB = I i vice versa.
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Metody wyznaczania macierzy odwrotnej
1. Za pomoca definicji

Przyklad3.3.7.A:{_i13 g}, A‘lz{a b}:?

detA =11 # 0, zatem A jest odwracalna.

/Q 0 3a—b=1

3a >b ba+ 2b 5a +2b=0 2 _5

-1 = - -1 _

aat=re |G i e S A= Y
o / 5c+2d =1

2. Metoda dopelnien algebraicznych (metoda wyznacznikowa)

Przyktlad 3.3.8.

CNIQg Wip
detA = —3 # 0, zatem A jest odwracalna. Niech M = [M;;] oznacza macierz minoréw elemen-
tow a;;. Wowezas

i 4 3 4 3 917 -
A_ 5 -h-2]— :
@13 15| | 95000 -9
Gl -
o oo 7 3 2 3 2 7 )5 6
i M=115 3 13 1 5]~ 33
1 -1 -3

f- L)

() 7T -5 6
Z D =[Dy] = [(-1HMy] = | =6 3 -3 |, A
iy et . [
3. Metoda operacji elementarnych (metoda bezwyznacznikowa) T~
e —

Ny <N J’ Niech A € M, (K) bedzie macierza nieosobliwa.

(>\ | \ 7@1 O [A|I] o;;eracje el.ementm‘ne [[lA_l]
- ylko jon wierszach! [
L\‘ 3 N’ \-JJ . (Nﬂl— Wolu emnach anic uo'no)
{ Algorytm Gaussa: macierz nieosobliwa — macierz tréjkatna géorna — [

Metoda eliminacji Gaussa to praktyczny sposéb uzywania metody operacji elementarnych.
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Przyktlad 3.3.9.

12 01
|00 -1 2 1
A=l10 2] 4
00 10
—
(D)2 0 1{Do 0 0 00
Al = 00 -120100 00 Qs
__10\210010 10 wa na koniec
(00 1 0[{000T1 0 1
(1 2 0 1[10 00 10 00
o1 ~10/50 = 5 0 =5 0| 3w
00(_L0[00 01 0 00 01|
L_,%i01 0 0 0 01 01
(12 01]/1 0 00 2 1 -1 0 —3
01 -10[s0—-30 1 10 =1 0| watw
00 1000 01 0 0O 0 0 1
@_00 0(hlo 3 03 0 0 3 0 3
r 1 1 1 5
1(2)001—50—5 1000[0 -3 1 -2
0(T)0 03 0 —3 1| w-o2w [0100/3 0 —3 1
0010/0 0 0 1 0010/0 0 0 1
00010 & 0 1 00010 3 o 1}
0 -1 1 -2 T —~—
Zatem A~ = 3 0 =5 1 o A
ATl 0 0 0 1
o L o 1

Wlasnoséci macierzy odwrotnej

Twierdzenie 3.3.10. Niech A, B € M,(K), a € K, o # 0, r € N. Jesli macierze A i B sa

odwracalne, to wowczas macierze A=, AT, AB, aA, A" réwniez sa odwracalne i prawdziwe sg g0 1?
nastepujace réwnosci. /m
: -1y _ _1 : -1 _ 1 44— e
1) det 1) = iv) (@A) =--A X - Y - =z
i) (A1) = v) (AB)~' = B4t { & R
i) (A7) = (AT i) (a) T = (A7) V\_/

-1
o -
Q )1,
Przyklad 3.3.11. Rozwiazemy rownanie macierzowe E4(X —41)" = 1E3F*D~'1 D7 wiedzac,
ze D, E, F € M,(R) sa nieosobliwe, ponadto macierz D jest macierza symetryczna, zas

Te—
Aan ¢ 1310 V20 0 0 bT:D
0310 02 0 0
o7 E=la200 "] 00 -2 o
X= " 000 1 00 0 2
\Ké(\v\(\%\ 40 -

~ Gy ALY,



4

— W ( _ T o dpb_b- T
E x-h1) 2E°T°DLD
(—
. . . . T —1 T -1 b~l’ D
Poniewaz D jest symetryczna, spetnia warunek D = D*\Stad D= D" =D~ D = 1. —_—
20 00 T
. s 08 00 —_
Ponadto F' jest diagonalna, zatem F*° = 2,
00 -8 0 A {5 C
00 0 2 2

Macierz E jest nieosobliwa, a zatem odwracalna. Obliczamy /
1 S\ B{X —4DT = 1EPF D DT 1B FS \/
/) €
\ X ANL = E-AE3ps = 1T /7 :
TR -4

// { \ T
¥ 1= (A ETEL = J(EST (B e B -
\—ij TR (BT &J{{ EE
Pozostaje obliczy¢ E~! i wykona¢ odpowiednie mnozenia oraz dodawania. i
1’
Twierdzenie 3.3.12. Jesli macierz kwadratowa A jest macierza blokowo-diagonalna postaci

A 0 ... 0

0 Ay ... 0
A = 2 ) , to A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy odwracalne sa

00 ... A
A0 .0 A
) L0 Ao 007)

macierze Ay, Ao, ..., A,. Wowezas A1
0 0 At 454,,4-.%-7‘5%/0
22 0 0 0 /. ’/] 0 O
Prazyklad 3.3.13. Coy A= | 0 8 70 01 tod Ina? Jesli tak, oblicz A~ A= (_:9%7
rzy .3.13. Czy A = 0 16 —s o | st odwracalna? Jesli tak, oblicz . ) /3
0 0 0«
20 0|0
Jest t ierz blokowo-di 1 8 =6) 0
€S O Imaclerz OKOWO 1ag0na na O 16 —8 0
0 0 0lnx

Kazdy z blokéw jest macierza nieosobliwg, zatem A jest odwracalna.

-1 1 3
ovticzany [ 22] 7 = [ 3 ). | To | = 1 H ] n)7 =12
! 2 4

5> 0 0 0
1 3 |
Stad A= | ) Tf 0 netoda
2 4 TR7.% -
0 0 01 oosnicn aly
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Elzbieta Adamus
Wydzial Matematyki Stosowanej
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie

Algebra
Wyktad nr 4
Data: ..ooooeiieii

TEMAT: Uktady réwnan liniowych

4.1 Uklady réwnan liniowych - podstawowe pojecia

Niech K = R lub K = C. Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi z1, . ..
o wspoOtczynnikach z K.

7:[71

an®y + apvy+ ...+ apr, = b
Aoy T apTy bt ot = b2 e e 0 m) e {1,2,. . n)

b

Am1T1 + A + ..o+ ATy

Liczby a;; € K nazywamy wspdtczynnikami ukladu, zas liczby b; wyrazami wolnymi Jesli
by = ... = b, = 0 to uktad réwnan nazywamy jednorodnym. Jesli b; # 0 dla pewnego
i€{1,2,...,m}, to uklad nazywamy niejednorodnym.

Rozwigzaniem uktadu nazywamy dowolny ciag (V1,72 ..., vn) € K™ speliajacy ten uktad.
Uktad nie posiadajacy rozwiazania nazywamy uktadem sprzecznym, uklad posiadajacy doktad-
nie jedno rozwigzanie - uktadem oznaczonym, za$ uktad posiadajacy nieskoriczenie wiele roz-
wiazan - uktadem nieoznaczonym.

Przyklad 4.1.1.

r—y = 3 r+y = 95 r+y = 0
2z4+y = 0 20 +2y = 10 20 +2y = 10
y
y=-2X y AY
y=x-3
- y=5-x = y=5X
=
P=(1,-2) - -

uktad oznaczony uktad nieoznaczony uktad sprzeczny
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Rozpatrywany uktad réwnan liniowych jest rownowazny z rownaniem macierzowym AX = B,
gdzie

ayj; G2 ... Qip T by
A— '6121 ?22 . 'aQn X — .332 B— by
m1 Gm2 .. Oamn Tn bm
macierz kolumna kolumna
wspoOtezynnikow niewiadomych wyrazéw wolnych
A x-B
Przyktad 4.1.2. /< -

0 x5

{1
I

‘L ! /
42w =1 1 1 2 il 1 ><
14+ a0—a,=0 & 1 1 -1 ; =10 g
Ty —Xo+ T3 —x4=9 1 -1 1 —1 l;”’ 9
4

4.2 Uklady Cramera
- J(:j\c same  roLnin O airwiad oy S
P

Definicja 4.2.1. Jesli m = n oraz macierz A € M, (K) jest nieosobliwa, to uktad réwnan

_ TTadeiC — dora
AX = B nazywamy uktadem Cramera. ™\ sod i 40, 7 |
Twierdzenie 4.2.2 (Cramera). Uktad Cramera jest uktadem oznac/zqonym. A >< = }
e
Dowdd. Poniewaz detA #0 < 3 A~} mamy X = A'B. O a7~

(e
Whiosek 4.2.3. Rozwiazanie uktadu Cramera map — A1 B. Mozna je rowniez znatézé

za pomoca wzorow Cramera I w
_ detA4;
N*Mﬂ‘ Vie {1,2,....n} a;= —t Xﬂy = ke
gdzie A; jest macierza powstala z macierzy A poprzez zastapienie i-tej kolumny kolumng wy-
//L“Z.@XV—V-V—OI&\’dl B y = N
Przyktad 4.2.4. N
3r—2y=9>5 . ) . ) .3 =2 x| |9
Uktad { 2+ Ay = 1 jest rownowazny réwnaniu [ 9 4 ] [ y ] = [ 1 ]

3 =2

V[/:det{2 4

] =16 # 0 = uklad jest uktadem Cramera

Metoda eliminacji:

y=3x—3 zatem 2z +4(3x - 2)=1,skad 2 = & oraz y = — L

Rozwiazanie réwnania macierzowego:
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