Rozpatrywany uktad réwnan liniowych jest rownowazny z rownaniem macierzowym AX = B,

gdzie
a1; Q12 A1n x1 by
21 Q22 A2p ) by
A= ) X=1. B =
Am1 Am2 Amn Tp bm
macierz kolumna kolumna
wspoOtezynnikow niewiadomych wyrazéw wolnych

Przyktad 4.1.2.

A X=

0 x5

{1
I

T X X

v
T+ xe+ 204 =1

1 1 2 -
T+ T—2s=0 & 1 1 —1 ; =10 i
Ty — Ty + T3 — 24 =9 1 -1 1 -1 lﬁ’ 9
4

4.2 Uklady Cramera
- b\c SA YN O /\)rufﬁﬂoﬂ"",}%
7z

Definicja 4.2.1. Jesli m = n oraz macierz A € M, (K) jest nieosao{}'gilwa to uklad réwnan luadratooa
= kadem C T e A

AX = B nazywamy uktadem Cramera. ™\ sod i 40, 7o ,‘

Twierdzenie 4.2.2 (Cramera). Uktad Cramera jest ukladem oznaczonym dexh +0 ‘m

Dowdd. Poniewaz detA #0 < 3 A1, mamy X = A~'B. O C;- <=l 3

- /

Whiosek 4.2.3. Rozwiazanie ukltadu Cramera map = A1 B. Mozna je rowniez zn ezc B

za pomoca wzorow Cramera @
det4;
N MA Vie{l,2,...,n} xi:i- )C{/y X;@
=Y

\ N 7/0 detA’
o gdzie A; jest macierza powstala z macierzy A poprzez zastapienie i-tej kolumny kolumng v@
o

Przyktad 4.2.4. (v
3r—2y=>5 3 =2 | |5
Uktad { 2+ Ay = 1 jest rownowazny réwnaniu [ 9 4 ] [ y ] = [ 1 ]

W = det 572 16 #£ 0 = uklad jest uktadem Cramera

roVnin' co

Metoda eliminacji:

yz%x , zatem 2x—|—4( x—32) =1, skad —L

Rozwiazanie réwnania macierzowego:
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)
Wzory Cramera: )(: \E%
i)

W = detA = 16 # 0, W, = detd;, — | — 22, W, = detds — '; ‘:—7,
z W, _
N T T —
yo |ACD
Whiosek 4.2.5. i) Jedynym rozwiazaniem jednorodnego uktadu Cramera jest rozwiazanie
zerowe x4 = ... =z, = 0. _
! \4 7 S N Y O

ii) Jesli detA = 0, to uktad AX = B jest nieoznaczony lub sprzeczny.
- Przyklad 4.2.6.

jest ukladem sprzecznym. Ponadto W = W, =W, = 0.

Uwaga 4.2.7. i) Mozna wykaza¢, ze jesli detA = 0 oraz detA; # 0 dla pewnego k €
\_7 {1,2,...,n}, to uktad jest sprzeczny. —

i) Jesli detA = 0 oraz detA; = 0 dla kazdego i € {1,2,...,n}, to uktad jest nieoznaczony
lub sprzeczny. ,
(YW, Z Y\
4.3 Rzad macierzy i twierdzenie Kroneckera-Capellego N og o\
e ook U At 0vA
Definicja 4.3.1. Niech A = [a;;] € Mun(K). Minorem stopnia k macierzy A, gdzie k € N,
k < min{m,n} nazywamy wyznacznik kazdej macierzy kwadratowej otrzymanej z macierzy A
poprzez skreslenie m — k wierszy oraz n — k kolumn.

Definicja 4.3.2. Rzedem macierzy A € My, (K), A # 0 nazywamy najwiekszy stopien jej
niezerowego minora. Liczbe te oznaczamy ’/“SA) lub rank(A). Ponadto przyjmujemy, ze rzad
dowolnej macierzy zerowej jest réwny zero. S

r(A) < min{m,n} A b Y2 (AS

L &0
Przyklad 4.3.3. ! R
5 -2 1 3 51 3
A= 0 3 —11],r(A) <3, 03 —1|=-50#0,7r(A)=3
10 39 10 3 9 R
3 -
1 3 ot
4 12 1 3 13 13 4 12
= < — _ _ _
P=13 9’T(A)—2"412‘ ‘39‘ 26' ‘3 9' 0
: ~
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R

s\ 0pN Y A J 3ZA

o
(5]

97979 MAD=0 =>4 (D)

‘ Twierdzenie 4.3.4 (Wlasnosci rzedu macierzy). Niech A € M,y (K). Wowczas 26090
® ) () = (A7),
ii) operacje elementarne na wierszach (kolumnach) macierzy nie zmieniaja jej rzedu. W \}f </ J
Dowdd. Teza wynika z wlasnos$ci wyznacznikow.  [. OJ\J U W20

L€ W

Definicja 4.3.5. Macierz A € M, ., (K) nazywamy macierzq schodkowq, gdy pierwsze niezerowe

elementy (tzw. schodki) w kolejnych niezerowych wierszach tej macierzy znajduja sie w kolum- ENAH
nach o rosnacych numerach. Ponadto przyjmujemy, ze macierz o jednym niezerowym wierszu, v J
a takze dowolna macierz zerowa, sa macierzami schodkowymi.

\ch 12 3
oll1 —7 02 2
B 00

1
1
- o 1 \y(”/\z('z(, ‘k\’L‘(/LO\
00 [15 0 0{7)0 1
3 schodki —  to nie postaé¢ schodkowa Wy — ¢ g

Rzad macierzy schodkowej jest rowny liczbie jej niezerowych wierszy (t;.

Przyklad 4.3.6.

Nz

4 schodki

Twierdzenie 4.3.7.
schodkow).

Dowdd. Skreslajac wiersze zerowe i kolumny nie wyznaczajace schodkéw, otrzymamy macierz
trojkatna gorng nieosobliwa. [

M 112 34 5 701 23 4 s
o 2 5 5 7 ].0 wo —2w1 0 ( 1 ;_1 _]. O w3 ~+2w2
40778 3| ™ o |-1) -5 —8 —17

_ ZAR)
SN () =rL )

Rozwazmy uktad m réwnan liniowych z n niewiadomymi x4, ..., x, o wspotczynnikach z K
postaci AX = B.
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(Y\/Mf(\kﬁt W\M\Cnn (? ;>¢v>(77 (ﬁJ/}/ .y f)

(e M )X 44 ~ ”Lﬂ"\'(m\
("{\ w 0N s
b’” ° a1 a2 ... a1, b ("‘"{“( md’amnjovv o
. a1 929 o Qop bQ )
Macierz U = [A|B] = | . , ) _ ) € Myx(ny1)(K) nazywamy macierzq uzu-
Am1 Am2 -+ Qmn  Om
petniong uktadu AX = B.

e
Twierdzenie 4.3.9 (Kroneckera-Capellego). Uktad rownan liniovvych AX = B marozwiazanie
wtedy i tylko wtedy, gdy r(A) = r(U).

Whiosek 4.3.10. i) Gdy r(A) # r(U), uklad jest sprzeczny. ({ ?'m levn JH"TWI‘\SC)C» )

ii) Gdy r(A) = r(U) = n, uklad jest oznaczony.
— Wb mvestadoemyoln
iii) Gdy 7(A) = r(U) = r < n, uklad ma nieskoriczenie wiele rozwiazan zaleznych od n —r
parametrow.

Przyktlad 4.3.11.

rT—y+3z = 5
de4+y+T72z = 8
dr +2y+8z =
1 -1 315
U=[ABl]=[4 1 7|8 ]|,7r(A4)<3,rU)<3 (A "DXVI

5 2 8|4

[1 -1 3 51 , 1 -1 3 5

2 2

w3 —ws3
—

@) =3 #r(A) =2 > uklad sprzeczny, brak rozwiazan

Algorytm rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych

1. Jesli 7(A) < r(U), uklad jest sprzeczny.
R AR
2. Niech r(A) = r(U) = r. Istnieje niezerowy minor M stopnia r macierzy A (bedacy réw-
niez minorem macierzy U). Wowczas uktad ma przynajmniej jedno rozwigzanie. )
ol (lony Mb AVEOznaao~)
2a. Skreslamy m — r wierszy macierzy U (réwnan ukltadu), ktore nie tworza M. Jesli r = n,
to otrzymujemy uktad Cramera. ol nA(W ,\\9

2b. Jesli r < m, to n — r niewiadomych, ktérych wspoétezynniki nie tworza M, przenosimy
na strone wyrazoéw wolnych i traktujemy je dalej jako parametry (zmienne niezalezne). Uktad
ma nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych od n —r parametréw. Mowiac doktadnej r sposrod
niewiadomych oznaczanych !, ..., x; zalezy od pozostalych n — r niewiadomych z/_ ,..., ]

b n*

46



Przyktlad 4.3.12. /
20/ Yy 43z =

7
37/ 2yl5: = 4
O\ 4745y f 132 = 1 m; ?)
2 -1 3|7
U=[AB]=|3 2 5|4/, rA)<3,rU)<3 Cm//(/((})f
4 5 —13]|1 ((
w ozl - ]
VT=127 3|7 —1 203 7
k1—ko wo+2wq _1 2 3 7
Uiy < = | 122 2214 | e LIS | =1 )7 118
zmienney X zZ 5/ 4 —1311 w3+dwi nli4 alac

—L2 # 0 minor niezerowy
T3
-y + 2z — 3z —
{ Tx 18—z hub [
W10
uktad nieoznaczony, rozwiazania
é\“ U\/( 0 ﬁ-’
\\0\ Whiosek 4.3.13 (Wtasnosci rzedu macierzy). Niech A, B € M., (K). Wowczas

i) Jesli detA # 0, to wowcezas r(AB) = r(B).

ii) Jesli detB # 0, to wowczas r(AB) = r(A).

4.4 Metoda eliminacji Gaussa

Dwa uktady réwnan liniowych nazywamy rownowaznymi, gdy posiadaja ten sam zbiér rozwia-
zan. Operacje elementarne na wierszach macierzy U, skreslenie wiersza ztozonego z samych zer
lub skreslenie jednego z dwu wierszy proporcjonalnych (réwnych) nie zmieniaja rzedu macierzy
U, zatem prowadzag one do réwnowaznego uktadu rownan. Ewentualne przestawienie kolumn
macierzy A prowadzi do zmiany kolejnosci wystepowania niewiadomych.

Dokonujgc rownowaznych przeksztatcen uktadu rownan AX = B, sprowadzamy macierz
U = [A|B] do postaci

Sir4+1 -+ Sin
Srr41 --- Srn
0]0 .. 0

Jesli 2,1 # 0, to uklad jest sprzeczny.

Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r = n, uklad jest oznaczony i jego rozwiazaniem jest
ri=z,dlaie{1,2,...,r}.
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Jesli ostatni wiersz sie nie pojawi oraz r < n, uktad jest nieoznaczony. Rozwiazania maja postaé

/
T 2 . . Lry1
/ 141l - 1, /
Ty | | *2 r " Ly t2
./ ’ Srr41 oo+ Srm '/
x, Zr X,

Przyktad 4.4.1.

Ti+20—x3—14 = 1
{L'1—|—$2—|—.Z'3+35C4 = 2 [ n \ —
1)2 -1 —-111 1 2 -1 —-1/|1
U= 11 32| = -
35 -1 1|3 | @™ :
Rownanie 0xq + Oxy + 0z3 + 0x4 = —1 jest sprzeczne, zatem uklad jest sprzeczny. ({ (MSZ }
Przyklad 4.4.2.
20 +4y+ 92 —5t+6u = 13
r+2y+4z—4t+2u = 5
3r+6y+T7z—11t+2u = 18
dor + 8y + 19z — 15t + 11lu = 20
—lr—y+2+3t+2u = -2
f(2) 4 9 -5 6] 13 1)2 4 -4 2|5
‘1 2 4 —4 2 5 4 9 -5 6113 wzjgwl
U= 367—11218%36 7 —11 218%
4 8 19 —15 11] 20 | =<2 418 19 —15 11[20 | “wsw
—% -1 1 3 2—% 112 -2 -6 —-4| 5
R R o
g 1 4 -4 2 2|5 mﬁj
5 ky za ks 0 (? 3 2 0|3 | ws+5we
0 zmienne xztuy 0 t‘g\) 1 —4 03 wyq— 3w /\
— _0, 0 1 3 010
0 1
3 (—1).w4 k3<—>k4 {\/ \.- ,5
18T zmienne X z u t y -
i Nf
57 . 1 4/0\-% 2|-1 \l/
3| 22 0/110)| = 0|-3 "
3
9 0 01 % 0 3 U\\W ) 0
0 2 (\\‘(/oﬂ‘m
—T 9
g
3 0
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a;:11—2y

T+ 2 -
, . - 7 . . = -3 —|— t
rownowazny uktad ¢ z — %t = — rozwigzania 4 4 s t
ﬂ—f— gt 3 Yt e R

(A

r(A) = r(U) = 3 < n = 5 uklad nieoznaczony, nieskoriczenie wiele rozwiazan zaleznych od
5 — 3 = 2 parametrow

Uwaga 4.4.3. Podzial niewiadomych na zmienne zalezne i parametry n1e jest jednoznaczny,
lecz nie jest dowolny.

e

Przyklad 4.4.4. Wskaz zbiory niewiadomych, ktére moga byé parametrami w rozwiazaniu

ukladu réwnan.
r—3y+z—2s+t=-5

2v — 6y —4s+t=—10

22 +t=0
1 -3 1 -2 1] =5 1 -3 1 -2 1][-5]
—[AB]=12)-6 0 —4 1|-10 | 224 |0 02 0 1| 0
02 01| 0 0 T 0
- (1) _g ; _(2) i_g] ri=7r(A)=rU)=2,n=5n—r=3 parametry

5

3) = 10 sposobow.

Trzy zmienne sposrod pieciu mozna wybraé na (
Nie wszystkie wybory sa dozwolone.

minory niezerowe | parametry
ki, ks {y,s,t} X l N) Lo ro«»cé-\
k1, ks {y, z, s}
k’g,k‘g, {$7S,t} Q \ b‘*‘/
ka, ks {x, 2,5} "
. ) NI£ o FLIug \.
ky, ks {z,y, 2}
ks, ks {z,y,s}

Uwaga 4.4.5. W przypadku gdy uktad réwnaﬁ@es’c uktadem Cramera, wykonujac

operacje elementarne na wierszach macierzy uzupetnionej U = [A|B], sprowadzamy te macierz
do postaci [I|X], gdzie X jest poszukiwanym rozwiazaniem ukladu.

elementarne

(u - [A|B] operacje
( na wierszach

r+y+z = 3
20 —y — 2
r+3y+z = 5

[71X]

Przyklad 4.4.6.

I
o
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%) Dla p = 1 ostatnia macierz przyjmuje postac

A B
1 1 1|37 111 3] ., [111)3
[ABj=|2 -1 —1]|0 | 222510 -3 —3|—6 | -5 |0 1 1|2 | =™
1 3 1|5 "™ 2 0] 2] = |01 0|1
11 1| 3 11 0 2 10 0]|1
01 1| 2|2 o1 o0 12101 0]1
00 1|1 ] ™™ {00 —1|-1] TV oo 141
uktad oznaczony, jedyne rozwiazanie x =1, y =1, 2 =1 j_ ><

Przyklad 4.4.7. Okredl ilos¢ rozwiazan uktadu w zaleznosci od parametru p € R.

1 + 2x2 +  (p+1)as
2z, + )
(p+ 1)z + 229 + (p+ 13

Ty + )

+ (p+3)x, = 4
+ (Ap+6)ry = p+15
+ 2p+2)zy = 11

p+1 A10+3 4

1 2 1 2
4 2p+4 4p+6 p—|—15 wa—2w1 0 0

v= -
P 2 p+1 p+3 | p+4 ws—ws @0
2 p+3 2p+2| 11 Sl0o

2 p+1 1 p+3]| 4
k1 zaks 0 2 0 2p P + 7 W4 —w2

zmienne X2 X3 X1 X4 0 0 P 0 P

0 @ 0 p+1| 7

Whnioski: \747/ X ’)X/\ )(.v\

Dla p € R\ {0,1} mamy r(A) = r(U) = n = 4, zatem uklad jest oznaczony
S

Dla p = 0 ostatnia macierz przyjmuje postaé O\ 7
p= prayjmuje postat | 6= |
00 0f110

skad otrzymujemy, ze r(A) =r(U) =3 <n = 4. /l

Zatem uktad jest nieoznaczony. ™ = N = ./5:

Posiada nieskonczenie wiele rozwiazan zaleznych od jednego parametru.

skad otrzymujemy, ze uktad jest sprzeczny.

e
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Elzbieta Adamus

Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 5
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: ccoooveeeeeeeeee

2 b
25 (xoﬁ"\% :

= -
TEMAT: Geometria analityczna w R3 =
5.1 Wektory w przestrzeni / /7 /

R? = {(x,9,2) : z,y, 2 € R} mozemy interpretowa¢ jako:

e zbior punktow P = (z,vy, 2), gdzie z,y, z to wspodlrzedne punktu =

—
e zbior wektorow zaczepionych w poczatku uktadu wspotrzednych @ = OP = [z, y, 2], gdzie
a x,1y, z to wspotrzedne wektora
-

e zbior wektorow swobodnych a@. Wektor swobodny to zbior wszystkich wektoréw zaczepio-
nych (w roznych punktach) majacych ten sam zwrot, kierunek i dtugosé.

Oznaczamy przez 0 = [0,0,0] wektor zerowy

(M , . Y K
> 7 A YA
Dzialania na wektorach

Niech @ = [ug, Uy, u.], T = [vz, vy, 0], A € R. (ﬂ \ )
U+ U= [Uy + vy, u;, + vy, u, + v;] suma wektorow /N
)\ U = [Aug, Auy, Au,] iloczyn wektora przez skalar —g'
—U = [—Uy, —Uy, —Us) wektor przeciwny do @
ﬁ T=u+(—0U)=u+(-1)-7 roznica wektorow
k2 i-7, AZ
i X
U
_7
U+ U
» B
) . y
v
v
X X

Dtlugos$é wektora

Oznaczamy przez |u| dtugos¢ wektora . Jesli Py = (z1,y1, 21), Po = (2, Y2, 22), to woOwczas

— —
PPy =[x — 21,92 —y1, 22 — 1),  |PiPa| = /(22 — 21)2 + (Y2 — 11)2 + (22 — 21)%

ol



Wektor dtugoéci 1 nazywamy wersorem. Oznaczamy przez 1 = [1,0,0],7 = [0, 1,0],1% =
[0,0, 1] wersory osi ukladu wspolrzednych. Wowczas zapis @ = [uy, uy, u,] oznacza 4 = u,i +

u,] + u.k. Ponadto |@] = /uZ +ul + ul.
Wtasnosci dtugosci: |@] =0 < @ =0, |\-@|=|\-|d, |@+7]<|d+]|7.

Wersorem niezerowego wektora i nazywamy wersor o tym samym kierunku i zwrocie co «.
Oznaczamy go 1. Oczywiscie u = Eilh .

E|H

P ’LL y Uz
Jesli 4 = [ux,uy,uz] to U= 7””, i FI} oraz

u? u2 1
|u| \/| ﬁ|2 |ﬁ|2:W,/u§+u§+u§:1.

Jesli wektor @ = [ug, u,, u,] tworzy z dodatnimi polosiami uktadu wspoétrzednych katy a, 5,7,
odpowiednio, to katy te nazywamy katami kierunkowymi, zas wspolrzedne wersora 4, czyli

liczby cosa = \“I’ cosff = |, COS7Y = | z‘ nazywamy cosinusami kierunkowymi wektora .
— —rF
. iy W= -
AN NOVHO 4
~ T -
> | wgste 5
w)aﬁ \ OO)? \ Ner)O(W (uz \(\’(‘\
2/
Q 5 -
Y
X
A
Tloczyn skalarny &{ /
Oznaczamy przez £ (i, V) kat miedzy wektorami 1, v’. (C/) p—
Przyjmujemy, ze jego miara nalezy do przedzialu [ 7. (W

Definicja 5.1.1. Iloczynem skalarnym dwoch mezerowych wektorow u, v nazywamy liczbe |4
AN A laz] -
|U] - cos £(1, ¥). Oznaczamy ja symbolem @ ov. Gdy jeden z wektorow jest zerowy, przyjmujemy,
=

ze iloczyn jest réwny 0.
Twierdzenie 5.1.2. Jesli @ = [uy, uy, u,], T = [vs, Uy, V;], t0 WOWCZAS WOU = UyVy + UyUy + U, V5.

Prz'yklad 5.1.?;. [1,4,0] o [2, —1, 1] = 1-2+4-(-1) —|-.O 1=22<0 OLCGﬂM[ C
Cosinus kata miedzy wektorami jest ujemny, zatem kat jest rozwarty.

£@7) O] (TIT] - wox (7

22



Twierdzenie 5.1.4 (Wtasnosci iloczynu skalarnego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych
wektorow i, v, w prawdziwe sa nastepujace rownosci.

ujx\MB 7 [

gy ] ~
- (Ux
P (= o + Uyg

(4
(\Z"G - Uy +Uy

@) + (70 @) mozduc\ﬁj Y

< |al - |v] @élooo)((@)?)\g A

L L
Dowdd. Wynika wprost z definicji. U ua Z

S e e
klad wspoélrzednych

Uktad wspotrzednych w R? - trojka wzajemnie prostopadlych prostych, przecinajacych sie w
jednym punkcie, zwanym poczatkiem uktadu wspotrzednych.

uktad lewoskretny uktad prawoskretny
z AZ

v ,(

Definicja 5.1.5. Uporzadkowana trojka wektorow (ﬁ, U, u7) ma orientacje zgodng z orientacja
uktadu wspotrzednych, jesli

xy

<V¥

Uy Uy Uy
vy vy v, | >0.
Wy Wy W,

Iloczyn wektorowy

Dwa wektory u, v nazywamy wspdtliniowymi lub kolinearnymi, gdy istnieje prosta, w ktorej
zawate sa te wektory. Piszemy wowczas 4 || ¥/,

Definicja 5.1.6. Illoczynem wektorowym uporzadkowanej pary niewspotliniowych wektorow
U, U nazywamy wektor w taki, ze:

i) WL, L,
i) @] = | - 0] - sin £(@, 5),
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