Twierdzenie 5.1.4 (Wtasnosci iloczynu skalarnego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych
wektorow i, v, w prawdziwe sa nastepujace rownosci.

- |7 @élooo)i((l)?)\é A

i) WotV=10o /
T (\}« L}bcuu?xuz} . 7
i) dot = |ul o = T unt Ue
M OU = U)‘ 3
iii) () o ¥ = \(t o V)
iv) (G4 7)o@ = (To®@) + (Fow) ovotdhiel
), r\'\«?1() w> («gﬁmw) e oI gl - A
v) |uod] < |dl
)

L L
Dowdd. Wynika wprost z definicji. U ua Z

S e e
klad wspolrzednych

Uklad wspotrzednych w R? - trojka wzajemnie prostopadlych prostych, przecinajaeych sie w
jednym punkcie, zwanym poczatkiem uktadu wspotrzednych.

uktad lewoskretny uktad prawoskretny
z Az -

x “’
<V¥

o

Definicja 5.1.5. Uporzadkowana trojka wektorow (ﬁ, U, u7) ma orientacje zgodng z orientacja
uktadu wspotrzednych, jesh
A | we uy w

V4 vy vy v, | >0.
| We wy wy | T

Iloczyn wektorowy

Dwa wektory u, v nazywamy wspdtliniowymi lub kolinearnymi, gdy istnieje prosta, w ktorej
zawate sa te wektory. Piszemy wowczas 4 || ¥/,

U, U nazywamy wektor w taki, ze:

Definicja 5.1.6. Iloczynem wektorowym uporzavdkowaneiwpary niewspotliniowych wektorow

)@ L gL, Vi€ ann W /

M
()

U sin £ (u, v Ay ,
il 7] -sin 403 7). i

l(
9 |] = /
\/ |
7\ TV /\\ 2 6
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iii) orientacja trojki (ﬁ, U, 15) jest zgodna z orientacja uktadu wspotrzednych. L:?

Wektor @ oznaczamy symbolem u X .
Jesli @ =0 lub v = 0, to przyjmujemy u X v

Przyklad5A17A i=jxXj= k %
1 X j =k, j><k:=z', kxi=y73, J

| povn € o echm

i
¢!
3

lub metody Sarrusa

ik ”Wo\/?o -Lzoa/,)
Gxv=|1 2 —3|=10i+4k — 9]—6k+122—5j—222—14]—2k
3 4 5

Twierdzenie 5.1.10 (Wlasnosci iloczynu wektorowego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych
wektorow i, U, w prawdziwe sa nastepujace rownosci. e Ly

( i)ﬁng —U XU )

ii) AMu x ¥) = (M)

X . .
iii) (7 + ) x @ = (@ i 0V i=0)

Reguta prawej dtoni:

vozdrelnose

wzgl— +—
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Uwaga 5.1.11. Pole réwnolegtoboku rozpietego na wektorach u, v rowne jest |ud x 0. - -
[@xal 0« 7

Iloczyn mieszany

Definicja 5.1.12. Niech @ = [uy, uy, u.], T = [vs, vy, v.],W = Wy, wy, w.]. loczynem mieszanym
uporzadkowanej trojki wektorow i, v, w nazywamy liczbe (¢ x ¢) o w. Oznaczamy ja symbolem
——— —_ - —>
N oV X
Twierdzenie 5.1.13. Niech @ = [ug, uy, u,], U = vx,vy,vz W= [wy, Wy, w,]. Wowczas L\FMH-\?(/

(@, ,).

Wy w,
wszr\ A~/

Uy Uy Uy

) U, U Uy U u
Dowdd. | v, vy, v, |=w,| Y Fl—w,| T F 4w, * Uy | —
vy U, Uy U, Uy Uy
Wy wy W,
U, U Uy U Uy U Y
e | Nl NS | B .
vy U, Vg U, Uy Uy

Uwaga 5.1.14. Objetos¢ rownolegloscianu rozpietego na wektorach «, v/, w rowna jest |(12’, U, ’LU) |.

Dowdd. Niech ov = £(@ x U,w). Poniewaz V' = P, -h = |4 x U] - h oraz cosa = ray» Zatem

= |u X V|- || cosa =wo (dx V). O ’\/_
Przyklad 5.1.15. Czy punkty A = (1,0,2), B = (5, 1’5)’C.i (3,-1,2),D = (1,3,5) leza w
jednej plaszczyznie? - - -

Punkty leza w jednej pltaszczyznie wtedy i tylko wtedy, gdy objeto$é¢ czworoscianu rozpie-
—_— = ——
tego na wektorach AB, AC', AD jest réwna zero.

T ———————
— — —
AB =[4,1,3], AC = [2,-1,0], AD = [0,3,3]
o 4 13
(AB,AC,AD): 2 1 0|=-12+18-6=0
0 3 3 ——

Punkty sa wspotptaszezyznowe (komplanarne).

Twierdzenie 5.1.16 (Wtasnosci iloczynu mieszanego). Dla dowolnego A € R i dla dowolnych
wektorow o w a prawdziwe sa nastepujace rownosci.

gl/hws ) (Ver)ou= We (v =3 )




5.2 Symbol Kroneckera i symbol calkowicie antysymetryczny

Podamy definicje dwoch symboli, ktore czesto pojawiaja sie¢ w notacji dotyczacej rachunkéw na
wektorach.

Rozwazmy funkcje postaci

) N 1 a=y
f:{L2,...,n} x{1,2,...,n} — {0,1}, f(z,])—{o it
Definiuje ona symbol 6;; := f(i,j) zwany symbolem Kroneckera lub deltq Kroneckera.

Przyklad 5.2.1. i) Macierz jednostkowa I,, € M,(R) ma elementy postaci d;;. Innymi
stowy, I,, = [0;;], dlad,5 € {1,2,...,n}.

ii) Niech @ = [us,us, us], oraz U = [v1, U2, v3] beda dowolnymi wektorami. Ich iloczyn skalarny

mozemy zapisa¢ w nastepujacej postaci.

Uov = U1V1 + UV + U3V3

Definicja 5.2.2. Niech n € N oraz iy, 1s,...,1,, to liczby ze zbioru {1,2,...,n} nie koniecz-
ni€ rozne. Symbolem catkowicie antysymetrycznym lub tensorem Levi-Civita w n wymiarach
nazywamy symbol postaci 4

. 1 2 ... n :
1 ; permutacja < . . > jest  parzysta
1 19 ... in
ity = . 1 2 ... n . :
t2ytn —1 ; permutacja < C . > jest nieparzysta
1 19 ... in
0 ; nie wszystkie liczby iy,49,...,4, sa od siebie rbzne
Innymi stowy
. . 1 2 ... n
sgn(o) ; gdy {i1,i9,...,in} ={1,2,...,n} oraz o = . .
€i1iz,in 11 19 ... 1Ip
0 ; nie wsgystkie liczby i1,%9,...,%, sa od siebie rbézne
.
Uwaga 5.2.3. Permutacje o oraz o(j, k) réznia sie znakiem. > Wprost z definicji wynika
zatem, ze zamiana miejscami dowolnych dwoch indekséw w ciagu iy, is, . . . , 2, powoduje zmiane
symbolu z 1 na —1 i odwrotnie. Dla przyktadu, gdg n = 3 mamy
U W= ko
gijk':;gjik = Ejki = —Ekji = €kij — —Eikj-
. t&.‘."ié& —

Stad tez nazwa symbol catkowicie Antysymetryczny.

14Gdy méwimy o permutacji, to oczywiscie mamy na myséli przypadek, gdy liczby 41,4s, ... ,4, sa od siebie

rozne, to jest {i1,d2,...,in} =9{1,2,...,n}.
15Poréwnaj z twierdzeniem 1.3.22.
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Przyklad 5.2.4. i) Dla n = 2 otrzymujemy

[v1, U] jest rowne

Uy U2
U1 V2

isijuivj . @M{\//\

u,j=1

P = |det{

] | = |U1U2 - UQUl| =

ii) Dla n = 3 otrzymujemy

1 (i,7,k) €4(1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)
Cigk = =1 ; (i,5,k) € 1(3,2,1),(1,3,2),(2,1,3)
0 ; t1=7 lub j=Fk lub k=1

[loczyn mieszany uporzadkowanej trojki wektorow (u, v, ), gdzie @ = [uq, us, ug], ¥ =
[v1, V9, v3], W = [wy, ws, ws], jest rowny

Uy Uz U3
(ﬁ,ﬁ,lﬁ):ﬁo({)’xw) =det | v; vy vy
w1, W Ws

Mozna sprawdzié, ze

(ﬁ, ’17, ’Lﬁ) = U1 (’Ugwg — ”0321}2) — ’LLQ(’Ul’wg — U3w1) + U3<’U1w2 — Ugwl) =

iii) Niech @ = [uy, ug, us), v = [v1, ve, v3]. lloczyn wektorow @ x ¥, to wektor W = [wy, wa, ws]

% MA\/.’LW‘)IMA\/SU/L

3
W1 = UV3 — U3V2 = E €145U; V5,
.. ]
3,j=1
3
W9 = —UV3 + U3V = E €21 U;Vj,
i,j=1 ==

3
W3 = U1V — UV = E €33 U;Vj.

=1

Istotnie,

Uxv=1- (523“2113 + £132U302) +j - (€913U1V3 + €931U3V1) + k - (€312U1V2 + E321U0V1) =
“— — T— - S
=1 (ugus — ugv2) + J - (—ugvg + usvy) + k - (w102 — ugvy)
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x ="

iv) Niech A € M,(R), A=

detA = Z sgn(a)algu)aw(z) .-

O'GSn
S———

Twierdzenie 5.2.5 (Wtasnosci symbolu catkowicie antysymetrycznego).

[a;;]. Wowcezas

i) n=2
Oik  Oi
5ik5jl‘ 5jk 5]'1 = 25_]'1—@15]'16,
i) n=3
di  0ji Ok
€ijkElmn = 6im 5jm 6km )
5in 6]71 5kn

3
E ijkEljk = 2041,

J,k=1

Przyklad 5.2.6. Niech g =

- Qpo(n) =

n

>

Ei1ingnyin iy 24y - -

11,02,0.in=1

2
g €ikEjk
k=1

16

2
E €ij5ij

ij=1

- 6ij7

3
E EijkEimk = 5il6jm - 5im5jl7

k=1

3
E Eijk€ijk = 3!

1,5,k=1

a=1ux (Uxw). Jesli @ = [ay, as, ag], to na mocy twierdzenia 5.2.5 otrzymujemy

—0 |

jkl‘?ylml

= (uw;Hugwetuzws)vy— (v

L~

7 l,m=1

(7). 3 \g\———g—v/
S\/(\O \% \.) Z U; V| Wy, <5ll(sjm — 51m6jl-> = UV1W2 + U3'U1’w3 j— U2V W1 ’* uE\ngl =
Jlym=1 d-/\( _ , /{ O(. U :l _ A
o = — ’ LI
N k=L = 6w die T = G

- Qpgy, -

=2

E €1gkug E @zm?)lwm— E Uﬂfzwmg 61gk€kzm= E ujvlwmg 51]k5lmk

Jylm=1

[ul,u2,u3],17_: [Ul,’UQ,’Ug],Q‘: [w1, we, w3]. Wyznaczymy wektor

16 Aby udowodni¢ podane zwigzki, w kazdym wypadku nalezy poréwnaé lews i prawa strone réwnania, wypi-

sujac wszystkie mozliwosci.
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5.3 Plaszczyzna w przestrzeni R3

Roéwnanie ogoélne i normalne plaszczyzny

<
Niech Py = (29, %0, 20) € R? bedzie ustalonym punktem, zas i = [A
wektorem. Wowcezas zbior

7={P=(z,y,2) eR®: BP L i}

)

jest plaszczyzna przechodzaca przez punkt Fy i prostopadta do wektora ni. Wektor 7 nazywamy

wektorem_normalnym plaszczyzny .

CXoro -9, 2220 o L A LD, ]
PEW@POPon—()(:)A(x—:CO)—FB(y yo) + C(z — z) =

—_—_—

Roéwnanie normalne:

m Alw— o) + Bly — ) + C(z — 2) =
Roéwnanie ogolne: m: Wr + By +Cz+ D =0 D = —Axy — Byo —@
\

Przyklad 5.3.1. i) Py = (1 2.5),

9‘“70 <o

,hemnLlna m=

\_’\

X"\[u

7:1-(x—1)+

C] # 0 ustalonym

Pz (>Cak\'lol 2“/
TeT
7= (%‘\41%)

"

W =LAB ()

(1) (-2 +3- (-

5) = 0 réwnanie normalne

T x—y+ 3z — 14 = 0 rOwnanie ogblne __.)

- - -

= U113
- A
ii) Plaszezyzna Ozz opisana jest réwnanie@ A-o C=0 B = LO 1 O.l‘“J

iii) Z roéwnania plaszczyzny 7 @ x 4+ 2z = 0 mozemy odczytaé¢ wektor normalny 7 = [1,0, 1]

oraz punkt nalezacy do ptaszczyzny Py = (0,0,0). _
p acy do plaszczyzny Py = (0,0,0) A=A B =0

c= AN

Roéwnanie parametryczne plaszczyzny

Niech Py = (%0,%0,20) € R?® bedzie ustalonym punktem, za$ a= = [ag,ay,a;] # 0, b=
[by, by, b] 0 ustalonymi wektorami niewspotliniowymi, tj. @ }f b. Wowczas zbibr
e ——————

Oxv

7={P=(x,9,2) € R*:

Jt,s € R ByP =td + sb} ———
L — Jr— . o) o ‘E ) —
jest plaszczyzna przechodzaca przez punkt Py i rownolegta do wektorow a, b. Mowimy, ze wek- }/
N C tory @, b sa wektorami rozpinajgcymi plaszczyzne .

PO —ta+sb(:) [z — x|y — yg,z—zo ay,az]+[bz,y,bz]
\_”

=xp+t-a,+s-b,

y=1yo+t-a,+s-b,

z=zy+t-a,+s-b,
(V4

Roéwnanie parametryczne: 7 :

,t,s€R

S —
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Przyktlad 5.3.2.

przechodzacej przez punkty A= (1,1

—
AB

Plaszczyznq T moze

Rownanie ogélne ptaszczyzny m ma postaé m :
skad 7 :

(1.9

i) Napiszemy réwnanie parametryczne i rownanie ogolne plaszezyzny m

,4), B =1(2,5,4) i rownoleglej do osi Oy.

—

v j=0Lgloy=jln Acx AB [T

x =1

=l

z = 4.

2

1-¢+0-s
T y=\1H44t+1-s
z =4+ - t—I—O s

= AB x ] jest Weﬁorem normalnym plaszczyzny .

J
1

My opisac Townaniem parametrycznym postaci

1+
1+4t+ s

, t,s € R.

najdziemy jego wspot-

i ocwﬂm ¢/
0 [=1[0,0,1]

0-(x—1)4+0-(y—1)+1-(z—4) =0,

.. . , . e . - . ~
ii) Zapiszemy rownanie parametryczne plaszezyzny 7 danej rownaniem ogdlnym

/

PE——

Trx—y+3z2—14=0. (:,/

Przyjmijmy y = t, z = s, woéwczas

Inne réwnania plaszczyzny

Rownanie postaci @ £
dzaca przez punkty (a,0,
/

+ ¥+
0

); (0,

Vo In

ISEISS
1l
CDH-‘H-
|
w

+ 14

A‘o |

gdzie a,b,c € R\ {0}, opisuje plaszczyznq przecho-

—

L
,0),(0,0,¢). Jest to tzw. rédwnanie odcinkowe plaszczyzny.

Roéwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez trzy niewspotliniowe punkty
($37 Y3, 23) ma postac

Py = (z1,y1,21), Po = (22,2, 22), P3 =

T—T1 Y—U
L To—T1 Yo — U1
T3 —T1 Ys— U1

Istotnie, poniewaz Py Py = [13 — 1, Yo
. —_— ——
n=PP,x P P; L 7w zatem

T={P =

(z,y,2) :

PP L A}y={P=

zZ— z1
29 — 21 =0.
zZ3 — 21

SN
— 1,20 — 21), PLPs = [x3 — T1,y3 — Y1, 23 — 21| || 7 oraz
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5.4 Prosta w przestrzeni R?

Rownanie parametryczne i kierunkowe prostej

Niech Py = (o, Yo, 20) € R? bedzie ustalonym punktem, zas @ = [ay, ay, a.| # 0 ustalonym

wektorem. Woéwcezas zbior
N /
l:{P:(I’,y,Z)ERP)POpH(_i} a} ? (P

e D
jest prosta przechodzaca przez punkt F, i rownolegta do wektora a. Wektor @ nazywamy wek-

torem kierunkowym prostej [. [
LT AR PR

kel < HteR;}ﬁ:w X’Yo:Lﬁw
j’?o ’/-@47

T = T aCEN_/ 2-&o =-d4day
Roéwnanie postaci [ : y=1yo Hlja, ,t¢c R nazywamy rownaniem parametrycznym prostej
2=z Htja,
l. .
Parvanrned MUY A

Rugujac z kazdego z powyzszych réwnan parametr ¢, otrzymujemy réwnanie postaci [ : =

,L‘ - , ktore nazywamy rownaniem kierunkowym prostej . Lj

x|\ — —

0 k\ \ ik x =2

5\ Wowczasd=|6 —1 1 |=[-1,13,19]orazl: ¢ y =3
e = |1 3 =2 z = 1A 19t

PR Yo o

N \\ 5.5 Wzajemne polozenie plaszczyzn i prostych Gb

Rownanie krawedziowe prostej

Niech 7 : Ajx+Byy+Ciz+D; =0, my 1 Asx+ Boy+Coz+ Dy = 0, gdzie A2+ B2 +C? # 0,
A2+ B2 +C2 # 0 beda dwiema nieréwnolegtymi plaszczyznami. Ich czescia wspolng jest prosta
l = st N .

\
9
czﬁ@ﬂ\m\ Pel <« (PemAPezQ) _
. . . AT A1$+Bly+C1Z+D1:O Ny T Al n
Rownanie krawe;dZ{Qwe.l. {A2z+Bgy+ng+D2:O e =, P o j

Przyklad 5.4.1.KN%pisz réwnanie prostej | przechodzacej przez punkt Py = (2,3,1) i rowno-

legtej do ptaszczyzn 1 : 6r —y+2—2=0,m: x4+ 3y —22+1=0.
-_— o _— U
Oznaczmy 7i; = [6,—1,1] L m, fio =[1,3,—2] L m oraz @ =1 x iy || [.

Wzajemne polozenie plaszczyzn

Niech T - A1£C+Bly+012’+D1:0,ﬁi: [Al,Bl,Cl] %6, L/
o Ao + Boy + Coz + Dy = 0, ny = [Ag, By, Cs] # 0.
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__Szukanie punktéw wspodlnych 7; oraz m polega na rozwiazaniu uktadu rownan

Aix+ Biy+Ciz+D; =0 N A By Gy v _ | —Dx
Asx 4+ Boy + Coz + Dy =0 Ay By Oy . D ]

. - Al Bl 01 . Al Bl Cl —D1
Nlechﬂ.:lr—{A2 B, 02},(] {A2 By C —Dg]‘

Ptaszczyzny moga by¢ rownolegle. m||m < nyl|ne (:)? ny X ny = 6; [

TN K ontderg

g

— N
Woéwezas albo m = m < %:%:%:g—;’ gdy r(U) =r(4) =1 m,
ﬂ/\
albom Nm =0 & 3—;:B—;:g—;#g—;,gdyr(U):Q,r(A):l.
—)

Gdy r(U) = r(A) = 2, plaszczyzny m }f mo przecinaja sie wzdtuz prostej. M 1 —
W szczegodlnosci moga by¢ prostopadte. L2

m Llamg & nglng & njony=0

& - =

Wzajemne polozenie prostych

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt Py, zas b wektorem
kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt Ps. =

Proste moga by¢ réwnolegte. _ﬂﬂ{: & dl b < @xb=0.
Woéwcezas albo [ =k, albo [Nk = 2. — -_—

Gdy I }f k, mozliwe sa dwie sytuacje.

L
1) Proste [ i k leza w jednej plaszczyznie, co jest rownowazne stwierdzeniu, ze wektory P Ps, @, b

leza w jednej plaszczyznie. Wowcezas [ i k maja jeden punkt wspolny tj. [ Nk = {P},

L




2) Proste [ i k nie leza w jednej ptaszczyznie (tzw. proste skosne), co jest rownowazne stwier-
_) —

dzeniu, ze wektory P Ps, d, b nie leza w jednej ptaszczyznie. Wowezas [ Nk = @

Zatem proste [ i k sa skosne wtedy i tylko wtedy gdy P1P2, a, 5) £ 0.

g

Katy

Definicja 5.5.1. i) Kqtem miedzy dwiema prostymi nazywamy kat ostry (lub prosty, gdy
proste sa prostopadle) miedzy odpowiednio zwréconymi wektorami kierunkowymi tychze
prostych.

ii) Kaqtem miedzy dwiema ptaszczyznami nazywamy kat ostry (lub prosty, gdy plaszczyzny sa
prostopadte) miedzy odpowiednio zwréconymi wektorami normalnymi tychze plaszczyzn.

|

Definicja 5.5.2. i) Rzutem prostokgtnym punktu P na plaszczyzne m nazywamy punkt
P’ € 7 taki, ze PP 1 .
e ———

ii) Rzutem prostokgtnym punktu P na prostq | nazywamy punkt P’ € [ taki, ze PP’ L [.

tP ¢ 1]
v L
. e Y

Mozna zdefiniowaé rzut ukosny w kierunku zadanego wektora. m \ b

Rzut punktu P na plaszczyzne m w kierunku wektora o' J m: /
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JAT pant <~

/
Y-
- ‘-----" -’r¥
ol - ot
P/ \ | R
t ?‘ _ ? (\)/ \ \ micC
Vot 0\ C
Rzut punktu P na prosta [ w kierunku wektora v, o ktérym zaklgdamy, ze nalezy do ptaszczy-
zny zawierajacej P oraz [: ’]hh\aj \Z L (oox‘j S oo €
RS AN 4

k(\taz

Przyklad 5.5.3. Wyznacz rzut prostokatny punktu P = (4,5, —3) na plaszczyzne

r=2+HAA+s
T y=|1+3s v,t,sGR.
z:SJ-J-@—Fs
Niech %k bedzie prosta taka, ze k L 7, P € k. Q“ )
=201 || 7 | n, A=(21,3)en e
1
n=uxv Ll klr=k|#a B L t= 1
w5 i-t
r =473t wirauya (Q\:
kiqy= —1)+6(z—3)=0 . /:P
Z:—3+t & B
m:3x+y—62+11=0 {P}=kNnr=" .
3(4—3t) 45—t —6(—3 460 = 0 = p L

Definicja 5.5.4. Kqgtem muedzy plaszczyzng a prostqg nazywamy Kat o
mierze § — o, gdzie o to miara kata ostrego (lub prostego, gdy prosta
i plaszczyzna sa rownolegle) miedzy odpowiednio zwréoconym wektorem

kierunkowym prostej a wektorem normalnym plaszczyzny.
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