JAT pant <~

/
Y-
- ‘-----" -’r¥
ol - ot
P/ \ | R
t ?‘ _ ? (\)/ \ \ micC
Vot 0\ C
Rzut punktu P na prosta [ w kierunku wektora v, o ktérym zaklgdamy, ze nalezy do ptaszczy-
zny zawierajacej P oraz [: ’]hh\aj \Z L (oox‘j S oo €
RS AN 4

k(\taz

Przyklad 5.5.3. Wyznacz rzut prostokatny punktu P = (4,5, —3) na plaszczyzne

r=2+HAA+s
T y=|1+3s v,t,sGR.
z:SJ-J-@—Fs
Niech %k bedzie prosta taka, ze k L 7, P € k. Q“ )
=201 || 7 | n, A=(21,3)en e
1
n=uxv Ll klr=k|#a B L t= 1
w5 i-t
r =473t wirauya (Q\:
kiqy= —1)+6(z—3)=0 . /:P
Z:—3+t & B
m:3x+y—62+11=0 {P}=kNnr=" .
3(4—3t) 45—t —6(—3 460 = 0 = p L

Definicja 5.5.4. Kqgtem miedzy plaszczyzng a prostqg nazywamy Kat o
mierze § — o, gdzie o to miara kata ostrego (lub prostego, gdy prosta
i plaszczyzna sa rownolegle) miedzy odpowiednio zwréconym wektorem

kierunkowym prostej a wektorem normalnym plaszczyzny.
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r=2-1
Przyklad 5.5.5. Wyznacz kat miedzy prosta [ : y=1" ,teR
z=242t
a plaszczyzna 7 : i:z—i—y—i—z—i—l:(). -

Mamy @ = [-1,0,2] || {, 7=[3.1.1] L 7. Oznaczmy B= A(ﬁ a),a=73—f.

. nod| ) [-3+0+2] _ 2
Obliczamy cos T TV ﬁ? Q= 7 — arccos \/%, o = \\ O\‘\U@?
LH%@- albo sina = cos f = « = arcsin ——= woa - \"
VAR M
O)’\

€GO < \/
Odleglosci ws(‘(\%\)ﬁ l(Y.\’: OZJ ek e
~

- i
Definicja 5.5.6. i) Odlegtoscig punktu P od ptaszczyzny m, nazywamy dlugosé odcinka
PP’ gdzie P’ jest rzutem prostokatnym P na 7. Oznaczamy ja d(P, ).

ii) Odlegtosciq punktu P od prostej [, nazywamy dlugos¢ odcinka PP’ gdzie P’ jest rzutem
prostokatnym P na [. Oznaczamy ja d(P,1).

?
(\’i\//& \)

v \f;f'?@v ? :

Wzér na odlegtos¢ punktu od plaszczyzny

Niech Py = (xo, Yo, 20) oraz 7 : Az + By + C’z +D=0,1=[AB,C|# 0. Wowczas

S~~~ -
W/ d(PO,’]T)— ’A$0+By0+CZO+D‘
=t " 7

T =+ At
Istotnie, niech k bedzie prosta taka, ze Py € k, k L 7. Woéwcezas k - y=1yo+ Bt
Z=2zy+ Ct
(P} =knm=? N2
1, ™
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Alay+ A1) + Blyo + B0) + Cloo + C0) + D=0, [1= 2ol
zo+B z0+D
d(P,7) = |PyFy| = /(A1) + (B1)? + (Ct)? = |t|{VA® + B? 4 C? = At fui co

Wzor na odlegtos¢ punktu od prostej

Niech Py = (xo, 0, 20) oraz niech [ bedzie prosta przechodzaca przez pu\nkt P, o wektorze

kierunkowym a. Woéwczas
e _’?oLC ﬂ k{
d(py.1) = P70l o a, 0¢
a
K M\M\O“‘ Al x Q‘B /O

"“"‘""'“'”""'”"""'”"”;‘,’ Wd‘ b.ka j

(\9(2!\, OJL? \H\/

Odleglosé prostej od plaszczyzny

Jesli prosta [ nie przecina ptaszczyzny 7, to wowczas odlegtoscia prostej [ od ptaszczyzny 7
nazywamy odlegtos¢ dowolnego punkty prostej od ptaszczyzny.

"/ b T Tz P
/ (LY 0 A
,. ' Y

Definicja 5.5.7. Odlegtoscig dwich plaszczyzn (prostych) réwnolegtych nazywamy odlegtosé
dowolnego punktu jednej z nich od drugie;j.

¢ - —--»

Mozna wykazaé, ze dla ptlaszczyzn rownoleglych m : Av+By+Cz+ Dy = 0, my :
Az + By +Cz+ Dy =0, 115 = [A, B, C] # 0 zachodzi WZOI'kd<7T1,7T2> — [DoD]

I

? 1Y
R \??\\ - LT ‘“1>
An /I\/\ \\/\”\
7 5o g
IR f“/\\\ YLl
7 {V‘/‘o"’\%/\\y\g‘a
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Odleglo$é prostych sko$nych

Przypomnijmy, ze jesli dwie proste leza w jednej plaszczyznie, to przecinaja sie lub sa row-
nolegte. Proste, ktore nie sa do siebie rownolegle i nie maja punktéw wspoélnych nazywamy
skosnymi. Zatem proste sa skosne, gdy nie leza w jednej plaszczyznie.

Niech @ bedzie wektorem kierunkowym prostej [, przechodzacej przez punkt Py, zas b wektorem
kierunkowym prostej k, przechodzacej przez punkt Ps.

Zatozmy ze proste te sa skosne. Wowcezas ist-

nieja plaszczyzna m zawierajaca prosta [ oraz

plaszczyzna 7y zawierajaca prosta k takie, ze b / _____
\_Elw_goraz m N 7T = &. Ponadto plasz- o -

czyzny rownolegle, na ktorych leza dane dwie /

proste skosne sa wyznaczone jednoznacznie.

Istotnie, m; jest plaszczyzna zawierajaca [ i \

réwnolegly do wektora b. Jej wektorem nor- K

malnym jest wektor @ x b. Podobnie, 7 jest ¥ T

plaszczyznag zawierajaca k i rownolegla do ’Q—‘z,’//

wektora a. Jej wektorem normalnym réwniez -

jest wektor @ x b.

Definicja 5.5.8. Odlegtoscig dwdch prostych 5( 2
skosnych nazywamy odlegltosé¢ dwoch ptasz-
czyzn rownolegtych zawierajacych te proste.

Uwaga 5.5.9. Niech [ i k beda jak wyzej. Zalézmy ze proste te sa skosne, co jest rownowazne
— -
stwierdzeniu, ze wektory Py Ps, d,b nie leza w jednej ptaszczyznie. Wowcezas

. o besc sunoleq
PPy, a,0)| dbjerec oY

h = d(k7>_|( iz,g,w_ \
|d x bl K. PolC ?@oukf»uj

Przyktadowe zadanie polegajace na wyznaczaniu odlegto$ci dwoch prostych skosnych mozna
znalez¢ tutaj.

03¢/ &NA

Symetrie

Definicja 5.5.10. Niech S bedzie ustalonym punktem, [ ustalong prosta oraz m ustalona ptasz-
CZYZNg. -

i) Punkt Py jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem punktu S, jezeli PS=235 P,.
—————————— —
ii) Punkt P jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem prostej [, jezeli istnieje
— — —
A €l taki, ze PA = AP, oraz PA L |.
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iii) Punkt P; jest punktem symetrycznym do punktu P wzgledem plaszczyzny 7, jezeli istnieje
— —

—
A € 7 taki, ze PA = AP, oraz PA 1 .
%@w\fw\%

(it

? /V (P‘) k,\(mw\o»o\w ?un\u«» A
o utMbo -~ TA
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 6
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .cccoovvvviiiiinnnn,

1 b
TEMAT: Przestrzenie liniowe (g\ \Q /

Niech K = (K, +,-) bedzie cialem, gdzie K = R lub K = C, za§ V_# @ zbiorem. Niech
dane dezﬁe/dmalanle wewnetrzne @ : V x V 2 (u,v) — u @ v €V oraz dzialanie zewnetrzne

@KxVB(av)»—my@vEV \ «J
Wav ik Nelo~ ZWW e hdor

Definicja éol 1. Zespot V = (V, @, K, ®) taki, ze

6.1 Przestrzenie liniowe i ich podprzestrzenie

i) (V,®) jest grupa abelowa, Ok’()p(a‘ﬂ/&‘(”(, Wl boro ™~

i) Vv eV Vae K a®@ev)=(a0u)@ov) } fmzalzm'r\oﬂ

)
)
i) Vv eV Vo, e K (a+8)0v=(a@v)®(fOv)
R_ o davanre su,{a
iv) VoeV Va,0eK (a-f)ov=a6 (o) (“C'ﬂft{)
)

/\@V’ v)VoeV 1ov=w /\\f"“‘m"“"ﬁ Tqctnod ¢/
Toundarnos ¢/
nazywamy przestrzeniq wektorowq badz przestrzeniq liniowg nad ciatem K (albo przestrzenia

K-liniowa). Elementy zbioru V' nazywamy wektorami, zas elementy ciata K skalarami.

Przyklad 6.1.2. Ponizsze struktury sa przestrzeniami wektorowymi.

i) R" = (R",®,R,®) (Yv= ?)

Dla u = (uy,...,u,),v = (vi,....v,) € R" oraz a € R definiujemy

WDV = (U + U1, .., Uy + V), @O u=fauy,. .., ouy,).
— fa——
i) (K", &, K,®), gdzie K = (K, +,-) to dowolne cialo ‘
Dla u = (uy,...,u,),v = (vy,...,v,) € K™ oraz o € K definiujemy - Q
UBv=(u1+01,.. U+ V), a@Qu= (- Up,...,0"Uy). \

iii) (RE b R,-), gdzie(®RE % {f| f: R — R}
DIa fi : R = R, f, 7R — R oraz o € R definiujemy
fs =1 @ fo takis, se Vo € R fy(z) = (A& f)(2) = fix) + f(2)
oraz f1 = a® fi takie, ze Vr € R fy(x) = (« ® f1)(x) :::9_7_';7{'(35)

Elementem neutralnym dziatania @ jest funkcja stale rowna zero.

=
~
N
J
O

V) Mpxn(R) = (Mysn(R), +, R, -), gdzie dziatania +,- to dzialania dodawania macierzy i

mnozenia macierzy przez liczbe.
. y'= {famn)



(ﬂataﬂr\ @w)

v) Rlz] = (R[z], +, R, "), gdzie Rlz] to zbior wszystkich wielomianéw jednej zmiennej = o
wspotezynnikach rzeczywistych z dziataniami dodawania wielomiandéw i mnozenia wielo-
mianu przez liczbe.

Uwaga 6.1.3. Czesto tym samym symbolem oznaczamy dziatania w ciele K = (K, +,-) i
dzialania w przestrzeni wektorowej V = (V, +, K, -).

u+v suma wektorow \/
a+ 3 suma skalaréw (U@
a-u iloczyn wektora przez skalar

02 | q) °2 ’ (\*)’) ‘a-fB iloczyn skalarow (/\'3‘/ ¥ \—/'7 02 4 b

Twierdzenie 6.1.4. Niech V = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia wektorowa. Niech 0 oznacza
element neutralny dodawania w V', za$ 0, 1 elementy neutralne dziatan w ciele K. Woéwczas:

Wowczas dla u,v € V, o, f € K

i) VveV VaeK 0-v=a-0=0 P \Q:)
YoeV VaeK a-v:()(:)(ozzo\/v:02V O

B S S\Aﬁ«l&/ weh
i) VYoeV Vae K (—a)-v=a-(—v)=—(a-v)

)
)

1v§VveV\1-vﬂ O‘K O\/
)

v)YveV VYa,pe K (a—p8)-v=(a-v)— (B v)

(é vi) Vv €V YVae K a-(u—v)=(a-u)— (a-v)
\

Niech V' = (V, @, K, ®) bedzie przestrzenia wektorowa nad cialem K = (K, +,-) i niech U C V
bedzie niepusfym podzbiorem zbioru V. DE——
Definicja 6.1.5. Jesli zbior U w dziataniami
Bluxv : U x U > (u,v) — u@(@@kxlj K xU >3 (a,v) — « @@jest przestrzenia

@M\,c\ﬁvhmowq nad ciatem K, to U = (U, ®|yxu, K, ©|kxv) nazywamy podprzestrzeniq wektorowg lub
\}

podprzestrzeniq liniowq przestrzeni V.

Twierdzenie 6.1.6. Jesli V = (V,®, K, ®) jest przestrzenia wektorowa oraz @ # U C V, to
wowcezas U jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V' wtedy i tylko wtedy, gdy

Yui,ugs € U Ya e K ul@uzeU QQUI(GU ) A‘L{ le-)

lub réwnowaznie ﬁ(“’) x¢
Yui,ug € U Vo, € K ((oz@ul) ﬂ®u2)ej

Dowadd. ITmplikacja z prawa na lewo jest oczywista. Implikacja w druga strone wynika z faktu, Q A
ze U jest podgrupa grupy V. O

N

Uwaga 6.1.7. Niech V = (V, @, K,®) bedzie przestrzenia liniowa. Wowczas U = {O} jest

podprzestrzenia liniowa. Nazywamy ja podprzestrzeniqg trywialng. Podobnie U = — Vit D U =1V jes pod-
przestrzenia liniowa V. Podprzestrzenie te nazywamy podprzestrzeniams mewiasczwymz
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,Uwaga 6.1.8. Kazda podprzestrzen liniowa zawiera wektor zerowy.

Dowdad. Jesli U jest podprzestrzenig liniowa, to Vuy,us € U Va € K u1®us € UANaGu, € U.
W szczegolnosci —1 O uy = —uy € U oraz up @ (—up) =0 %;—_
Whiosek 6.1.9. Niech V = (V,®, K, ®) bedzie przestrzenia imowa, za§ U C V podzbiorem

V. Jesli 0 ¢ U, to U nie jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.

Przyktad 6.1.10. \L 6 [0 &J \ IK j - '{j{: Eﬁ\bj - K: ‘f' Qf){“&

4
1) V= (R[O7l]7+aRa ‘)7 U= (C([O7 1]>R)7+7R7 ) o ).b
W (| Loy Y

U jest podprzestrzenia liniowa V', bowiem suma funkcji ciagtych jest funkcja ciagla oraz iloczyn
funkcji ciaglej przez liczbe jest funkcja ciagta. ? O( )
i) V=R[z],+R,.), U={f €R[z] :|deg f |- parzysty} |

wdof\’“m“ C ¢ce \LLX]\
U nie jest podprzestrzenia liniowa V. Niech ]?' = 2t + 2% oraz g(x) = —xt. Wowczas

(f+9)(x )—i’_.Zatemf,gEU,alef—i—g@éU N LOoN TR? RWMLin )
iii) V=(RY +,R,:), U={(z,y,2,t) ER*: 204+ 2 -3t =0Ay =0}

U jest podprzestrzenia lini‘%rq V. Skoro z'= l@z oraz y = 0, zatem dowolny element v € U
jest postaci u = (x, 0, 3t—2x,t). Wezmy u; = (x1,0, 3t1—2x1,t1) € U, ug = (29,0, 3ta—2x9,t5) €
2 -—— -—

Y oraz o € R, wowez B wadn €
Uy + Ug = (1'1 + l’g,ﬂ@(fl + tz) 7@(%1 + l’g),tl tg) el
oraz auy = (o, 0, a(3t, — 2x1), oty) = (axl,O,@atl —2nxy, aty) €U 7/’(1// Tud T%h{nb
iv) V= (R[z], +,R,"), U 5 Ry[z] ;= {p € R[z] : degp < n}.

Przyjmujemy, ze deg 0 = —oo.IWOW(:zas U jest podpizestrzenia liniowa V. ‘( ( % el oo’ 09

Zatem R, [z] to przetrzen liniowa wielomianéw stopnia co najwyzej n-tego. 17 - 7
T G R
Podprzestrzenie wektorowe f }
dipgrags depg=d

Jedynymi wlasciwymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg proste przechodzace przez (0,0).
Jedynymi wlasciwymi podprzestrzeniami liniowymi R? sg plaszczyzny i proste przechodzace
przez (0,0,0).

1"Niektorzy autorzy stosuja réwniez oznaczenie P, (R).

71



AZ
L
VAN
y v =) > —
2 AL vel w7 e
- A )
i / L ¢ 7/

6.2 Liniowa niezalezno$¢ wektorow, baza i wymiar przestrzeni linio-
wej

Niech V' = (V,+, K,-) bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Niech ay,...q,, € K,
V1y...,Um € V. Niech W # & bedzie podzbiorem zbioru V.

Deﬁnlcja 6.2.1. i) Wektor ozlvlJr AUy, € V nazywamy kombinacjq liniowg wektorow

,Um € V 0o wspolczynnikach aq, ..., € K.

i) Jesli aquy + ... + apv, = 0, mowimy, ze jest to kombinacja zerowa.
N wehba, @&erou) ‘ ‘ .
iii) Kombinacje liniowa ajv; + ... + v, nazywamy kombinacjg trywialng wtedy i tylko
wtedy gdy a3 =0,..., a5, = 0.
WN-thro~
iv) Zbior {v:g1w1+...+akwk Caq,...ap € Kwy, oo, wp €W kEN},
bedacy zbiorem wszystkichh Rombinacji liniowych wszystkich skoniczonych uktadow wek-
toréow w zbiorze W, nazywamy powtokq lintowq zbioru W i oznaczamy symbolem ling W
lub krotko linW. /3? on (N)

4 " A
Gdy W jest zbiorem skonczonym W = {wy, ..., w,,} piszemy tez lin{wy, ..., wy,}. H& = ‘ M(\. \j 5
Czyli lin{wy, ..., Wy} = {oaw) + ... + O & O, .oty € Ky,

Twierdzenie 6.2.2. Niech V = (V,+, K, -) oraz @ # W C V. Wéwcezas zbior linWV jest pod-
__przestrzenia liniowa przestrzeni V. Jest to_najmniejsza (w sensie relacji inkluzji) podprzestrzen
~—

V' zawierajaca zbior W. [nklzy
Whniosek 6.2.3. Jesli u = Moy + ... + A\pup, dla pewnych vy,...,v,, € V, A,... )\ € K
oraz A1 # 0, to wowczas lin{vy, va, ..., vy} = lin{u,va, ..., v} 2éinemnre 5

A’g—b I!Cn

Definicja 6.2.4. Elementy zbioru W nazywamy generatorami przestrzeni linWW, zas podprze- ——
strzen linW nazywamy podprzestrzenia generowang przez zbiér W.

Przyklad 6.2.5. Wersory i = (1 0) oraz j = (0, 1) generuja przestrzen R2, bowiem dla dowol-
nego 4 = (Uy, uy) € R? mamy @ = u,(1,0) + uy(0,1) = uyt + uyj.
R

B=(25)=Q 0)+105) =2 (1o)+5 (QA)
LT +S%




Niech V' = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K.

Definicja 6.2.6. Wektory vy,...,v, € V nazywamy liniowo niezaleznymi lub moéwimy, ze
tworza uktad lintowo m’ezazezny, gdy kazda kombinacja zerowa jest trywialna, to znaczy jesli
dla dowolnych skalarow Sy, ..., 5, € K zachodzi

L61v1+...+/8mvm:0:>Blz...:ﬁmzo.
J/

R

Wektory, ktore nie sa liniowo niezalezne, nazywamy [liniowo zaleznyma.

Twierdzenie 6.2.7. Niech V' = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech m € N, m >
2. Wektory vy, ... iniowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z nich jest kom-
binacja liniowa pozostatych.

Dowdad. Zatozmy, ze wektory vy, ..., v, sa liniowo zalezne, czyli istnieja aq,...a,, € K nie
wszystkie rowne zeru, takie ze WJBGZ straty dla ogélnosci mozemy zalozyé,
ze|ay # 0y Wowezas vy = —3—?1}2 — = %vm.

Zalozmy Teraz, ze vy jest Kombinacja linlowa v, ..., Uy, czyli istnieja B, ... B, € K takie, ze

vy = Pave + ... + Bnvm. Wowcezas Sivy + Pove + ... + Bnvm =0, gdzie f; = —1#0. 0O

AZ

Twierdzenie 6.2.8. Wektory vy,...,vx € R" generuja R" wtedy i tylko wtedy, gdy rzad
macierzy A, ktorej kolejne wiersze to wspolrzedne wektoroéw vy, ..., vg, jest rowny n.

Whiosek 6.2.9. Jesli wektory vy, ..., vp € R" generuja R”, to k > n.

Przyklad 6.2.10. Czy wektory u = (1,1,—1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja przestrzer
R3?

Sprawdzamy, czy dla dowolnego b = (x, vy, 2) € R? istnieja o, 3,7 € R takie, ze b = au+Sv+vyw.
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