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6.2 Liniowa niezalezno$¢ wektorow, baza i wymiar przestrzeni linio-
wej

Niech V' = (V,+, K,-) bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Niech ay,...q,, € K,
V1y...,Um € V. Niech W # & bedzie podzbiorem zbioru V.

Deﬁnlcja 6.2.1. i) Wektor ozlvlJr AUy, € V nazywamy kombinacjq liniowg wektorow

, Uy € V0 wspolezynnikach ag, ... o, € K.

i) Jesli aqug + ... + apv,, = 0, mowimy, ze jest to kombinacja zerowa.
N wehba, @&erou) ‘ ‘ .
iii) Kombinacje liniowa ajv; + ... + v, nazywamy kombinacjg trywialng wtedy i tylko
wtedy gdy a3 =0,...,a,, = 0.
WN-thro~
Zblor{v—glwﬁ— A agwyg o, o € K wy, . kaW'kGN}
\\y bedacy zbiorem wszystkich Rombinacji liniowych wszystkich skoniczonych uktadow wek-

torow w zbiorze W, nazywamy powtokq lintowg zbioru W i oznaczamy symbolem ling W
lub kroétko hnW S

4 " A
Gdy W jest zbiorem skonczonym W = {wy, ..., w,,} piszemy tez lin{wy, ..., wy,}. H& = ‘ w\(\. \j 5
Czyli lin{wy, ..., Wy} = {oaw + ... + O & O, ..oty € K}y,

Twierdzenie 6.2.2. Niech V = (V,+, K, ) oraz @ # W C V. Woéwczas zbior linWV jest pod-
__przestrzenia liniowa przestrzeni V. Jest to w (w sensie relacji inkluzji) podprzestrzen
V' zawierajaca zbior W. [nklzy
\ \\SMuio.s.ek 6.2.3. Jesli u =X\vg + ... ey Um €V A, . A €K
s 2éntanie S

' A’g—b I!Cn

Definicja 6.2.4. Elementy zbioru W nazywamy generatorami przestrzeni linWW, zas podprze- ——
strzen linW nazywamy podprzestrzenia generowang przez zbiér W.

Przyklad 6.2.5. Wersory i = (1 0) oraz j = (0, 1) generuja przestrzen R2, bowiem dla dowol-
nego 4 = (uy, uy) € R? mamy @ = u,(1,0) + uy(0,1) = uyt + uyj.

B=(25)=Q 0)+10,5) =2 (119) 5 (QA)
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\'}{‘U\O R\ W" b‘f\m\y? (\7': tfb’j
A f = Am €00 0gY K= Tap(le])

Niech V' = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. = leo) i (? \? ): (&? \ )
Definicja 6.2.6. Wektory vy,...,v,, € V nazywamy liniowo niezaleznymi lub méwimy, ze )
tworza uktad lintowo m’ezazezny, gdy kazda kombinacja zerowa jest trywialna, to znaczy jesli z c
) e~ T
dla dowolnych skalarow i, ..., 3, € K zachodzi X~ -}
. . ~ A .\“kh
\Q}f/\'\,\{\* “\) :\\“&\‘ \5\ L\ 101+ ... +/Bmvm = 0/:> 61 =...= Bm =0.

e — — — 6'(“\)«5‘("\0\
Wektory, ktoére nie sa liniowo niezalezne, nazywamy [liniowo zaleznyma. | ;
14 —
W= 205y #0 W) = (1s)
Twierdzenie 6.2.7. Niech V = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa oraz niech m € N, m >
2. Wektory vy, .. .. v, €V sa linjowo zalezne wtedy i tylko wtedy, gdy jeden z nich jest kom-
binacja liniowa pozostatych.

Dowdd. Zatozmy, ze wektory vy, ..., v, sa liniowo zalezne, czyli istnieja aq,...a,, € K nie
wszystkie rowne zeru, takie ze |y v; +. . . + v, = 0. Bez straty dla ogélnosci mozemy zatozy¢,
zelag # 0. Wéwczas@;—z—ivg — = %vm.

Zalozmy Teraz, ze v;JjestKombinacja linlowa s . . . , Uy, czyli istnieja B, ... 3, € K takie, ze
vy = Pave + ... + Bnvm. Wowcezas Sivy + Pove + ... + Bnvym =0, gdzie f; = —1#0. 0O

AZ

Twierdzenie 6.2.8. Wektory vy,...,vx € R" generuja R" wtedy i tylko wtedy, gdy rzad
macierzy A, ktorej kolejne wiersze to wspolrzedne wektorow vy, . .., vy, jest rowny n.

Whiosek 6.2.9. Jesli wektory vy, ..., vp € R" generuja R”, to k > n. )
—— ?@Uﬂﬂvrmn‘(/' ~M
, b@dl‘chcv
Przyklad 6.2.10. Czy wektory u = (1,1,—1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja przestrzen

R3?
—
Sprawdzamy, czy dla dowolnego WIRP’ istnieja «, 8,7 € R takie, W
(2,9.2) = a(l,1,—1) + B(2,1,0) + 7(5,2,2)\= (a + 28+ 5y, a + B+ 27, —a + 27)
1 2 5 T o
112 — |y - 1 o ~od
-1 0 2 z 1
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Wektory generuja R?, jesli powyzszy uklad jest oznaczony.

1 2 5|z 12 5 x , T 1
11 2|y | &0 -1 —3|y—z | B2 T —y ALY =%
10 2z "™ Lo 2 Tlera] TV 0 N w2tz Py J
Uktad oznaczony, posiada rozwigzaniq v = —x + 2y + 2\ == = y—3y=4x — Ty — 3z,

| o =2 —28—5y=—2x+ 4y + 2. Zatem uktad wektorow w, v, w generuje R3.
/.’\/\_—\__-

Przyklad 6.2.11. Czy uktad {A, B, C} jest ukladem liniowo niezaleznym?

o e S R R

Sprawdzamy, czy dowolna kombinacja zerowa jest trywialna

JL[W Bﬁ 3/\ VY(;'%/'
0

Stad

ok
0 0 ! ' /7
e (=7 p) o pmg O
Zatem macierze A, B, C tworza uktad liniowo niezalezny:
Przyktad 6.2.12. Czy wektory u = (1,2,3,4),v = (1,2,0,—1), w = (0,1, 3,1) € R* s liniowo

niezalezne? \
Niech «, 8,7 € R beda dowolne takie, ze au + fv + yw = 0 =70,0,0,0) .
Stad (a+5,2a+2ﬁ+’y,3a+37,4a—6+'y —__0 0,0). - WA pouNm\I

Wektory u, v, beda liniowo niezalezne, gdy powyzszy uktad Jednorodny ma jedyne rozwiazanie

ny C'Le—(Ou\ﬂ
1 -
(ﬂ\\l\o
: 9
0 0
1 )
=YU)=r(A)=n=3 h— b a  neuyi adto emyM

Na mocy twierdzenia Kroneckera-Capellego uktad jest oznaczony. \Zatem wektory wu, v, w sq
liniowo niezalezne. - ¢ -0 ?,

+ JEDNO ronDNY e
Obserwacja: Badanie liniowej niezaleznosci wektoréw w R™ polegal na Wyhczanlu rzedu mﬁw Lj
cierzy, ktorej kolumnami sa podane wektory. Wektory sa liniowo niezalezne, gdy rzad macierzy
rowny jest liczbie wektorow.

W

Whiosek 6.2.13. Niech vy,...,v, € R". Jesli k > n, to wektory vy, ..., v, sa liniowo zalezne.
Rownowaznie, jesli wektory vy, . ™5y s liniowo niezalezne, to k < n. R

Twierdzenie 6.2.14. Niech V = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa.

i) Uktad {v}, v € V jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy v = 0.
p—

7 “ =
O(‘(\A_:/ @, ?OC'/O MLO 5
, < Ww=0 la douohfo



ii) Uklad wektorow zawierajacy poduklad liniowo zalezny jest Tiniowo zalezny.

iii) Jesli uktad wektorow jest liniowo niezalezny, to kazdy jego poduklad jest liniowo nieza-
lezny. —
b NN C%(

iv) Uktad wektorow zawierajadg wektor zerowy jest liniowo zalezny.

R=(00) T=00) @i )} 3V - ag) R <=PAp=O L

Definicja 6.2.15. Niech fi;—=7, € C"(R), n > 2. Macierz W (z) postaci -
i) R fl) Anelraa
Wpon=| O BD L@ (23em2)
Dy (D) () Lo NNAN A

nazywamy macierzqg Wronskiego uktadu funkeji fi,..., f,, a jej wyznacznik wrornskianem.

Twierdzenie 6.2.16. Niech fi,...,f, € C"}R), n > 2. Jesli wronskian uktadu funkcji
fi,..., fn nie zeruje sie tozsamosciowo na R, tzn. Jzy € R : detWy,  ; (x9) # 0, to funk-
cje fi,..., [n sa liniowo niezalezne w przestrzeni C(R).

Przyklad 6.2.17. Zbadaj, czy funkcje f1, fo, f3 takie, ze fi(z) = 1, fo(x) = sinzx, f3(x) = cosz,
tworza uktad liniowo niezalezny w C(R). -

METODA I: Skorzystamy wprost z definicji liniowej niezaleznosci. Niech C1, Cy, C5 € R beda
takie, ze C1f1 + Cofs + Csf3 = 0, gdzie 0 oznacza funkcje tozsamosciowo réwna zero.

-
Skoro C fi(z) + Cofa(x) + Cs f3(x) = Cy + Cysinz + Cy cosz = 0 dla dowolnego x € R, A\/\N\z a
/

zatem w szczegolnosci rownosé jest prawdziwa dla x = 0, v = § oraz z = 7.

Podstawiajac te wartosci, otrzymujemy  ~ —— Al sen
s
Ci+C5=0 A Ci+Ch=0 A C—C5=0. /
————— S i 5’2( M‘(,( A
Stad C; = Cy = C3 = 0, a zatem uklad funkcji fi, fo, f5 jest liniowo niezalezny. ’{OJ(\

METODA II: Skorzystamy z kryterium wronskianowego opisanego w twierdzeniu 6.2.16.
A sinz \t cosz

detW(z)=|0 cosz —sinx |=—cos’r —sinz=—1#0
0 —sinz —cosx

Tak, tworza uktad liniowo niezalezny.
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Przyklad 6.2.18. Uktad wektorow i = (1,0),7 = (0,1),7+ 7 = (1,1) generuje przestrzen R?,
to jest R? =1lin{s, 7,7+ j}.
/—

U
Rozwazmy wekotr v = (1,2) € R?. Zauwazmy, ze ‘Q (\A: A\I

v=1-142-5, v=1-j4+1-(G+)). m\vqw,\mnﬂmM

Wekotr v jest kombinacja liniowa generatoréw przestrzeni R?, lecz przedstawienie to nie jest
jednoznaczne. % '

Wyréznimy uktady wektoréow generujacych dana przestrzen liniows o tej wlasnosci, ze do-
wolny wektor z tej przestrzeni przedstawia sie jednoznacznie jako ich kombinacja liniowa.

Niech V' = (V, +, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Niech by,...,b, € V.

Definicja 6.2.19. Uktad wektorow B = {by,...,b,} nazywamy bazq przestrzeni V jesli jest on
liniowo niezalezny oraz V' = lin{b;.....b,}. < ﬂ(db)(mdifv WV‘O’WW\,V\M

Whiosek 6.2.20. Jesli wektory vy, .. =tworza baze przestrzeni R”, to wowczas k = n.

LUk €
= —
Dowdd. Teze otrzymujemy na mocy wnioskow 6.2.9 oraz 6.2.13. [

Przyklad 6.2.21. Baza przestrzeni R" \2_1 ba’bﬂk
N

. . N
Uktad wektorow {eq,...,e,} stanowi baze przestrzeni R". L L \\
- v

EL: (1,0,0,...,0),{3_2_/: (0,1,0,...,0),...,e, =(0,...,0,1)
- - - = 7
1% loo1 A
Przyktad 6.2.22. Wskaz baze podprzestrzeni U przestrzeni R*, jesli

}\J:lin{(1,3,2,1),(1,2,1,1),(1,1,0,1),(1,2,2,1),(3,4,1,3)}. L\} \/& \\L )

Podane generatory na pewno nie tworzg bazy U, gdyz uklad 5 wektoréw w przestrzeni R* jest
liniowo zalezny. é\X‘g

32124 /l-a’-—-l
21021 Ny =2
11113
(1111 3]

32124 a2 1)
T r| 0 -1 =1 0}| =
21021 S EE——

1111 3

3 = U=1in{(1,3,2,1),(0,~1,—1,0), {0, ~1,0,0) N
“Uktad wektorow (1,3,2,1),(0,—1,—1,0), (0, —1,0,0) jest baza przestrzeni U N qObE W
(poréwnaj wniosek 6.2.3). l G 1 ’5

.

ol

18Tstnieje wiecej niz jeden sposob przedstawienia wektora v jako kombinacji liniowej wektorow i, j,7 + .
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Twierdzenie 6.2.23. i) Kazda przestrzen wektorowa rozna od {0} posiada baze.

\ ii) Wszystkie bazy danej przestrzeni wektorowej sa rownoliczne. Jesli baza danej przestrzeni
° liniowej jest nieskoriczona, to kazda inna jej baza takze jest nieskonczona.

iii) Kazdy uktad wektorow liniowo niezaleznych przestrzeni wektorowej moze by¢ uzupelniony
do jej bazy.

Twierdzenie 6.2.24. (Warunki rownowazne do bycia baza przestrzeni wektorowej)

Niech V' = (V,+, K, -) bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Niech by,...,b, € V. Naste-
pujace warunki sa rownowazne.

ﬂﬁ\t’mmLJw\l'C i L\'n. ncrlernod ¢ '
i) Uktad wektorow by, ..., b, jest baza przestrzeni V.

—
ii) Uklad wektorow by, ..., b, jest minimalnym (w sensie relacji inkluzji) uktadem generuja-
cym V.
iii) Uktad wektorow by, ..., b, jest maksymalnym (w sensie relacji inkluzji) uktadem liniowo

niezaleznym w tej przestrzeni.

—_
iv) Dowolny wektor v € V\ma jednoznaczne przedstawieni¢ jako kombinacja liniowa elemen-
téWbl,...,bn. A

M]l L?f\’§> C/ZA\‘ \ /S‘S
pyen (& i em cnslioN <Tpyzw
Definicja 6.2.25. Liczbg elementéw bazy przestrzeni wektorowej V' = (V, +, K, -) nazywamy
wymiarem przestrzent wektorowej V i oznaczamyidim K V'lub krotko ldim V, Moéwimy wowcezas, @

ze przestrzenn V' jest n-wymiarowa. Jesdli zaden skonczony uklad wektoréw nie tworzy bazy
przestrzeni V, to przyjmujemy dim V' = co. Ponadto przyjmujemy dim{0} = 0.

Whniosek 6.2.26. i) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad m wektorow, gdzie
2.26. i) Wpi j n-wy J kazdy m wektoréw, gdzie p g (At
m > n jest liniowo zalezny.

Yo
§) ii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazdy uktad n wektoréw liniowo niezaleznych sta- N\{y&“m
RN | nowi baze tej przestrzeni. Sor Ll
§ iii) W przestrzeni liniowej n-wymiarowej kazde n wektorow generujacych te przestrzen sta- \ W’j
\§‘ nowi jej baze. - 2 AP
C o
WA ur

Przyktad 6.2.10 - raz jeszcze

Wiemy, ze wektory u = (1,1, —1), v = (2,1,0), w = (5,2,2) generuja przestrzeri R3. Ponadto ﬂ\”“\"'\c\t
dim R? = 3, zatem uktad {u,v,w} jest baza R3. &AW
Whiosek 6.2.27. Wektory v; = (v11, 019, ..., V1p), V2 = (Va1, V22, - -, V2n)s « s Un = (Un1, Un2, - -+, Unn)

tworza baze przestrzeni R", wtedy i tylko wtedy gdy det|v;;] # 0. —

Dowdd. Teze otrzymujemy na mocy twierdzen 6.2.8 oraz 6.2.26 iii). O v LQ -
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Whiosek 6.2.28. i) Na plaszczyznie R? dwa dowolne wektory niewspolliniowe tworza jej
baze. -

ii) W przestrzeni R? trzy dowolne wektory niewspolplaszczyznowe tworza jej baze.

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = {b,...,b,} jej baza. —

Definicja 6.2.29. Uporzadkowany ciag wektoréw bazowych (bl, e ,bn) nazywamy reperem
bazowym lub bazq uporzqadkowang.

WoLEINOGC wATnA
Czesto moéwimy po prostu o bazie, zaznaczajac w zapisie uporzqd owanie wektoréw bazo-
wych, np. poprzez ich ponumerowanie. \R- A
L
Bazy standardowe (kanoniczne) wybranych przestrzeni liniowych ; ' )
-1 )
E
By = (61,...,en>, gdzie e1 = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0), .. en=(0,...,0,1) =) T35 2
2) (R[z}, +,R,") ]QLX> welo YAy @’W‘“n"@\ > o u;fo\"? 2z IR

B= (1,1:,352@37...), dimR[z] = 00, p(z k a0@+a1 L)—le L)~|— —I—aS/

3) (Rn{x]’ +, R, ')7 [x] = {f € R hegf < n} (POL\j V‘O/‘VY\\"OV{/
™ god WVLM RTX)

B= (1,1‘,1’2,...,:13”), dimR[z] =n+1 N)?ob nomm\&
m———— z LUVODA, ¢
dla dowolnego p € R, [z] mamy p(z) =ag-1+ a1 -z +ay- 2>+ ...+ a, - z" S
o w/
4) (Man(R)7+’R7 ) ~

B = <E11, Elg, ey E1n> EQl, ey Emn); gdzie Ekl = [ kl] zas ekl { 1 (Z’j>
dim My, (K) =m-n &)QL
Przykla(‘i—fEi.Z.SO. Baza My(R) jest uktad (Ei1, Era, Eo1, Eas), gdzie

1/0 1 0 0
Ey = 0 0}7E12{@,E21/@0}7E_22_{O®

Dla dowolnej macierzy A = [ CCL 2 _mamy . A= aE11 + bE19 + cEoy + dE22

%) b %5 )y (138 ) ALoR

Twierdzenie 6.2.31. Niech VV begdz1\e\p¥zestrzem@ hn1owq, zas W jej podprzestrzem@ Wowezas
) W#V = dimW < dimV, \/

i) dim W =dimV < oo = W =V. WCZL\/
—
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Przyklad 6.2.32. Podprzestrzenie liniowe przestrzeni R R? oraz R3. r D
i R=N olion RE= 2 [ 17275
podprzestrzenie R podprzestrzenie R? podprzestrzenie R?
wymiaru 0 {(0,0,0)}

wymiaru 1 | proste przechodzace proste przechodzace
— ] \———\ 0,0) przez (0,0,0)

plaszczyzny przechodzace
przez (0,0,0)

wymiaru 3 Q

Niech V' bedzie przestrzenig liniowa, za$ B = (by. ..., b,) jej baza uporzadkowana. Woéwczas dla
kazdego v € V istnieja skalary oy, ... a, € K takie, ze v = by + ... + ayb,. Mozna uzasadnic,
ze przy ustalonym reperze bazowym skalary ag, ..., sa wyznaczone jednoznacznie. ‘

wymiaru 2
—

Definicja 6.2.33. Skalary oy, ...«q, € K takie, ze v = a1b; + . . . + b, nazywamy wépo’irzgd—

nymi wektora v w bazie B. Piszemy wowczas v = [ay, . . . ay)p.
—_—

NOTACJA: Dla v € R" bedziemy pisa¢ v = (v, vy, ..., vy,) zamiast u = [v1, Vg, ..., Vp]sp.
—

IRSVANEAN V)(B( - —,\ N -

Do
Rrzyklad 6.2.34. R2 = (R% + R, ") X“&K‘”’jo\éoy & xanom (NS
p&r far >
B? 1,0),e3 = (0,1) to baza kanoniczna.

<
dzie e; = ( |
y,w b = (e1,€2)), 8 1= o 5 (4 :
1 C = (c1,¢2)), gdzie ¢; = (2,0),c2 = (1,1) to inna baza R*. CA CZ. \ AA fo

R
w=[2,-1e =20~ =2-(2.0) _(1,1) = (3, 1) =< (z\o),¥ p( A ,A)

yA

Przyklad 6.2.35. R? = (R%, - R,")
B? = (e1,e9)), gdzie e; = (1,0), e = (0,1) to baza kanoniczna.
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C = (c1,¢2)), gdzie ¢; = (1,1),¢c2 = (0,—1) to inna baza R2.
——— —_—

‘u=(1,-1) oraz u = [a, B¢, @ =7, =7
=)= ac + s = a1, 1) + A0, ~1) = (a,0 — )
Stad a =1, f = 2 oraz u = [1, 2]c.
-
N\ CAYd (2

yh L /
€2+
N 1] “ ARG
AR o
d-- U= L/\ \—/\> ZCI/

A
A N\
M\\\\& Cr € Co
tad 6.2.36. .I&i: (R3, +,R,-), B : baza kanoniczna,
B’ = (b, 05, b5) lnna baza, gdzie b} = (4,2,1),0, = (-5,2,3),b5 = (1,3,0)

bare Wooradgre, -
Skalary 4, 2.1 to wspolrzedne b] w bazie kanoniczne;j.

Piszemy b} = (4,2,1) zamiast by = [4,2, 1]ps. )
Ponadto b = [1,0,0]g.= /| ! )

W % Niech v = (=3, 15, 7)€ R3. Wyznaczymy wspolrzedne wektora v w bazie B'. 2 7 _ 7
Niech v = [a, B, 7]s, tzn. v = ab) + by + b5, Otrzymujemy o< =7 =%y |
(=3 1272; a(4,2,1) + B(=5,2,3) + v(1,3,0) = (4o — 55 + v,2a + 23 + 3y, + 353). Aby

wyznaczy¢ wspolrzedne «, 3,7, nalezy rozwiaza¢ uktad rownan NAT—

4 517Ta -3 é\_,/

o 23 |lpl=1|15]

1 3 0] |~ 7

. A4 -5 1] -3 1 3 0 7 1 3 0 7 1 3 0 7
W 2 2 3|15 | B2 g 2 315 | 22 10 —4 3 1| =210 16 —12| —4

1 30| 7 4 =5 1]=3 | ™™™ o —17 1|-31 0 —17 1|-31
1 3 0 7 1 3 o 7 13 0 7 L

0 16 —12| —4 | —/, 10 1 1135 | @™ g1 11 | 35 | =2
|0 -1 —11]|=35] 7™ |0 16 —12|—4 0 0 —188|—564
13 0] 7 13 0|7 10 0|1 _ )

001 11035 | 222w, | g q of2 | @20 1 0l2 | = v=[L23s , ., 7
00 1|3 00 1|3 00 1|3 — ? -3
Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B = (b},...,V),) jej dwiema

"m “nooua !
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bazami. Wowczas istnieja skalary «;; € K, 4,5 € {1,2,...,n} takie, ze /Xx o \w -
N EATEAY m‘w b,
1251—%2 + “tabn AV

b;l = alnbl + agnbg T annbn

Definicja 6.2.37. Macierz P € M, (K) postaci

@) Q12 ... Qqp
nov
p— _ 22 ... Qogp H@W(O w02 T 0\
= lowl = SYRAN
e ... &oaﬁl\ﬁ LJ

nt1 ) Op2 ... Opp bahb
nazywamy macierzq przej$cia od bazy B do bazy B'. Oznaczamy ja symbolem Pg_.z.
“u———

Macierz przejscia Pg_.p zawsze jest nieosobliwa. Wynika to z faktu, ze wektory bazy B’ sa

liniowo niezalezne. l ? 4@

Zmiana wspolrzednych wektora przy zmianie bazy

Niech V' bedzie przestrzenia liniowa, zas B = (by,...,b,) oraz B = (b},...,V),) jej dwiema
bazami. Niech P = Pg_p5.

Twierdzenie 6.2.38. Niech v € V, v = [z1,...,2,]p = [2],...,2),|p. Wowczas| X = PX’,

T x) —_—
il 53] % | 140 5
Zmiana bazy
B%=(e1,e2) » B=(b1,b2)
=T
yA y A

.V: (VX!VY) V= [a, B] B

e
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Przyklad 6.2.36 - ciag dalszy

R3 = (R3, +,R, ), B = B} - baza kanoniczna,

B’ = (b}, 0,,b5) inna baza, gdzie b} = (4,2,1),0, = (—5,2,3),b5 = (1,3,0)
e

Wyznaczymy wspolrz@dne wektora v = (—3,15,7) w bazie B'.

1
P PB3—>B’ X’ 1X _?
o E

9’0"(0\ —Wm’np& C\J\[ n<e N\\)/

- 9 -3
) Wyznaczamy mac1erz P~ = 1 10 i obliczamy
—4 17__—18
9 -3 17 -3 1 '
X'=Ll]-3 1 10 15 2| ) o sammo O ) Uonen
—4 17 -18 7 3
J
Przyktad 6.2.39. Rozwazmy przestrzen Ry[z] oraz jej dwie bazy >ov¥

B=(1+xz+2*1+2%),B =(1,1+z,1+x+ z?). Wyznaczmy macierz Ps_p.

1= [on,Bi,mls = ar(1+z) + fu(z + %) + (1 +2%) = (a1 +7) + (1 + Br)z + (Br + 7))z

o+ = 1
Stad § ai+ 81 =0 iostatecznie oy =3, /i = —3, 11 = 3.
pr+mn=0

Latwo zauwazy¢, ze 1 + = = [ag, 2, 72]s = [1,0,0]5.
Analogicznie obliczenia przeprowadzamy dla 1+ x + 22 = [as, 83, 735

1 1

. . i, 1
i otrzymujemy Pgp = | —5 0 35
1 g 1

2 2

Twierdzenie 6.2.40. Niech V' bedzie przestrzenia li-

niowa skornczenie wymiarows, zas B, B, B” jej bazami. B
Wowcezas Pgn_.g
-1 :ﬂw f@«»‘"/}
1) Pg_p = <PB~>B'> ) il
b Ps_.p5

ii) Psp - Pyr—pr = Pp_pr. g 5B
Uwaga 6.2.41. W przypadku przestrzeni R", gdy baza N%N%%%
poczatkowa to baza kanoniczna B}, tatwo wypisa¢ ma- P Br—B o

cierze przejscia do nowych baz Ppp_poraz Pep_.p. Wy-
pisanie macierzy Pp_p wymaga rachunkow. Na mocy
twierdzenia 6.2.40 otrzymujemy Pgprp = Pprp -
PBHB’; Sk@d PBHB’ = PB?Z}*)B : PBZHB’-
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