Przyklad 6.2.36 - ciag dalszy

R3 = (R3, +,R, ), B = B} - baza kanoniczna,

B’ = (b}, 0,,b5) inna baza, gdzie b} = (4,2,1),0, = (—5,2,3),b5 = (1,3,0)
N - — .

Wyznaczymy wspotrzedne wektora v = (—3,15,7) w bazie B’

5 1
P= P63_>B, = O {_2/ U X' = IX!—‘?
coop VA 3/ 0
¢ _3

——Wm' npce 9 C\J NGRS N \\//

il

Wyznaczamy mac1erz Pl = 1 10 i obliczamy
—4 17 _—18

9 -3 17 -3 1 '

X'=1|-3 1 10| 15 2| | Lo o oo WU
—4 17 —18 7 3
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Przykltad 6.2.39. Rozwazmy przestrzen Ry[z] oraz jej dwie bazy >1o¥
B =1+ x) fzz—l—x 1+a:) B = (1, 1—|—x 1+a:—|—x) Wyznaczmy macierz Pg_.p. A,Afzo,x 40.[’
- \&;f 04 bo) A

\o ‘o
(,)‘ 1 = [ay, 1,71]8—041(1-1—@-1-51 x 1’2)+’h(1+$ ) = (CY1+’}’1) (041+51 514—%@ /l
- afn=T ©n s °3

Stad 1+ 05 _:El tateczni =1 B8=-1y= { \&T_}
& %IJWi:O ostatec e{oz‘ 2 5N =3 L\g& f(f QSZ-B

—~

Latwo zauwazy¢, 7€ 1 + x = o, B2, 72]5 = [1,0, 0]5.
Analogicznie obliczenia przeprowadzamy dla 1 + x + 2% = [ag, 83, 73]

i otrzymujemy Pp_.p =

e

1
2
1
2
1
2

ot
Twierdzenie 6.2.40. Niech V' bedzie przestrzenia li-

niowa skornczenie wymiarows, zas B, B, B” jej bazami.

B
Woéwcezas Pin_.5
1 /’.\_\ ) V
i) Pg_p= <PB—>B'> : ) ? b0 @
@i) Pk%UNO]gC‘ ! B 3=b ?%‘»B" %j % B—B'

s+ Papr = Pp_pr.
)

B )

e

Uwaga 6.2.41. W przypadku przestrzeni R", gdy baza CM { e,
poczatkowa to baza kanoniczna B}, tatwo wypisa¢ ma- Bk —B B ACHUW)
cierze przejscia do nowych baz Pgp.p oraz Pgp . Wy- 8,

pisanie macierzy Pp_ . wymaga rachunkéw. Na mocy
twierdzenia 6.2.40 otrzymujemy Pprp = Pprop -
Ps_p, skad Ps—r = Py~ Prp—r-
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Elzbieta Adamus Algebra
Wydzial Matematyki Stosowanej Wyktad nr 7
Akademia Goérniczo-Hutnicza w Krakowie Data: .cccoovvvviiiiinnnn,

TEMAT: Przeksztatcenia liniowe

7.1 Definicja przeksztalcenia liniowego i podstawowe wlasno$ci

Niech V = (V,+,K,-) oraz W = (W, ®, K, ®) beda przestrzeniami wektorowymi nad tym
samym ciatem K. -

Definicja 7.1.1. Odwzorowanie ¢ : V' — W speliajace warunki \[ ’ﬁi?c—f,:'-) L\/

i) wlasnosgé addytywnosci Vu,v € V. p(u+v) = ¢(u) & p(v) ™t Slockele

N nono e TY
ii) wlasnos¢ jednorodnosci Vo € V. Vae K p(a-v) =a® ¢(v),

nazywamy odwzorowaniem liniowym lub przeksztatceniem lintowym lub homomorfizmem prze-
strzeni liniowych.

Twierdzenie 7.1.2. Niech ¢ : V — W. Wéwczas nastepujace warunki sa rownowazne.

i) ¢ jest liniowe L\lod’wj‘\ 0d Lommy- Linr Ouop /0)# %;m»ov
i) Vu,o eV Va,f e K go(owu—i—ﬁw)zﬁz@(p(u)@B@cp(v) =

7 Ud’ /6’0)‘(,‘ ’

i) Yuy,...,v, €V Vag,...,ap, € K
olag v+ ...+ a, - v) =010 p() B ... 0 a, ®p(vy,)

Zbior wszystkich odwzorowan liniowych odwzorowujacych V- w W oznaczamy Lg(V,W) lub
\HﬂK(@ (lub krotko £(V, W) lub Hom(V, W), gdy wiemy, z jakim cialem mamy do czy-
nienia).

Uwaga 7.1.3. Czesto notujemy V = (V, +, K, ) oraz W = (W, £+, K, ), to znaczy uzywamy

tych samych symboli dla dziatan w przestrzeniach V' i W, mimo ze sa to rézne dziatania.

Przyktlad 7.1.4. Czy ¢ jest liniowe?
e S o peop ’rﬁcct‘vd?q“‘

1)p:R— R,Yi o(x) = ax} gdzie a € R ustalone rF<1 (o ©)

Odwzorowanie jest liniowe, bowiem dla dowolnych o € R, 1,22 € R mamy
o(ar) = a(ax) = a(ar) = ap(x) oraz
o(x1 + x2) = a(xy + x2) = axy + axg = p(x1) + @(22).

190dwzorowanie to wektorowi przypisuje wektor.
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N € omove \ov\(} 200U AV

2) p:R— R,;ifea, b € R ustalone

Jesli b # 0, to odwzorowanie nie jest liniowe, bowiem
p(1+1)=p(2) =2a+b# (1) +p(1) = (a+b) + (a+b) =2a+2b. €O Nt £O spmns
S N

co
3) ¢ : R? — R?, symetria wzgledem osi Ox 0 N2 - oL e /

Poniewaz ¢(7,y) = (z, —y), zatem dla dowolnych o € R, (,y), (z1,y1), (2,%2) € R?
gp(a@ @x agijax —ay) :@z —y) = agp(w,y) oraz
90((3317 1 172,?J2 = p(ry + o,y F o) = (21 + 22, —(y1 + 42)) = (21 + 22, —y1 — 12) =
(1, —y1) + (22, —y2) = ©(z1,91) + @(T2, Y2)- ™)
Odwzorowanie jest liniowe.
4) ¢ R%, p(r,y,2) = (r —y+ 2,2y + 2+ 1)

v = '*

"\/\/‘f\_\_—__'

Odwzorowanie| nie \jest liniowe. 4 (x -9
L =p(a(z,y,2)) = plaz,ay, az) = (ax — ay + az, 20y + az + 1)
P =ap(r,y,2) =a(r — 2+ z, 2y—|—z—|—1) (ax — ay + az, 20y + az + «)

Na ogét L # P. Mozemy po ntrrz ktad , (A-9+0 ,2-9.041 ) = (A A )
2% - o(1,0,0) =5 - (1,1) :

< ‘L’“"Wldﬁ “

:FUMQ,O('% | Py N

>

.,:
L 0+0,2:0¢041) = (5 A
YN (5 \ ) =15,
Uwaga 7.1.5. i) Odwzorowanie ¢ : R? — R? jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
a,b,c,d € R takie, ze p(z,y) = (ax + by, cx + dy).
(N

ii) Odwzorowanie ¢ : R? — R3 jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja a, b, ¢, d, e, f, g, h,j €
R takie, ze p(z,y,2) = (ax + by + cz,dx + ey + fz,9gv + hy + jz).
plz,y,2) = ( y y+ fz, 92+ hy + jz)

—

/
X Przyklad 7 1.6. Czy odwzorowanie ¢ : Ro[z] — R;[z], dane wzorem (QL&):{Aw“B\LH \G‘\k ‘cﬁﬁl)

) - x@ + 4@/ dla dowolnego p € Ry[z], jest liniowe?
RAL 3

"« <0 Ry = {dese | deery
Sprawdzimy, ze ¢ jest hmowe Wynlka to z liniowosci rézniczkowania. A
Dla dowolnych p, ¢ € Ry[x] mamy Qoo dan od  ¢uomy [t SUma pochalagun

At ))) <3—x><"<x>+4@'<x>:<3—x>( P'(@) + () + 4 (¥ (@) + ¢ ()
(F=00 ) + 40/ (2) (3 )" (@) +40(2)) = o) (@) 9(a) x),

dla dowolnego = € R. Zatem |g0(p +q) = p(p) + <p(q).’
Dla dowolnych p € Ry[z], @ € R mamy

plap)(w) = (3—1)(ap)"(@)+4(ap) () = (—z)ap’(x)+hap/(v) = -(<3—x>p"<x>+4p'<x>)=

a-@(p)(x). dla dowolnego r € R. Zatem 90(0619) = ap(p). ’ L‘)

Twierdzenie 7.1.7. Jesli odwzorowanie ¢ : V' — W jest liniowe, to woéwczas Lm — Le (?>
i)| ¢(0v) = O, o [74)

84 KQ/-Y) ()

Niech V.= (V,+,K,-) oraz W = (W, ®, K, ®).




V™ xeV \e(sc)eu

i) Yo € Vp(—v) = —p(v).
Dowdd. 1) Poniewaz| Oy |+ cp( ) go(:r:) o(x + OV) ©(0y ), zatem cp v) = OW
ii) Na mocy 1) dla owolnego v mamy Oy = ¢ OV =v) = p(v) + go( v). Stad
p(—v) = —p(v). O o
N T
Wnhniosek 7.1.8. Niech ¢ : V. — W. Jesli ¢(0y) # Ow, to ¢ nie jest liniowe. £ P2 C:] A
- <> S
Dowdd. Teza wynika z twierdzenia 7.1.7 1) na mocy prawa kontrapozycji. O Q g i >< (H‘T/ "‘Y)

Przyktad 7.1.9. Odwzorowanie f : R — R, f(x) = 2z + 5 nie jest liniowe, bowiem f(0) =
54 0. _— _

Definicja 7.1.10. Odwzorowanie liniowe ¢ : V — W nazywamy:
i) monomorfizmem, jesli o jest injekcya, OVhour oS ¢ OU(/

ii) epimorfizmem, jesli ¢ jest surjekcja,

Wty A/
endomorﬁzmem jeslilV.=W, /= V

iv

1)
i)
iii) zzomorﬁzmem jesli ¢ jest bijekcja, (1,\ &C\A&‘ﬂ ¥ S\.,uic ha« >
)
)

v) automorfizmem, jesli V.= W i ¢ jest bijekcja (
RN ‘fr"\ W emd oo )
vi) formg lmzowq, jesi W = K. "\ 9 %

no- 4R =1 Ui V=0 ) vy (L HE)

Twierdzenie 7.1.11. Niech V' oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad tym samym
cialem K. Niech (by,...,b,) bedzie ‘baza przestrzeni V_ oraz niech wi,...,w, € W bedzie
dowolnym ukladem wektorow. Wowczas istnieje doktadnie jedno omowe Y €

L(V,W) takie, ze p(b;) = w;, dlai € {1,2,...,n}.
—e———
Cﬁ Uwaga 7.1.12. Z powyzszego twierdzenia wynika, ze aby w pelni okresli¢ odwzorowanie liniowe

na przestrzeni liniowej V' wystarczy okresli¢ obrazy wektoréw bazowych przestrzeni V.

Przyklad 7.1.13. Podaj wzoér odwzorowania liniowego ¢, jesli \Ii‘-ﬂz LXA \’3) = (/f\ X, %2)

¢ Ry[z] — Ry[a], gp(ﬁd— x) = 6z + 10, go(x(o—'l) =4, p(2x)=28.

— N 1 b) v
W przestrzeni wektorowej Ry[x] baza standardowa jest B = (1, z,z%). Mamy ) g)) ( %&{C 'G)c:'?ol | )
p(2? + ) = p(z%) + p(z) = 62+ 10 W,\):z (9(%)17_ &p(*’)"' ) o
plo—1) = plr) —p(1) =4 : dﬂm\h‘?)’s

¢(2r) = 2p(x) =8
Staddgp(:c):4,/‘wﬁ’)/—cp() 410 o(2%) = 6x + 10 — p(x) = 6x + 6. %\‘ (’4 3 o

- *)=l, V\) Q_ ¥ (\07)— bx+6 pn.m(w\lcl\,\c b
Dowolny p € Ry[z] Jest postaci p(r) =’az® + bz + ¢, dla pewnych a,b,c € R. Zatem(p(az? + sq et A
bz + ¢) = ap(x?®) + bo(z) + cp(l) = a- (6x +6) + b 4-+c Q__§a90+6a+4b.J L_———

. N O 1NN
o &P(;D ?61%}—‘3 . ’{J‘“XZ byt C A fﬂa/f g 3

(5) () = (ﬂx thxiC )
@ ?> ( ) \-e B @q \021)3(%&( ()4)3—'(&( ) (bﬁflﬂ'
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7.2 Jadro, obraz i rzad odwzorowania liniowego QM\\’ON(/

Niech V' oraz W beda przestrzeniami liniowymi nad ciatem K. Niech p € L(V, W).

Definicja 7.2.1. i) Zbior {v € V : ¢(v) = Oy} C V nazywamy jadrem odwzorowania
liniowego ¢ i oznaczamy Kerep.

——TEE——
e \LEK’WL‘ ('\mccllmbm’l, wﬁv")
ii) Zbior {w € W : Jv € Vo) = w} = {p) : v € V} C W nazywamy obrazem

odwzorowania liniowego ¢ Tozniaczamy Imey Tub ¢(V). 2hoioe A/Tom .
= -
Uwaga 7.2.2. Dla dowolnego odwzorowania liniowego ¢ : V' — W zbiory Kery oraz Imyp sa ~J

niepuste. V2

Dowdd. Poniewaz|o(0y) = Oy | zatem 0y € Kerp oraz Oy € Imgp. [

Twierdzenie 7.2.3. Dla dowblnego w € L(V,W) zbior Kery jest podprzestrzenia liniowa
przestrzeni V', zas zbior Imey jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni W~ o~ J o

Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.
Twierdzenie 7.2.4. Dla dowolnego ¢ € L(V, W)
i) ¢ jest injekcja < Kerp = {0y},
—

ii) @ jest surjekcja < Imp = W. (,J“f M \[ /T\( Q BRH Z (/(

Definicja 7.2.5. Jeéli\dim Imyp < Q, to liczbe te nazywamy rzedem odwzorowania liniowego
¢ : V — W i oznaczamy r(p) lub rank(y).
_—

Twierdzenie 7.2.6. (Twierdzenie o rzedzie, Rank-nullity theorem) Niech V oraz W beda
przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wymiarowymi nad cialem K. Niech ¢ € L(V, ).
Wowcezas

Qi Jm g Y ) += dim V. \J{ \/ — ~J
Whiosek 7.2.7. Dla dowolnego ¢ € L(V, W) mamy dim Imp < dim V.
Przyktad 7.2.8. /A,(Au U{ AV il W \Wc Wnioe ) uﬁrmm/ alo/alu mMmAC

4 3 / ‘ ‘ ?wa%mm
e :R* =R o(x,y,zt) = ZH 2tfx. y@(;
VoW =l Mg G e
Wyznacz jadro oraz obraz ¢, ich bazy i wymiary. Podaj wtasnosci .

— b — "P(L \,a 3(,10%
‘ - r+y+2+2t=0
p(x,y,2,t) = (0,0,0) & § z—y+2+6t=0
r+y—z—4t=0

1 1 1 2]0 1 1
1 —1 1 6|0 2% 10 -2
1 1 —1 —4l0 | ™ 0 0



Kerp = {(t,2t, =3t,t), t € R} =1in{(1,2,-3,1)}
Uktad {(1,2,—-3,1)} jest bazg Kery oraz dim Kerp = 1t |

Zatem ¢ nie jest omorfizmem. Pemadto :
| () = dimR* — dim Kerp =4 — 1 dizatem ¢ jest epimorfizmem._

¢ - )
@/7((/14’\)“\9(/\ /IA\/Z(/‘/’ A/%J((z L C{L( #%buwc\]

y\{e\r\e\w\
110 —1]0 100 =110 i

oNOnURFIZ
010 =20 2221010 =210 N " a
001 3|0 00 1

SUEJE UC) &

(4
\:e(f‘ovo . Mozna to rowniez sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem.
A e p@auzt) = o(1,1,1) +y(1,—1,1) + 2(1,1,—1) + (2,6, -4
%7 T = lin{(1, 1, 1), (1, <1 —1), (Qi\6 —4)}
Q N O\eaorameg
> 1 -1 1| -~ B - B
Qo 1 1 -1 " =3 = Imp =lin{(1,1,1),(0,-2,0), (0,0, =2)}
2 6 —4

Uktad {(1,1,1),(0,—2,0),(0,0,—2)} jest baza przegtrzeni Imep. B ) -
L CR3 i =3=di :>lIm30:]R3.j . , (Y<4(»\>‘ d\m\JW\fva

Imp C R)/\ dimImy = 3 = dim R3

sw\cb\c,o\

Twierdzenie 7.2.9. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi skonczenie wymiaro-

wymi nad cialem K. Niech ¢ € L(V,W) bedzie injekcja, zas wektory vy,...,v, € V_tworza
uklad liniowo niezalezny. Wowczas wektory ¢(v1), . .., ¢(v,) € W réowniez tworza uktad liniowo
o ——————————— ~—

niezalezny.
[ S

Whiosek 7.2.10. Niech V oraz W beda przestrzeniami wektorowymi skoriczenie wymiarowymi
nad cialem K takimi, ze dim V' = dim W = n. Niech ¢ € L(V. W) bedzie injekcja, zas wektory
v1,...,0, € V tworza baze przestrzeni V. Wowczas wektory ¢(vy), ..., o(v,) € W tworzg baze
przestrzeni W.

——

okreslonymi wzorami (f + g)(z) :‘w), (Sz,f-) (z) = a- f(x),

jest przestrzenia liniowa nad ciatem K.

Niech U,V, W beda przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K.

7.3 Dzialania na odwzorowaniach liniowych ‘
(0((\/\"\0 )Jr\ K")

Twierdzenie 7.3.1. Zbior L(V, W) wraz z dzialaniami \
N2

LV, X LW — LV, W), -2 K x LV, W) — L(V, W)

SM(W\/\/

(V WC«QAK(\V()\Je | LR =0 K ﬁ- 'QW\\'O ~C
Niech f € L(V,W) bedzie bijeckja. *° Odwzorowanie

O©dvt, MONUUVL/
‘m% Odhiz. n'nr O~y o

odwrotnym do f nazywamy odwzoro-

wanie liniowe g € L(W, V) takie; ze ¢
YVoeV YweW fv)=w & g(w) =v. V4 N
Jesli takie odwzorowanie istnieje, to jest jedyne. Oznaczamy je symbolem f~!. ~

20W szczegolnosei wynika stad, ze dim V' = dim W.
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Ea ? Coven s
, Uwozen i C
‘ > RS

U w 29N . lin,
Twierdzenie 7.3.2. i) Jesli f € L(U,V) oraz g € E(V, W), to wowczas go f € L(U,W). \&){'

) Jesli f € L %W ) jest bljekCJQ, to [t e LW, U). odve.

' : QA'\I\'\(OL\/ .
I/(UM) \zom—\otfnm‘ ﬁ’\zofmo(f { Zam _9‘{{_,4 o
Oznaczmy przez Autg (V) = {f € Lx(V,V) : f —bijekcja} zbior wszystkich automorﬁzmow f e o,
przestrzeni liniowej V.

Whniosek 7.3.3. Zbior Auty (V') wraz z dzialaniem skladania odwzorowan jest grupa nieprze-
\

mienna.

Dowdd. Wewnetrznosé dziatania sktadania wynika na mocy twierdzenia 7.3.2 i). Sktadania od-
wzorowan jest taczne. Elementem neutralnym jest odwzorowanie identycznosciowe idy . Ele-
mentem symetrycznym do f € Autg(V) jest f~!, bowiem na mocy twierdzenia 7.3.2 ii)
fteAutg(V). O

Grupa(AutK(V),bywa tez oznaczana symbolem‘ GL(V)]i nazywana petng lub ogdlng grupg
lintowq przestrzeni liniowej V.

Przyklad 7.3.4. Odwzorowanie ¢ : R — R3, dane wzorem
(21,29, 3) = (11 + To + T3, T2 + T3, 71 + T2) jest automorfizmem przestrzeni R3.

7.4 Reprezentacja macierzowa odwzorowania liniowego

Niech V_oraz I/ beda przestrzeniami liniowymi skoniczenie wymiarowymi nad ciatem K. Niech
B :.ﬁl, - ,bn) oraz By = (cl, e ,cm) beda ustalonymi bazami przestrzeni V i W odpo-

iednio. R % d ie lini vV —-W.

wilednio. Rozwazmy odwzorowanie liniowe ¢ — Q, &9 " &V =9 \{ Uon),«\ ((( L«.) € N

Definicja 7.4.1. Macierzq (lub reprezentacjg macierzowq) odwzorowania liniowego ¢ w bazach /K

By By nazywamy macierz A € M,,«,(K), ktorej kolejne kolumny to wspohrzedne wektorow

@(b1),...,p(b,) w bazie By. Oznaczamy ja symbolem M, (By, By ). o Ser
b -

Przyklad 7.4.2. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego ¢ : R* — R?  o(z,y,2) = QWnioua

(3x,2y + 2), gdy rozwazamy 2 v _—

e
=R — W= 1" Camy (o

a) w R? i R? bazy kanoniczne

Qe /‘:'\S
100

Ao\ @ odrm =
0,1,0 =(0.2), £(0,0,1) = (0,1), M (B}, B}) =

800
K\en) ?é’g %o,Mm) A7 @@1]02 X _7)
\Q\ct\ 0 2 1 {y B ZM \(;(my\z):@y l?yvz)

Ul\Co) b) bazy B = (b = 7270,2 (1,1,1),b5 = (0,0,1)), C = (c1 = (1,2), 2 = (0,1)) Ao > MO

By 2200 4
QO(bl = 90(17 270) 7 @ [ahﬁl C
o.)/\ \-2.'2*‘0

)b
Je o)
-

90<b2) 90(17 ) 1) = (37 3) = [O‘Z’ /82]C &37 3) = aiecy + /BZC2J (a’27 209 ‘|’ ﬁZ) T

— U | —

I —




= o = 318 = =3, (k) = [3,=3
SO(bS) = 90(07 0, 1) = (07 1) = [0‘37 53]67 (07 1) = agcy + Bacy = (0637 203 + 53)
= a3 =0,03 =1, p(bs) =[0,1]¢

o= 5 )]

Obserwacja: Posta¢ macierzy reprezentujacej dane odwzorowanie liniowe zalezy od wyboru

baz. —

Uwaga 7.4.3. Odwzorowanie ¢ : R* — R™ jest liniowe wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
macierz A € M,,«,(R) taka, ze -

V(z1,. . 20) ERY oo, ... x0) =

i

/\OLO\/WV\) U nony

Wowczas A = M, (B, B}).

;—’—ﬁi Og/‘;rﬂ_

Uwaga 7.4.4. Rozwazmy dwie przestrzenie liniowe V' oraz W nad R takie, ze dim V' = n oraz
dim W = m. Niech B bedzie baza przestrzeni V', zas, @azad przestrzeni W.

-

UAne

mo\c\‘tqoua

odwzorowanie liniowe
®
\// V > W

BN V. > w=0(V)
@ v NaZde Wb 7

A= My (B, By')

> ]Rm
[V1,V2,...,.Vn]le F—— [W1,W2,...,Wm]c

S707

Przyklad 7.4.5. Wyznacz macierz odwzorowania liniowego f : Ci[z] — My(C), f(az +

B) = aA + By, gdzie A = 2;1 4£

(Cq]z],+,C, ) oraz (My(C),+,C, ).

; } , wzgledem baz standardowych danych przestrzeni

Wezmy dowolny p € C;[z]. Jest on postaci p(z) = az + f.
Rozwazamy baze B = (1,2) przestrzeni C;[z] oraz baze C = (Ell,Elz,Egl,EQZ) przestrzeni
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