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Zatézmy, ze mamy zbiér elementéw, z ktérych kazdy jest inny od
pozostatych.

Na ile sposobdéw mozemy go utozy¢ w linii?

Zobaczmy to na przyktadzie zbioru

{A,B,C,D, E}
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Na pierwszej pozycji mozemy umiesci¢ dowolna z pieciu liter.
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| tak dalej...



Dlatego zbiér {A, B, C, D, E} mozemy utozy¢ na 5! sposobdw.
Ogodlniej rzecz biorac: zbiér n réznych elementéw mozemy utozyé
na n! sposobdw.

Liczba permutacji

n!




Permutacje z powtérzeniami

Jest troche inaczej, gdy elementy sie powtarzaja. Zobaczmy to na
przyktadzie elementéw
M 1,55



Permutation with repetition

Jedli pokolorujemy obie litery S
M, 1,5, S

Czyniac je rozréznialnymi.



Permutacje z powtérzeniami

MISS IMSS ISMS ISSM
MISS IMSS ISMS ISSM
MSIS SMIS SIMS SISM
MSIS SMIS SIMS SISM
MSSI SMSI SSMI SSIM
MSSI SMSI SSMI SSIM

Mamy 4! (to jest 24) rézne ustawienia.



Permutacje z powtérzeniami

MISS IMSS ISMS ISSM
MISS IMSS ISMS ISSM
MSIS SMIS SIMS SISM
MSIS SMIS SIMS SISM
MSSI SMSI SSMI SSIM
MSSI SMSI SSMI SSIM

Jedli jednak wytaczymy kolory, zobaczymy, ze niektére z nich sa
takie same.



Permutacje z powtérzeniami

MISS IMSS ISMS ISSM

MISS IMSS ISMS ISSM

MSIS SMIS SIMS SISM

MSIS SMIS SIMS SISM

MSSI SMSI SSMI SSIM

MSSI SMSI SSMI SSIM
Ta sama sekwencja jest powtarzana dwa razy, poniewaz istniejg 2!
sposoby, w jakie moglibySmy zamieni¢ dwie litery S.

41
Istnieja wiec o uktady.



Permutacje z powtérzeniami

Co jedli litery
M, 1,555 7
5!
Odpowiedz to 3 uktady.

Dzieje sie tak, poniewaz istnieja 3! sposoby, w jakie mozemy
przestawi¢ litery S, aby uzyskac to samo stowo.



Permutacje z powtérzeniami

Co jesli litery
M;1,5,5 1,5 7

6!
TR uktady.
Dzieje sie tak, poniewaz istnieja 3! sposoby, w jakie mozemy
przestawi¢ litery S i 2! sposoby, w jakie mozemy przestawic litery |,
otrzymujac to samo stowo.

Odpowiedz to



Permutacje z powtérzeniami

A zatem ogdlna odpowied? to:

Liczba permutacji z powtorzeniami

n!
n!-ml-.

Gdzie r1, o, ... rs s3 liczbami powtérzen.



Permutacje cykliczne

Sprébujmy utozyé litery A, B, C, D, E, F na okregu. Zatézmy, ze
wszystkie miejsca na okregu s3 identyczne i zadne nie jest w zaden
sposéb wyréznione. Dobrym przyktadem jest okragty stét lub
karuzela. Obroty s3 dozwolone na ptaszczyznie, ale nie w
przestrzeni.



Permutacje cykliczne

Odpowiedz nie jest n!. Jak wida¢, w obu uktadach na obrazku
kazda litera ma tych samych sasiadéw, wiec s3 identyczne.



Permutacje cykliczne

Jak to rozwigzac? Nalezy wybra¢ dowolng litere, np. A i umiesci¢
ja w dowolnym miejscu. Nie ma znaczenia, w ktérym miejscu,
poniewaz wszystkie miejsca s3 identyczne. Robimy to na 1 sposéb.



Permutacje cykliczne

Zauwaz, ze nie mamy juz do czynienia z okregiem. Pozostate
punkty tworza linie. Mozemy wiec utozy¢ na nich litery na 5!
sposobéw.



Permutacje cykliczne

Dlatego zbiér {A, B, C, D, E, F} mozemy utozy¢ na 5! sposobéw.
Ogodlniej rzecz biorac: zbidr n réznych elementéw mozna utozyé na

okregu na (n — 1)! sposobéw.

Liczba permutacji cyklicznych




Permutacje cykliczne z powtdrzeniami

Co jesdli umiescimy elementy na kole, ale niektére z nich sie
powtarzaja? Odpowiedz jest prosta, jesli jest co najmniej jeden
unikalny element.



Permutacje cykliczne z powtdrzeniami

Sprébujmy utozy¢ litery M, 1,5,5,1,S na okregu.

Mozemy zrobi¢ tak jak poprzednio. Utézmy unikalne M w dowolnej
pozycji (w 1 sposéb), a wtedy otrzymamy regularng permutacje z
powtdérzeniami.



Permutacje cykliczne z powtdrzeniami
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Dlatego mozemy utozy¢ litery M, [1,5,5,1,S na sposobéw.

Ogodlna odpowiedz brzmi:

Liczba permutacji cyklicznych z powtérzeniami, ktére zawieraja

unikalny element
(n—1)!
rn!-mnl-. !

Gdzie r1, r, ... rs to liczby powtdrzen.



Permutacje cykliczne z powtdrzeniami

A co jedli nie ma unikalnego elementu, poniewaz kazdy sie
powtarza? Nie ma prostej odpowiedzi.



Kombinacje i wariacje

Zatézmy, ze mamy zbiér n elementédw, z ktérych kazdy jest rézny
od pozostatych.
Na ile sposobéw mozemy wybraé k sposréd nich?



Kombinacje i wariacje

Nie ma jednej wtasciwej odpowiedzi, poniewaz zalezy to od dwdch
czynnikéw.

Po pierwsze, czy mozemy wybra¢ ponownie co$, co juz zostato
wybrane?

Po drugie, czy ma znaczenie, w jakiej kolejnosci dokonamy wyboru?



Kombinacje i wariacje

Mozemy zebra¢ odpowiedzi w tabeli

powtarzanie - | powtarzanie +

kolejnosé -

kolejnoé¢ +




Kombinacje i wariacje

W lewym gérnym rogu znajduje sie wspdtczynnik dwumianowy
(symbol Newtona).

powtarzanie - | powtarzanie +

kolejnoé¢ - ()

kolejnos$¢ +




Kombinacje i wariacje

W lewym dolnym rogu: mozemy najpierw wybraé bez kolejnosci, a
nastepnie przypisac kolejnoéc' Tak wiec odpowiedz to

(0) k' = =yem - K =

powtarzanie - | powtarzanie +

kolejnos¢ - ()

kolejnoé¢ + (=01}




Kombinacje i wariacje

W prawym dolnym rogu: za pierwszym razem wybieramy jedna z
n, za drugim razem jedna z n itd. Odpowiedz brzmi wiec

powtarzanie -

powtarzanie +

kolejnos¢ -

(%)

kolejnos$é¢ +




Kombinacje i wariacje

Prawy gérny rég jest mato znany, poniewaz rzadko uczy sie o nim

w szkotach.

powtarzanie -

powtarzanie +

kolejnos¢ -

(%)

i

kolejnos¢ +

nk




Kombinacje i wariacje

Za kazdym razem gdy dokonujemy wyboru, wystarczy
odpowiedzie¢ na te dwa pytania, a bedziemy wiedzie¢, ktérego

wzoru uzy¢.

powtarzanie -

powtarzanie +

kolejnos¢ -

()

(")

kolejnos¢ +

nk




Koniec

Powodzenial
Prosze pytac jesli cos jest niejasne.



