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Wektory losowe ciagte

Jesli mamy dwie zmienne lub wiecej to ich zestawienie to wektor
losowy. Zajmiemy sie wektorami o rozkfadzie ciggtym. Zazwyczaj
znamy gesto$¢ wektora losowego. W zadaniach z zestawu rozktad
jest jednostajny - chodzi o to by trudno$¢ w liczeniu catek
podwdjnych (tak, tak, beda potrzebne) nie przestonita istoty
zadania. Ale oczywiscie tak byé nie musi. Przyjrzyjmy sie temu na
przyktadzie.
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Wektory losowe ciagte

y=4-2x\ x=2-05y

Powiedzmy, ze mamy dany rozktfad jednostajny skupiony w
narysowanym obszarze (obszar nazwiemy D). Zaczynamy od
rysunku. Podpisujemy wszystkie funkcje. Na dwa sposoby czyli
zarbwno y = ..., jak ix=....



1
y=472> x=2-05y

Czas policzy¢ gestos¢ wektora losowego czyli fx y jesli nie byta
dana wzorem.
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y=472x\ x=2-05y

Czas policzy¢ gestos¢ wektora losowego czyli fx y jesli nie byta
dana wzorem. Dla rozktadu jednostajnego zasada jest prosta. Zero
poza D, a 1 przez pole (ﬁ) wewnatrz D.



1
f _J 3 (xy)eb
X,y (%, ¥) {0, (x,y) ¢ D



Rozkfady brzegowe

y=4-2x\ x=2-05y

Kolejny krok to rozktady brzegowe.



Rozkfady brzegowe

y=4-2x\ x=2-05y

Kolejny krok to rozktady brzegowe. Innymi stowy z rozktadu
wspdlnego wyciagamy rozktad X i Y.



Rozkfady brzegowe

y=4-2x\ x=2-05y

Kolejny krok to rozktady brzegowe. Innymi stowy z rozktadu
wspdlnego wyciagamy rozktad X i Y. Bedziemy liczy¢ gestosci X i
Y czyli fX i fy.



Rozkfady brzegowe

y=4-2x\ x=2-05y

Kolejny krok to rozktady brzegowe. Innymi stowy z rozktadu
wspdlnego wyciagamy rozktad X i Y. Bedziemy liczy¢ gestosci X i
Y czyli fx i fy. Prosze sobie wyobrazi¢, ze Sciskamy ptaszczyzne
do odpowiedniej osi - jak teraz skupi sie gestos¢?
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Rozkfady brzegowe

Zaczniemy od X. Rysujemy pionowe linie, wszedzie tam, gdzie ich
rysunek przetnie inne funkcje ograniczajace obszar. A teraz
catkujemy fx y(x,y) po y w granicach wyznaczonych przez
przeciete funkcje. Od razu uprzedze, to gestos¢ wiec domkniecia
przedziatéw nie maja znaczenia.



Rozkfady brzegowe

15] y=x+11 x=y-1

y=4-2x| x=2-05y

ot ldy, xe(-1,1>
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Rozktady brzegowe

154 y=x+ 1 x=y-1

y=4-2x | x=2-0,5y

fx(x)




Rozkfady brzegowe
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To samo dla Y.



Rozkfady brzegowe

To samo dla Y.

fy(y) = { ¥ dx, y€(0,2)
0, y €(0,2)



Rozktady brzegowe

To samo dla Y.
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Kowariancja

X i Y to petnoprawne rozktady, mozemy zatem policzy¢ np. E(X)
i o(X) oraz E(Y) io(Y). Przydadza sie do liczenia kowariancji.

kowariancja

cov (X, Y) = E(XY) — E(X)E(Y)

Mozemy rozwing¢ ten wzoér by wszystko byto jasne:

kowariancja

cov(X,Y) = //1R2 xy fx y(x,y) dxdy—/Rfo(x) dx/Ry fy(y)dy
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Wspotczynnik korelacji

Znajomos¢ kowariancji pozwala policzy¢ wspétczynnik korelacji
zwyczajowo oznaczany grecka literg rho.

wspotczynnik korelacji

_cov(X,Y)
L= 5(X)o(Y)

Wspotczynnik korelacji to liczba od -1 do 1. Méwi ona jak bardzo
powigzane s3 zmienne. Wynik réwny 1 oznaczatby idealna
zalezno$¢ - wzrost jednej zmiennej wywotywatby wzrost drugiej.
Wynik -1 to idealna odwrotna zalezno$¢ - wzrost jednej to spadek
drugiej. Zero oznacza zmienne nieskorelowane - nie sg ze soba
powigzane w zadng strone.
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Niezaleznosé

Aby zmienne byty niezalezne musi by¢ spetniony nastepujacy
warunek:

warunek niezaleznosci

fx.y(x,y) = fx(x) - fr (y)

Tak musi by¢ w kazdym punkcie - dla kazdego x i kazdego y. To
bardzo ciezki warunek, raczej nalezy oczekiwaé, ze zmienne beda
zalezne. Warto raczej szuka¢ kontrprzyktadu - konkretnych x i y,
dla ktérych ten warunek nie jest spetniony.
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Niezaleznosé

y=4-2x\ x=2-0,5y

W naszym przyktadzie interesujacy jest np. punkt (—%, 1) bo po
lewej stronie warunku bedzie zero, a po prawej nie.
?
fx7y (—%, 1) = fx (—%) . fy(].)
0 # 3(-3+1)-33-15-1)



Niezaleznosé

y=4-2x\ x=2-0,5y

W naszym przyktadzie interesujacy jest np. punkt (—%, 1) bo po
lewej stronie warunku bedzie zero, a po prawej nie.

fx,y (—%,1) L (—%) - fy (1)
0 # 3(-3+1)-33-15-1)

Zmienne X i Y nie sg niezalezne, sg zalezne.
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Rozktady warunkowe to odpowiedZ na pytanie jak rozktada sie
gesto$¢ na danej linii.
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y=4-2x\ x=2-0,5y

-15 Rl -05 0 05 1 15 2 25

Rozktady warunkowe to odpowiedZ na pytanie jak rozktada sie
gestos¢ na danej linii. Stawiamy warunek i liczymy rozktad z
prostych wzoréw.

rozktady warunkowe
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1 5| y=x+1/ x=y-1

1 J \
y=4-2x\ x=2-0,5y

Trudniejsza sprawa to przedziaty. Dla jakich ikséw na tej linii
wynik bedzie niezerowy?

XG(y—1,2—0,5y)

Liczymy.
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dlay €(0,2)

f(XIY—y)—{ 56-15,)



Rozkfady warunkowe

x=y-1




Rozkfady warunkowe

y=4-2x| x=205y

dla x € (1,2)

f(y!X—x)—{ T2
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Warunkowa wartos$¢ oczekiwana

f(x|Y =y)if(y|X = x) to petnoprawne rozktady. f(x|Y = y) to
funkcja zmiennej x, a f(y|X = x) to funkcja zmiennej y. To co
jest po | to tylko parametr. Skoro to rozktady to mozemy policzy¢
dla nich np. warto$¢ oczekiwang. Nosi ona nazwe warunkowa
wartos¢ oczekiwana. Liczymy tak jak zawsze - catka ze zmiennej
razy gestoscé.



Warunkowa wartos$¢ oczekiwana

dlay € (0,2)
1
3-15v)’ E(y_172_075y)
fix|lY =y)={ B-15y) X
Y =y1=1 xé&(y—1,2—0,5x)
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Warunkowa wartos$¢ oczekiwana

dla x € (—-1,1)

L= 0, x+1)
FlyIX = x) = | G Y E(0,
X =x) {o, y &0, x+1)

x+1 1
E(Y|X=x)=
(YIx=x= [y

dy



Warunkowa wartos$¢ oczekiwana

dla x € (1,2)
1
_ ) — ) (@=—2x) y€(0,4—2x)
f(y|X = x) {07 704 20
4—2x 1
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Warunkowa wartos$¢ oczekiwana

dla y € (0,2)

2—-0,5y 1 d
EX|Y =y) = P —
(X|Y =) /y_l T
dla x € (—1,1)
E(Y|X - L d
(YIX=x)= [ yqd
dla x € (1,2)

4—2x 1 d
EVIX=x= [y dy



Warunkowa wartos$¢ oczekiwana

dla y € (0,2)

2—-0,5y 1 d
EX|Y =y) = _—
(X|Y =) /y_l T
dla x € (—1,1)
E(Y|X - L d
(YIX=x)= [ yqd
dla x € (1,2)

4—2x 1 d
EVIX=x= [y dy

Podpowiem, ze zamiast podnosi¢ do kwadratu lepiej jest skorzystac
ze wzoru skréconego mnozenia na a®> — b.



Warunkowa wartos$¢ oczekiwana

dlay € (0,2)
E(X|Y = y) = by + 1
dla x € (—1,1)
E(YIX =x) = by +}
dla x € (1,2)
E(YIX=x)=2-x



Linie regresji to funkcje, ktére mozemy naszkicowad, gdy juz
policzymy warunkowe wartosci oczekiwane.



Linie regresji to funkcje, ktére mozemy naszkicowaé, gdy juz
policzymy warunkowe wartosci oczekiwane.

linia regresji X wzgledem Y

y— E(X]Y =y)

v

linia regresji Y wzgledem X

x— E(Y|X =x)




Linie regresji to funkcje, ktére mozemy naszkicowaé, gdy juz
policzymy warunkowe wartosci oczekiwane.

linia regresji X wzgledem Y

y— E(X]Y =y)

v

linia regresji Y wzgledem X

x— E(Y|X =x)

Pierwsza oznaczamy Ry, druga Ry.



Rozkfady warunkowe
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Dystrybuanta

A jak policzy¢ dystrybuante?

Catka podwdjna z gestosci po tej czesci obszaru D, ktéra jest na
lewo i w d6t od wybranego punktu.



Wektory losowe dyskretne

Dla wektoréw dyskretnych robimy analogicznie, tylko wszedzie tam
gdzie byta catka bedzie suma.



Wektory losowe dyskretne

Dla wektoréw dyskretnych robimy analogicznie, tylko wszedzie tam
gdzie byta catka bedzie suma. Linia regresji to teoretycznie punkty,
ale w praktyce przedtuzamy ja prostymi w tamana.



Koniec

Powodzenial
Prosze pytac jesli cos jest niejasne.



