
Zestaw 2 Grafy i digrafy - wprowadzenie

1. Udowodnij, »e w dowolnym gra�e G istniej¡ dwa ró»ne wierzchoªki
x, y ∈ V (G) takie, »e d(x) = d(y).

2. Graf o 13 kraw¦dziach ma po 3 wierzchoªki stopnia 1, 2 i 3. Pozostaªe
wierzchoªki s¡ stopnia 4. Ile wierzchoªków ma ten graf?

3. Zbadaj, które z wymienionych poni»ej ci¡gów s¡ ci¡gami stopni jakie-
go± grafu prostego. Narysuj przykªadowe grafy realizuj¡ce ci¡gi lub
uzasadnij dlaczego jest to niemo»liwe.
(4,4,4,3,2,1,1), (4,4,3,2,2,1), (4,4,3,2,1)

4. Dana jest macierz s¡siedztwa pewnego grafu G.
0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 0 0 0


Wyznacz stopnie wierzchoªków grafu G oraz liczb¦ jego kraw¦dzi. Wy-
znacz s¡siedztwo ka»dego z wierzchoªków. Narysuj graf G.

5. Wyznacz macierz s¡siedztwa oraz macierz incydencji dla grafu K2,3.

6. Podaj przykªad dwóch grafów, które maj¡ t¦ sam¡ liczb¦ wierzchoªków,
realizuj¡ te same ci¡gi stopni, ale grafy nie s¡ izomor�czne.

7. Narysuj wszystkie nieizomor�czne grafy rz¦du 4 (jest ich 11).

8. Znajd¹ graf rz¦du 4 izomor�czny ze swoim dopeªnieniem. Wypisz ten
izomor�zm. Podobnie zrób dla grafu rz¦du 5. Czy istniej¡ grafy rz¦du
2 oraz 3 izomor�czne ze swoimi dopeªnieniami?

9. Dany jest graf G = (V, E), gdzie V = {{i, j} : i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, i 6=
j}, przy czym

uv ∈ E ⇔ u ∩ v = ∅.

Udowodnij, »e G jest izomor�czny z grafem Petersena.

10. Przedstaw dopeªnienie dwudzielnego grafu peªnego Km,n.

11. Wyka», »e je±li G jest niespójny, to G jest spójny.

12. Udowodnij, »e ka»dy graf rz¦du n o rozmiarze wi¦kszym ni» (n−1)(n−2)
2

jest spójny.
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13. Poka», »e je±li δ(G) ≥ 2, to w gra�e G istnieje cykl dªugo±ci przynaj-
mniej δ(G) + 1.

14. Udowodnij, »e graf jest dwudzielny wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera
cykli nieparzystych.

15. (∗) Niech G b¦dzie grafem rz¦du n ≥ 3. Udowodnij indukcyjnie, »e

je±li ‖G‖ ≥
⌊

n2

4

⌋
+ 1, to w gra�e G istnieje podgraf K3.

Podaj przykªad grafu rz¦du n ≥ 3 maj¡cego
⌊

n2

4

⌋
kraw¦dzi, który nie

zawiera K3.

16. Udowodnij, »e w dowolnym turnieju nie mo»e istnie¢ wi¦cej ni» jedno
¹ródªo i wi¦cej ni» jedno uj±cie.

17. Udowodnij indukcyjnie, »e w ka»dym turnieju istnieje centrum, czyli
taki wierzchoªek, z którego mo»na doj±¢ do dowolnego innego ±cie»k¡
skierowan¡ dªugo±ci nie wi¦kszej ni» 2.
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