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LOGIKA
zaprzeczenie | alternatywa | koniunkcja | implikacja | réwnowazno$¢é
P4 ~p pVyg P Ngq P =4 P <= dq
00 1 0 0 1 1
110 0 1 0 0 0
01 1 1 0 1 0
1)1 0 1 1 1 1

TW.
Zat: ...
Teza: ...

co oznacza: Zal = Teza

TW.
Zal. ogdlne: p
Teza: g =r

Moéwimy wtedy, ze g jest warunkiem wystarczajacym (w skrécie WW) na r.
Ale mozna tez wtedy powiedziedzied, ze r jest warunkiem koniecznym (w skrécie WK) na g.

PRZ.
TW.
Zat.: W(x) = apx" + ...+ ag jest wielomianem o wspétczynnikach catkowitych
p 1 ¢ sa liczbami catkowitymi
Teza: jesli § jest pierwiastkiem W (x), to p jest dzielnikiem ag i ¢ jest dzielnikiem a,
TW.

Zal. ogblne: p
Teza: g < r

Moéwimy wtedy, ze g jest warunkiem koniecznym i wystarczajacym (w skrocie WKW) na r.

PRZ.



TW.
Zat.: W(x) = apx" + ...+ ag jest wielomianem, a jest liczba rzeczywista
Teza: a jest pierwiastkiem W (x) wtedy i tylko wtedy, gdy wielowian W (x) jest podzielny
przez x —a

Przyktady waznych tautologii (tzn. takich zdan ztozonych dla ktérych niezaleznie od prawdziwosci
czy fatszywosci zdan sktadowych cate zdanie ztozone jest zawsze prawdziwe).

Prawo transpozycji: (p = q) < (~g=~p)
Zaprzeczenie implikacji: ~ (p=¢q) & p A~gq

plalp=q|~q=~p|~p|~q|~(p=q) | pN~q
0o/0] 1 1 1|1 0 0
10| o 0 0 | 1 1 1
01 1 1 110 0 0
1)1 1 1 0| 0 0 0

Dowdd nie wprost opiera si¢ na prawie transpozycji tzn. zaprzeczamy tezie twierdzenia i docho-
dzimy do sprzecznosci z zalozeniami.

Aby pokazaé, ze hipoteza (“twierdzenie”) nie jest prawdziwa korzystamy prawa zaprzeczenia impli-
kacji 1 konstruujemy tzw. kontrprzyktad czyli taki obiekt, ktory spelnia zalozenia i nie spelnia tezy tej
hipotezy.

Prawa de Morgana:
~(pVg) = (~p)A(
~(pAg) = (~p)V(

~q)
~q)
KWANTYFIKATORY

- 0gdlny, duzy Vx ¢(x) (dla kazdego x zachodzi ¢ (x))
for All

- szczegbtowy, maty Ix @ (x) ( istnieje x dla ktérego zachodzi ¢ (x))
there Exists

Np. VxeR dneN n>x
Nie wolno zmieniaé¢ dowolnie kolejnosci réznego rodzaju kwantyfikatoréw.
Np. dneN VxeR n>x

Prawo de Morgana dla kwantyfikatoréw

~ (Vx ¢(x)) < Ix ~ ¢ (x)

~ (Ix 9(x)) = Vx ~ ¢ (x)

Np.
~(IneNVxeRnz2x)eVneNIxeRn<x

TEORIA MNOGOSCI

& - zbior pusty

suma zbioréw AUBd:f{x: X€EAV x€B}

przecigcie (wspdlna czesé) zbioréw ANB U {x: x€A N x€B}
réznica zbior6w A\ B Y {x: x€A N x¢B}

iloczyn kartezjanski zbiorow A xB={(a,b): a€ A N b€ B}



Al ><A2><...xAn:{(al,az,...,an): ViE{l,...,l’l} aiGA,-}
A"=AXAX...xXA
_/_/

nrazy
Oznaczenia zbioréw liczbowych

N - zbidr liczb naturalnych

Z - zbidr liczb catkowitych
Q - zbi6r liczb wymiernych
R - zbidr liczb rzeczywistych
C - zbi6r liczb zespolonych

FUNKCIJE

DEF. X £3.Y # O
Jesli kazdemu x € X przyporzadkowana jest doktadnie jedna warto$¢ y € Y to takie przyporzad-
kowanie nazywamy funkcja.
f:X3x—y=f(x)eY
f: X—=Y
fjestfunkcja < Vxe X JlyeY y= f(x)

X - zbiér argumentéw, dziedzina funkcji, czesto oznaczany przez D lub Dy

Y - zbidr wartosci, zbiér docelowy

y = f(x) - wzor funkcji, réwnanie wykresu

X - zmienna niezalezna

y - zmienna zalezna

{(x,y): x€ X, y= f(x)} - wykres funkcji f (C X xY)

Dziedzina naturalna - zbi6r tych argumentéw, dla ktérych da sig obliczy¢ warto$¢ funkcji f.
Przeciwdziedzina funkcji

Ay ={f(x): x& Dy}

DEF. f: X >Y

f nazywamy réznowartosciowa (injekcja) na X &L

Vxi,xo €X (x1 #Fx2 = f(x1) # f(x2))
(&Vx,xmeX (f(x1)=f(xn)=x1=x))

DEF. f: X — Y nazywamy surjekcja (funkcja ,,na”)g Y =dy
sVyeY IxeX y=f(x)

PRZ. f(x)=sinx
DEF. f: X — Y nazywamy bijekcja < f jest injekcja i surjekcja.

DEF. f: X — R nazywamy ograniczong z géry na zbiorze A C X ©IM e RVx €A f(x) <M
f: X — R nazywamy ograniczong z dotu na zbiorze A C X <IM e RVx €A f(x) > M

Jf nazywamy ograniczong na A &L gdy f jest ograniczona z gory i z dotu na A

Monotoniczno$¢ funkcji (X C R)!
f:X—R



DEF. f jest rosngca wA C X L Vxp,xp € A(xp < xp = f(x1) (<) f(x2))
>

(malejaca)

DEF. f jest niemalejacaw A C X &L Vxp,x € A(x) <x2 = f(x1) < f(x))

(nierosnaca) (=)
DEF. f: X—=Y, g:Y—=Z
Ztozeniem funkcji g 1 f nazywamy funkcje go f : X — Z taka, ze
df
VxeX (gof)(x)=g(f(x)

f - funkcja wewnetrzna
g - funkcja zewngtrzna

PRZ. f(x)=x?, g(x) = cosx
(g0 f)(x) = g(f(x)) = 8(x*) = cos(x?)

Uwaga. Skladanie funkcji nie jest przemienne!

DEF. f: X — Y - bijekcja
Funkcja odwrotna do funkcji f nazywamy funkcje f~!: ¥ — X taka, ze:
Vwey frly) =xey=F()

PRZ. Wyznacz funkcje odwrotna do f(x) = x°.
Uwaga. Wykresy funkcji 1 funkcji do niej odwrotnej sa symetryczne wzgledem prostej y = x.
Podstawowe funkcje elementarne:

1. Wielomiany W(x)=a,x"+...4+ag, a, #0, D=R, n - stopiefi wielomianu

2. Wymierne f(x) = %, P(x),0(x) - wielomiany, D =R\ {x € R: Q(x) =0}
axtb

Szczegdlny przypadek. f(x) = % —; - funkcja homograficzna, ad — be # 0

3. Potggowe f(x)=x", reR
dziedzina funkcji zalezy od r

f(x) = \/}a D= [07+°°>

f(x) =5 D=R

xn =", meZneN
—r 1

X =

xr

4. Wyktadnicze f(x)=a*, a>0, a#1
f: R—(0,+)
a>1 f(x)=a"rosnaca
a'l <a? s x;<xp

0<a<l1l f(x)=a" malejaca
a'l <a? x> x0

dlaa>0,a#1 f(x)=a* réznowartosciowa

a'l' =a? & x1=x



5. Logarytmiczne f(x) =log,x, a >0, a#1
log,b=ca“=b,(zal:a>0,a#1,b>0)
f:(0,40) >R
a>1 f(x) =log,x rosnaca
log,x1 <log,x» & x1 <x2

0<a<l1l f(x)=1log,x malejaca
log,x1 <log,x» & x1 > x2

dlaa>0,a#1 f(x)=log,x ré6znowartosciowa
logaxl = IOgaXQ = X1 =X

Przy odpowiednich zatozeniach zachodza:
(a) log,b+log,c=log,(b-c)
log, b —log,c = log, %

(b) log,b* = klog, b

log.b
(c) log, b= g

logarytm naturalny

Inx =log,x

e=2,71... - stala Eulera
a=e"dlaa>0

af = elna-x

6. Trygonometryczne

7. Cyklometryczne (odwrotne do trygonometrycznych)
sin: [-%,5] — [-1,1]

22 [
arcsin: [—1,1] — [—% ]
y =arcsinx, x € [—1,1] &siny=x A y € [_%’%]
PRZ.

arcsinl = Z bosinZ =1
arcsin2 - nie istnieje
nl_=x inZ 1
arcsin; = ¢ bosing = 5
arccos :
cos: [0,7m] — [—1,1
arccos: [—1,1] — |

]
0, 7]
y =arccosx, x € [—1

] < x=cosyAy € [0,n]
arctg:

tg:(—3,3)— R

arctg: R — (=%,7%)

y=arctgx, xe Rex=tgyAnye (-53,%)
Analogicznie definiujemy arcctg

Podstawowe tozsamosci:



1) arcsinx+arccosx =7 Vxe [—1,1]
2) arctg x+ arcctgx =7 VxcR

11]
T 7
272

3) sin(arcsinx) =x Vx €
arcsin(sinx) =x Vx €

[_
[_

8. Zlozenie, suma, rdéznica, iloczyn, iloraz dowolnej (skonczonej) liczby funkcji elementarnych
jest funkcja elementarna.

PRZ. Czy f(x) = x* jest funkcja elementarng?

f(x)8W) = 8@ £(x) >0
CIAGI LICZBOWE

DEF. a: N— R - funkcja okre§lona na zbiorze liczb naturalnych
a: Non—a(n) eR
a(n) =: ay
Ozn. (ap)uen - ciag

DEF. Ciag (ay,) jest rosnacy < Vn € Na, 1 > ay,
Ciag (ay) jest niemalejacy < Vn € N a,11 > a,
Ciag (a,) jest malejacy < Vn € N a, 1| < ay,
Ciag (ayn) jest nierosnacy < Vn € N a, 11 < ay

Ciag (ay) jest ograniczony zgéry < MR VneN a, <M
(z dotu) dJneR VneN (a, >m)
(ay) jest ograniczony < (ay,) jest ograniczony z dotu i z géry

PRZ. Czy ciag o wyrazie ogélnym a,, = v/n+ 1 — /n jest monotoniczny? Czy jest ograniczony?

DEF. (Cauchy’ego granicy wlasciwej (g € R) ciagu)
lim,, . cay :ggVE >0 dnpeNVn>ny |a,—gl<e

PRZ. a,=1 g=0

n

DEF. (granicy niewtasciwej +oo)

EI_IS ap =4+ VMeR dngeN Vn>ny ap, >M
n oo

Ciag, ktory nie ma granicy nazywamy niezbieznym.

TW. (o jednoznacznosci granicy)
Jesli ciag posiada granicg, to tylko jedna.

TW. (o zachowaniu stabej nieréwnosci)

(M eR TInpeN Vn>nyg a, < MAlima,=g)=g<A
(=) e (g2A)

PRZ. a, =1

VneNa, >0= g>07nie!



TW. lima, =0< lim|a,| =0
n—soo n—yoo

TW. Zat. a, = apq" - ciag geometryczny, gdzie |g| < 1
Teza: ILm apq" =0
n—soo

TW. lim \”/|an| <l= liman =0

hm]a’”' |<1= hman =0
n—oo

T™W. 1. limya=1,a>0

n—oo

2. limyn=1

n—oo
PRZ. Oblicz lim %
n—oo

TW. (o dziataniach arytmetycznych na ciagach)
Zat.

lim a, = a, hmbn—b
n—oo

Wtedy:
1. lim(a, £b,) = lim a, + lim b,(=a=+b)
n—oo n—oo

n—yoo

2. lim(ay,-b,) = lim a, - hmb( a-b)

n—oo n—yoco
lglgoan u .
3. nh_r>r01°bn =g, (= 3) (0ile Vn € N b, # 0 oraz b # 0).

n—oo

n®—3n+4
PRZ. Oblicz r}molo P B e

PRZ. Oszhmsn R

TW. (o ciagu monotonicznym i ograniczonym)
Kazdy ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny (do granicy wtasciwe;j)
[AM €R dng €N Vn > ng (an < MA(any1 = an))] = E!li_r}na,, =g(<M)
n—oo

(ciag ograniczony od géry od pewnego indeksu i niemalejacy od pewnego indeksu)
Analogicznie dla ciggu malejacego (nierosnacego) i ograniczonego od dotu.

TW. (zasada indukcji matematycznej)
Zat:

1. T(1)
2.VneN(T(n)=T(n+1))
Teza: Vn € N T (n).

PRZ. Pokaz, ze ciag rekurencyjny jest zbiezny i oblicz jego granice.
a; =1

VneN a,1 =+v2+a,



TW. (o trzech ciagach)
Zat:

1. 3npeNVn>ny a,<b,<cp
2. lima, =g = limc,
n—oco n—yoo

Teza: limb, =g
n—oo

PRZ. Oblicz granicg ciagu b, = v/n+2".

TW. (o ciagu ograniczonym i zbieznym do 0)
Zat:

1. (ay) - ograniczony

2. limb, =0
n—yeo
Teza: lim (a,-b,) =0
n—oo
PRZ. Oblicz granice¢ ciagu n?iszisfl

TW.
1. lim (1+1)"=¢=2,718... - stala Eulera

n—oo

2. Jesliay — +eoto lim (14 L)@ —e.
n—oo n

Cw. Pokaz, ze ciaga, = (1+ %)” jest rosnacy 1 ograniczony od gory (przez 3).

Symbole nieoznaczone (7)
[0 [Z] [o 0], [0-o0], [17], [0%], o]

PODCIAGI

DEF. (a,)qen - ciag
Niech N 3 k — n; € N rosnacy ciag liczb naturalnych
(nk+1 > nk)Vk eN
Ciag (an, )ken nazywamy podciagiem ciagu (a,),eN.

. 1111 1
PRZ. an.l,i,g,z,g,...,z,...
ng:2,4,6,....czyli np =2k
|
ank.i,z,é,...
dzi =L
(a2k)ken, gdzie ay; = 5



TW. Jesli lgn ap = g, to dla kazdego podciagu (ay, )ken ciagu (a,),en zachodzi I}im an, = 8
n—oo —>00

(Jesli ciag jest zbiezny do g, to kazdy podciag tego ciagu tez jest zbiezny do g).

WN. Jesli istnieja dwa podciagi (an, ), (an,) ciagu (a,) takie, ze I}im ap, 7 lim ay, to ciag (a,) nie jest
j—yoo

—»00

zbiezny.

PRZ. Pokaz, ze ciag a, = cosnm nie jest zbiezny.

TW. (Bolzano-Weierstrassa)
Jesli ciag jest ograniczony, to ma podciag zbiezny (do granicy wilasciwej).

PRZ. Z ciagu a, = n nie da si¢ wybra¢ podciagu zbieznego (do granicy wlasciwej).

DEF. Granica gérna ciagu (a,) (limes superior ciagu a,) nazywamy
lim supa, = sup{g : g jest granica podciagu zbieznego ciagu (a,)}

n—oo
Granica dolna ciagu (a,) (limes inferior ciagu a,) nazywamy

li_r>n infa, = inf{g : g jest granica podciagu zbieznego ciagu (a,)}
n—roo

PRZ. Oblicz granicg gérna i dolng ciagu a, = sin

nm
5 -
GRANICA FUNKCII

DEF. Otoczeniem punktu xp € R o promieniu » > 0 nazywamy przedziat (xo —r,xo + r) i oznaczamy
przez U(xp,r).
Sasiedztwem punktu xg € R o promieniu r > 0 nazywamy (xo — r,x0) U (xo,Xo + ) 1 oznaczamy
przez S(xo,r).
ST (x0,r) = (x0,x0 +r) - sasiedztwo prawostronne punktu xg
S~ (x0,r) = (x0 — r,x0) - sasiedztwo lewostronne punktu x.
Zbidr wszystkich otoczen punktu xg oznaczamy przez ot (x).
Otoczeniem (sasiedztwem)-co nazywamy przedziat postaci (K, +e), gdzie K € R i oznaczamy
przez U (oo, K).
Analogicznie, otoczeniem (sasiedztwem) —oo nazywamy przedziat postaci(—oo, K) = U (—oo, K).

DEF. (Heinego granicy funkcji)
f:D = R, D r C R
x0 € RU{—00,00}
f jest okreslona w pewnym sasiedztwie punktu xy
IS RU {_ooa oo}

lim f(x)=g &L V(x,)nen spetniajacego:
X—X0

1. Vn e Nx, € Dy

2. Vne Nx, #xo

3. lim x, = xg
n—oo

zachodzi lim f(x,) =g
n—so0



2

PRZ. Oblicz lim > -

x—1 X —

DEF. (granic jednostronnych)
Granica lewostronna funkcji f w punkcie xp:
f jest okreslona w pewnym lewostronnym sasiedztwie punktu x
lim f(x) = g < V(xn)nen spetniajacego:
X=Xy
2. x, < Xo

3. lim x,, = xo
n—yoo

zachodzi lim f(x,) =g
n—yo0

Analogicznie definiujemy granicg prawostronng funkcji lim+ f(x).
xﬂxo

TW. (WKW na istnienie granicy)
lim f(x) =g< lim f(x) = lim f(x) =g.
X=X X=Xy x—x§
(f ma granicg wtedy 1 tylko wtedy gdy f ma obie granice jednostronne i sa one rowne)

-1, x<0
PRZ. f(x) =sgn(x)=<0, x=0
1, x>0

TW. (o arytmetyce granic funkcji)

Zat:
f,& sa okreSlone w sasiedztwie xy oraz f i g maja granice w xo.
Wtedy:
L lim [f(x) £g(x)] = lim f(x) & lim g(x)
2. lim [f(x) - g(x)] = lim f(x)- lim g(x)
. f(x) xligclo f(x) . . . .
3. xligcl(, = )L‘}C})—g(") (o ile w pewnym sasiedztwie xo g(x) # 0 oraz xligclo g(x) #0).

Uwaga. Twierdzenie powyzsze zachodzi réwniez w przypadku granic jednostronnych.

2.5 -2
PRZ. xgl}rloo T
. x2—1
lim

=17 4/1—x

TW. (o trzech funkcjach)
Zat.

1. f,g,h sa okreslone na pewnym sasiedztwie S punktu xg

2. Vxe S fx) < g(x) < h(x)

10



3. lim f(x) = lim h(x) =g

X—X0 X—X0

Teza: lim g(x) =g

X=X

PRZ. lim S

X—>o0
TW. Jezeli lim f(xp) = 01i g jest ograniczona w pewnym sasiedztwie x, to
X—X0

lim () - g(x)) = 0.

Uwaga. Powyzsze 3 twierdzenia zachodza réwniez w przypadku granic jednostronnych.

TW. (granice specjalne)

sinx

1. im——=1
x—0 X
1 X
2. lim (H——) =e
X—>o0 X
X
3. lim =Ina, a>0
x—0 X

1 J(x)
4. Jesli lim f(x) = +oo(—o0), to lim (1 + —) =e

X—X0 X—X0 f (x)

PRZ. lim 2520

x—0 X

TW. (o granicy funkcji ztozonej g(f(x)))

Zat: lim f(x) =yo
X—X0

Vx € S(x0,7) f(x) # yo
lim g(y) = 2o

Y=Y

Teza: lim g(f(x)) = zo
X—rX(

CIAGEOSC FUNKCJI

DEF. f okreSlona w otoczeniu punktu xo € Dy

f jest ciagta w xg < lim f(x) = f(xo).
X—X0

f jest lewostronnie (prawostronnie) ciagta w xo < lim  f(x) = f(xo)

X=Xy (xar )
PRZ. Czy f(x) = sgn(x) jest ciagta w 0?
sinSx 20
PRZ. Dla jakiej wartosci parametru a funkcja f(x) = x
a, x=0

jest ciagta w 0?

11



TW. (o dziataniach na funkcjach ciagtych)
1. Suma, réznica, iloczyn funkcji ciagtych w punkcie xq jest funkcja ciagta w xo.

f()

Tloraz 20 funkcji ciagtych jest ciaglty w xq (0 ile g(x) # 0 w pewnym otoczeniu punktu xg).
g(x

2. Jesli f jest ciagta w xo i g jest ciagta w yo = f(xo), to ztozenie funkcji g o f jest ciagte w xo.

DEF. f jest ciagla na zbiorze A C Dy < Vxo € A f jest ciagla w xo.

Ozn.  C(A) - zbidr wszystkich funkcji ciagtych na zbiorze A
f €C(A) < f jest ciagta na zbiorze A

TW. Wszystkie funkcje elementarne sa ciagle na swoich dziedzinach.

PRZ. f(x)=log,(x*cosx)

Wtasnosci funkcji ciagtych.

TW. (o lokalnym zachowaniu znaku)
Zat: 1. f jest okreslona w pewnym otoczeniu punktu xg
2. f jest ciagla w xo
3. f(xo) > 0O
(<)

Wtedy istnieje takie otoczenie U punktu xg, ze Vx € U f(x) (>) 0
<

TW. (o wiasnosci Darboux)

feC((a,b)) Afla) # f(b)
¢ - dowolna liczba pomigdzy f(a) i f(b)

Teza: istnieje takie xo € (a,b), ze f(xo) = c.
PRZ. Kazdy wielomian nieparzystego stopnia ma przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.

TW. (Weierstrassa o osiagganiu kreséw)
Jezeli funkcja f jest ciagta na przedziale domknigtym [a, D], to istnieje

1. x1 € [a,b], f(x1) =inf{f(x) : x € [a,b])} - warto$¢ najmniejsza funkcji f na [a, D]
2. xp € [a,b], f(x2) = sup{f(x) : x € [a,b]} - wartos¢ najwigksza funkcji f na [a, D]
PRZ. f(x) =xna (0, 1) nie osiaga swoich kreséw (nie ma warto$ci najmniejszej ani najwigkszej)

RACHUNEK ROZNICZKOWY FUNKCIJI JEDNEJ ZMIENNE]

DEF. f:D;— R, Xo € Dy
f okreslona na pewnym otoczeniu U punktu xo (xo € U C Dy)

.. .« . . L. . X)— X
Jesli istnieje granica wlasciwa lim M
X—X0 X — X

w punkcie xo. Wartos¢ tej granicy oznaczamy przez f’(xo) i nazywamy pochodna funkcji f w

punkcie x.
f/<~x0> — lim f(X) _f(x())

X—X0 X — X0

, to méwimy, ze funkcja f jest r6zniczkowalna
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Inny zapis: h=x—x9, x—=x90&=h—0
f(xo+h) — f(xo)
h

Inny zapis: f/(xo) = g(xo)

) = i

PRZ. s(t)-potozenie punktu w chwili t

NUBERIY . :
M - predkos¢ Srednia w czasie od g do 1

1) — s
lim s(t) = s(to) =s'(t9) = v(to) - predkosé chwilowa w chwili 7

= I(to) - natgzenie pradu w chwili 7o

PRZ. Oblicz pochodna funkcji f(x) = \/x w xo € Dy.
PRZ. Oblicz pochodna funkcji f(x) = |x| w xo = 0.

DEF. Niech f bedzie okreslona przynajmniej w pewnym w lewostronnym otoczeniu
U™ = (xo — 8,xp] punktu x.

Pochodng lewostronng funkcji f w punkcie xo nazywamy f’ (xo) = lim M (o ile

X=Xy X = X0
jest to granica wtasciwa).

Analogicznie definiujemy pochodna prawostronng w punkcie.
TW. (WKW istnienia pochodnej w punkcie)
f'(x0) =g & fL(x0) = fi(x0) = g

Funkcja f ma pochodna w punkcie xy < pochodne jednostronne w punkcie xg istnieja i sa
sobie rowne.

TW. (WK istnienia pochodnej)
Jesli f jest r6zniczkowalna w xp, to f jest ciagta w xo.

Dowdd: Tim [£(x) — £(x0)] = lim w (x—x0) = f'(x0) -0 = 0.
Zatem xlgrgcl f(x) = f(xo) wige f jest ciggla W X0.

PRZ. Czy f(x) = sgn(x) jest rézniczkowalna w xo = 0?
PRZ. Czy f(x) = |x| jest rézniczkowalna w xo = 0?

TW. (interpretacja geometryczna pochodne;j)
Funkcja f jest rézniczkowalna w x( <> istnieje styczna do wykresu funkcji f w punkcie (xo, f(xo))-
Ponadto:

1. tgo = f'(x0), gdzie o jest katem pomiedzy dodatnim kierunkiem osi OX, a prosta styczna,

2. y— f(x0) = f'(x0)(x — xp) jest réwnaniem stycznej do wykresu funkcji f w punkcie

(x0, f(x0)).
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PRZ. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = y/x w punkcie xp = 1.

Wzory na pochodne wazniejszych funkcji elementarnych.

(xX) =m"1, reR
(sinx)’ = cosx
(cosx)' = —sinx
1

(129 = = 1

1
(ctgx)' = ————=—1 —ctg?x
() = & sin”x
) =e
(@) =a*-1na

DEF. Méwimy, ze f jest rozniczkowalna na zbiorze A < f jest r6zniczkowalna w kazdym punkcie
x €A.

DEF. Jesli f jest rozniczkowalna na zbiorze A, to funkcje f/ : A — R nazywamy funkcja pochodna
funkcji f.
fliAsx—= fl(x) eR

PRZ. Funkcja pochodna funkcji f(x) = /x jest funkcja f'(x) = %ﬁ (dlax > 0).

TW. (o dziataniach arytmetycznych na pochodnych)
Zal. f 1 g r6zniczkowalne w x
Teza

(c-f(x)) =c-f'(x),c-statae R
2. (flx)£g(x) = f(x)£g(x)
(f(x)-g(x))" = f'(x) - g(x) + f(x) - &' (x)

f(X))' _ (%) 8(x) — f(x) -&'(x)
[g(x)]?

&

(o1ile g jest rézna od 0 w pewnym otoczeniu punktu

[f(x) .g(x)]/ — lim f<x+h) -g(x+h) _f(x) -g(x):

— h
f(x+h)}‘lg?x+h) —f(X)gx+h)+f(x)glx+h) — f(x)-g(x)

h—0 h
DI e+ B E | -0 4000

= lim
h—0

X ol /
PRZ. Oblicz (e Smx)

¥2

TW. (o pochodnej funkcji ztozone;j)
Zat.
f - rézniczkowalna w x
g - rézniczkowalna w yg = f(xo)
Teza: go f jest rézniczkowalna w x i (go f) (x0) = &' (f(x0)) - £/ (x0)
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PRZ. Oblicz pochodne funkc;ji:

h(x) =vVx>+1
h(x) = cos’ 3x

h(x) =x*

h(x) = cosxsin¥
h(x) = x*)

TW. (o pochodnej funkcji odwrotnej)
Zat:

1. f:U —V jest bijekcja,
gdzie U jest otoczeniem punktu xo oraz V jest otoczeniem punktu yo = f(xo),

2. f jestrézniczkowalna w x,

3. f'(x0) #0,

Teza: f~! jest rézniczkowalna w yo = f(xo) oraz (f~ 1) (yo) = -~

f'(x0)"
PRZ. Oblicz (arctgx)’ korzystajac z tw. o pochodnej funkcji odwrotne;j.

c¢. d. wzoréw podstawowych na pochodne:

(arcsinx)’ = Nipr xe(—1,1)
(arccosx)’ = — 11—x2 xe(—1,1)
(arctgx)’ = "

(arcctgx)’lz 1 —ixz

(Inx) = N

(log,x)" = xlila

Uwaga. Pochodne funkcji elementarnych sa funkcjami elementarnymi.

Spostrzezenie
F(x) = f(x0) + f'(x0)(x — x0) dla x bliskich xo.

PRZ. Oblicz przyblizong warto$¢ arctgl,05

DEF. (druga pochodna funkcji)
f:U — R, frézniczkowalna w otoczeniu U punktu x
ffiUsx— fl(x) eR
Druga pochodna (pochodng 2-go rzedu) funkcji f w punkcie xg nazywamy
F1(20) 2 i 70— 0]
X—X( X — X0

Prosciej: £ (x) = (f'(x))'.

(o ile istnieje).
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Ogodlnie. Jesli istnieje pochodna rzedu (n-1)-go funkcji f w otoczeniu punktu x, to pochodna rzedu

n-tego jest réwna " (x) A ( f (”_1)(x)>/.

Oznaczenia:

ACR

D"*(A) - zbiér funkcji n-krotnie rézniczkowalnych na A

C"(A) - zbiér funkcji n-krotnie rézniczkowalnych na A i takich, ze f") jest ciagta na A
C"(A) CD"(A)

PRZ.
Wyznacz wzor na n-ta pochodng funkcji f(x) = Inx.

TW. (o zerowaniu si¢ pochodnej w punkcie, w ktérym funkcja przyjmuje warto$¢ ekstremalna)
Zat:

1. feC(la,b])
2. feD((a,b))

3. istnieje takie xo € (a,b), ze f(x9) = max f(x) lub f(xp) = min f(x)

x€la,b) x€la,b]
Teza: f'(x9) =0

Dowod: Pokazemy dla przypadku, gdy f(xo) = m[a)l(ﬁ f(x)
x€la,
f(x) = f(xo) »

=0
X—X0 X — X0

x<xpex—x9<0
f(x) < f(x0), bo f(xp) - max
f(x) = f(x0) <0
10 -1t _

X —X0

lim f(x) = f(xo)
x—xy X —X0

f/_ (X()) >0

IIp.
xX>xp<x—x9 >0
f(x) = f(x0) <0
J(x) = f(x0) <0
X — X h
)~ o)
x—xg X —X0

fi(x0) <0
f(x0) = 0N fi(xo) <O= f'(x0)=0. O

> 0 (co wynika z twierdzenia zachowaniu nieréwnosci dla funkcji)

<0

TW. (Rolle’a)
Zat:

1. fe€C([a,b])
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2. fe€D((a,b))
3. fla) = f(b)
Teza: 3¢ € (a,b) f'(c) =0.
Dowdd:

I fjest stata na [a,b] tzn. Vx € [a,b]f(x) = f(a) = f'(c) =0Vc € (a,b).

Tw. Weierstrassa
—> 3

IT f(x) nie jest stata ¢ € (a,b) f(c) = max f(x)V f(c) = min f(x)

x€la,b] x€la,b]
z poprzedniego Tw. f'(¢)=0. O

TW. (Lagrange’a)
Zat:

1. fe€C([a,b])
2. feD((a,b))

Teza: 3¢ € (a,b) f'(c) = W
Dowéd: Stosujemy twierdzenie Rolle’a do funkcji 4(x) = f(x) —
a) = fla) - =T
) = o) - L= T10
= h(a) = h(b) = 3c € (a,b) W' (c) =0
) =100 - L

TW. (Cauchy’ego)
1. f,g€C([a,b))

2. f.g€D((a,b))

3. Vx e (a,b) g'(x) £0

f'(c)

)

Wtedy Jc € (a,b)

g'(c
Twierdzenia Rolle’a, Lagrange’a i Cauchy’ego nazywamy twierdzeniami o wartosci Sredniej ra-
chunku rézniczkowego.
TW. (reguta de L’Hospitala)
Zat:
1. f 1 g sardézniczkowalne pewnym sasiedztwie S punktu xg

2. VxeSgx) #0Ng (x) #0
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3. (lim f(x) =0A lim g(x) = o) lub (lim f(x) = £oo A lim g(x) = ioo)

X—rX( X—rX( X—rX( X—X0

4. istnieje lim L (x)
=0 g'(x)
o _

Teza: istnieje lim —=% =
z J X—X0 g(x) X—X0 g/(_x>

Uwaga. Twierdzenie de L'Hospitala mozna stosowaé do granic niewtasciwych i do granic jedno-
stronnych.

PRZ. obliczy¢ granice:
X —sinx

lim 3
x—0 X

Iim xInx
x—0t

lim x*

x—0t

TW. (warunki wystarczajace monotonicznosci funkcji)
Niech f bedzie funkcja rézniczkowalng na przedziale I = (a,b).
Jeslivx eI :

1 x) =0, to f jest stataw [

2 x) >0, to f jest rosnaca na /

4

- f(x)
(%)

3. f'(x) >0, to f jest niemalejaca na [
. f(x) <0, to f jest malejaca na I
(%)

5 x) <0, to f jest nierosnaca na /

Dowod: 2)
x1,x €1, x1 <xp

fx2) = f(x1)

z tw. Lagrange’a 3¢ € (x1,x2) f/(c) =
X2 —X1

flx2) = fx1)

fllc)>0& o
X2 — X >O<:>f(x2)—f(x1) >0
fx)>fla) O

1
PRZ. Czy f(x) = — jest malejaca na catej dziedzinie?
x

PRZ. Pokazac, ze arcsinx +arccosx = % Vx € [—1,1]

EKSTREMA LOKALNE funkcji

DEF. Niech f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu U punktu xg.

Moéwimy, ze f ma w punkcie xg rr%akslmugn lokalne 2% istnieje takie sasiedztwo S(xp,8) C U,
minimum

w ktérym Vx € S(xo,0) f(x) (<) f(x0)
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TW. (Fermata, warunek konieczny istnienia ekstremum)
Zat:

1. f przyjmuje ekstremum lokalne w xq

2. f jest rézniczkowalna w xq

Teza: f'(x9) =0

Dowéd: Analogiczny do dowodu twierdzenia o zerowaniu si¢ pochodnej w punkcie, w ktérym funk-
cja osigga warto$¢ ekstremalna.

TW. (I warunek wystarczajacy istnienia ekstremum lokalnego)

1. f jestrozniczkowalna w pewnym otoczeniu U punktu xp
2. f'(x0) =0
3. istnieje takie sasiedztwo S(xg,0), ze:

a. jesli (Vx € S~ (x0,0) f'(x) > 0 oraz Vx € ST(x0,8) f'(x) < 0) to f przyjmuje w xo
maksimum lokalne,

b. jesli (Vx € S~ (xp,0) f'(x) < 0 oraz Vx € St (x0,8) f(x) > 0) to f przyjmuje w xo
minimum lokalne.

Dowéd: (wynika z tw. Lagrange’a).

PRZ. f(x) = &

X

Ekstrema globalne

PRZ. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwigksza warto$¢ funkcji f(x) = x°|x + 2| osiagana na przedziale
[_47 1]-

Spostrzezenie Jesli f jest ciagla na przedziale domknigtym, to aby wyznaczy¢ warto$¢ najwigksza i
najmniejsza wystarczy wzia¢ pod uwage wartosSci funkcji osiagane w punktach:
a) w ktoérych pochodna jest réwna 0,
b) w ktérych funkcja nie jest rézniczkowalna,
c) ktére sa koncami przedziatu.

PRZ. Wyznaczy¢ najmniejsza i najwigksza wartos¢ funkcji f(x) = x* osiagana na calej dziedzinie.

TW. (Taylora)
Zat:

1. U - otoczenie punktu xg
2.xeU

3. feC(U)
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Teza: Jc € (xp,x)

/ 1 (n—1)
0= a0+ L8 ey 0 e IO et 0,
: F(c) i
gdzie Ry (xp,x) = - (x —xp)" - reszta Lagrange’a we wzorze Taylora
n—1 r(k)
flx)= Z f k('xo) (x —x0)¥ + Ru(x0,x), (gdzie przyjmujemy, ze ) (x) = f(x))
k=0 :
Inny zapis wzoru Taylora: & = x — xp
/ 1" (n—1)
f(X() +h) — f(xO) + f <x0)h+ f (XO)hZ .+ ‘f—('xo)hn—l +Rn(x07.x>,
1! 2! (n—1)!
(n)
gdzie R, (xg,x) = f—'(c)h”
n!
Inny zapis reszty Lagrange’a:
(n) _
960 € (0,1) Ry(x) = L0 F0x=x0)

n!

Jesli xg = 0, to wzdr Taylora nazywany jest wzorem Maclaurina.

PN A(U) f"00)
fx)=f(0)+ 1 x+-~+mx '+ Ru(x)
") (¢
R, (x) = f—()x" c € (0,x)

n!

DEF. Wielomian W (x) = f(xo) + @ (x—x0)+...+ % (x —x0)"~! nazywamy wielomianem

Taylora dla funkcji f w punkcie xg
Spostrzezenie Yk =0,....n—1 W® (x0) = f®(xg)
WN. . f(x)Z2W(x) VxeU
2. |[f(x)=W(x)| = |Ru(x)|] YxeU
PRZ. Oblicz Ye z doktadnoscig do 104,
PRZ. Wyznacz doktadnos¢ wzoru przyblizonego sinx == x — %3 dla |x| <0, 1.

TW. (II warunek wystarczajacy istnienia ekstremum lokalnego)
Zat:

1. U - otoczenie punktu xg

2. feC?(U)
3. f(x0) =0
Teza:

1. Jesli f(xo) > 0, to f przyjmuje minimum lokalne w xj.

2. Jesli f”(xp) <0, to f przyjmuje maksimum lokalne w x.
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Dowéd: 1) z tw. Taylora
F(x) = fxo) + f'(x0) (x — x0) + f"(c) (x —x0)?, ¢ € (x0,%)
fx) = fx0) + f"(c) (x —x0)?
Jesli f”(xg) > 0, to poniewaz f” jest ciagta, to f” zachowuje znak w pewnym otoczeniu U’
punktu xq. Stad:

Vxe U  f"(c)>0,cée (xp,x)
= f(x) = f(x0) + f"(c)(x—x0)* = f(x) > f(x0) Vx € U', x#x0

>0 >0
= W Xo f przyjmuje minimum lokalne

TW.
Zat:

1. U - otoczenie punktu xg
2. feCc™U)
3. f(x0) = f"(x0) = ... = F2" D (xg) = 0
Teza:
1. Jesli £ (xo) > 0, to f w xo przyjmuje minimum lokalne.

2. Jesli £ (x0) <0, to f w xp przyjmuje maksimum lokalne.
PRZ. Pokaz, ze f(x) = x* ma minimum lokalne w 0.

Funkcje wypukte i wkleste

DEF.
I - przedziat CR, 1 C Dy

Funkcje f nazywamy wypukta w I < gdy nadwykres funkcji f czyli {(x,y) :x €1,y > f(x)}
jest zbiorem wypuktym.

Funkcje f nazywamy wklesta w I < gdy nadwykres funkcji - f czyli jest zbiorem wypuktym.

DEF. f jest r6zniczkowalna w I = (a,b)

f jest SciSle wypukta w I &
(wklesta)

Vxo €IVx el x#x0 f(x) (>) f(x0) + f'(x0) (x — x0)

TW. (warunek wystarczajacy wypuktosci i wklgstosci funkcji)
Zat. f € C*(I),
Teza:

1. JesliVxeI f"(x) >0, to f jest wypukta w 1.

2. Jeslivxel f"(x) <O0,to f jest wklesta w I.

Dowéd: 1) z tw. Taylora:
J(x) = f(x0) + f'(x0) (x —x0) + fz(vC)

f"(c) >0, Ra(x)>0Vx#xo, xel
f(x) > f(x0) + f(x0) (x —x0)

(x—x0)%, x €1, c € (xq,x), c €I
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DEF.
f jest okreslona w pewnym otoczeniu U punktu xo,
f jest ciagta w x,
Moéwimy, ze punkt (xp, f(xo)) jest punktem przegigcia funkcji f < w jednym sasiedztwie jed-
nostronnym punktu xy funkcja f jest wypukla, a w drugim wklesta.

PRZ. f(x)=x

TW. (warunek konieczny istnienia punktu przegigcia)
Zat:

1. U - otoczenie punktu xg

2. feC(U)

3. punkt (xp, f(x0)) jest punktem przegigcia funkcji f
Teza: "' (x9) =0

TW. (warunek wystarczajacy istnienia punktu przegigcia)
Zat:

1. f jest okreSlona w pewnym otoczeniu U punktu xo,
2. fjest klasy C? na pewnym sasiedztwie S punktu xo,
3. f jest ciagla w x,

4. 35 (x9,0) Vx € S (x9,0) f"(x) (i) 0 oraz

E|S+(X(), 5) Vx € S+(X(), 5) f”(x) (<) 0
>

Teza: f ma w punkcie xy punkt przegigcia

2

PRZ. f(x)=e¢*

Asymptoty

. . . . .. . d
DEF. Méwimy, ze prosta x = xg jest asymptota pionowa lewostronna funkcji f <:f>
1. f jest okreslona w pewnym lewostronnym sasiedztwie punktu xq

2. lim f(x) = doo

X —>X0

Analogicznie okreslamy asymptotg pionowa prawostronna.
Jesli prosta x = xp jest asymptota pionowa lewostronng i prawostronng to nazywamy ja asymp-
tota pionowa obustronna.

PRZ. Wyznacz asymptoty pionowe funkcji f(x) = ex.
Spostrzezenie Jesli f jest ciagta w xg, to x = x( nie jest asymptota pionowa funkcji f.
DEF. Prosta y = ax+ b nazywamy asymptota uko$na funkcji f w +oo g

1. f jest okreS§lona w otoczeniu oo
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2. lim [f(x)—(ax+b)]=0

X—ro0

Analogicznie definiujemy asymptotg uko$nag w —oo.
Jesli a = 0, to asymptot¢ nazywamy pozioma.
TW. Funkcja f(x) ma asymptote uko$na y = ax+b w +oo <
fx)

o= Jim T2 ib= lim [7(5)-ad

Analogiczne twierdzenie zachodzi dla asymptoty uko$nej w —oo.

PRZ. f(x)= %
X

PRZ. Wyznacz wszystkie asymptoty funkcji f(x) = xIn(1+ %)
DEF. f:D—-R,DCR
Funkcje f nazywamy parzysta g
1. Vx € D —x € D (D - zbiér symetryczny wzgledem 0)
2.VxeD f(—x)=f(x)

DEF. Funkcje f nazywamy nieparzysta g
1. VxeD —xeD
2.VxeD f(—x)=—f(x)
PRZ. Pokaz, ze funkcja f(x) = sinx jest nieparzysta.

Spostrzezenie Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi OY, a wykres funkcji niepa-
rzystej jest symetryczny wzgledem punktu (0,0).

DEF. f:D—-R,DCR
Funkcje f nazywamy okresowa g gdy istnieje takie 7' > 0, ze:
1. VxeD x+TeD
2.VxeD f(x+T)=f(x)
Liczbg T nazywa si¢ woéwczas okresem funkcji f.

PRZ. Pokaz, ze funkcja f(x) = cosx jest okresowa.

BADANIE PRZEBIEGU ZMIENNOSCI FUNKCJI
I Analiza wzoru funkcji

Dziedzina
Punkty przecigcia z osiami ukt. wsp.
WiasnoSci szczegdlne (parzystosé, nieparzystosé, okresowosc, cigglosc)

Granice na krancach dziedziny

Al e

Asymptoty
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IT Analiza pochodnej funkcji (f7)
6. Obliczamy f’, rozwiazujemy réwnanie f/(x) = 0 oraz nieréwnosci f'(x) > 01 f/(x) < 0.
7. Przedziaty monotonicznosci

8. Ekstrema lokalne
III Analiza drugiej pochodnej funkeji (/")
9. Obliczamy f’, rozwiazujemy réwnanie f”(x) = 0 oraz nieréwnosci f”(x) > 01 f”(x) < 0.

10. Przedziaty wypuktosci i wklgstosci
11. Punkty przegigcia

IV Tabelka
V Szkic wykresu funkcji

PRZ. Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji f(x) = %
x

PRZ. Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji f(x) = xex
RACHUNEK CALKOWY FUNKCJI JEDNE]J ZMIENNE]
DEF. f:I1—-R, ICR
Funkcje F : I — R nazywamy funkcja pierwotng funkcji f na przedziale / <d——f> gdy
Vxel F'(x)=f(x).
DEF. Jesli funkcja f ma funkcje pierwotna na /, to f nazywamy catkowalng w sensie Newtona na /.

PRZ. Wyznacz funkcje pierwotne funkcji f(x) = 2x oraz funkcji f(x) = )1_(

TW. F jest funkcja pierwotng funkcji f na /.
Teza: G jest funkcja pierwotna funkcji fnal < 3C e RVx €1 G(x) = F(x)+C

Dowéd: (<) G(x)=F(x)+C
G'(x) = F'(x)+(C)’
G'(x) = f(x) = G jest funkcja pierwotna funkcji f.

(=) G jest funkcja pierwotna funkcji f na F
S Vxel G (x)=f(x).
vrel hx)EGx) - Fx)
Vxel NWx)=G(x)—F'(x)=f(x)—f(x)=0
=Vxel h(x)=C-stata
G(x)—F(x)=C
G(x)=Fx)+CH
DEF. f - calkowalna w sensie Newtona
F - funkcja pierwotna funkcji f
Calka nieoznaczong funkcji f nazywamy zbidr wszystkich funkcji pierwotnych funkcji f, czyli
{F(x)+C: CeR}.
Zapis. /f(x)dx =F(x)+C,CeR

/ - symbol caltki

x - zmienna catkowania
f(x) - funkcja podcatkowa
C - stala catkowania
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Spostrzezenie 1. Jesli funkcja f ma funkcje pierwotna na I, to

Vxel ( / f(x)dx)/ — f(%)

2. Jesdli funkcja f jest rozniczkowalna na /, to
Vrel /f’(x)dx — f(X)+C,CER

DEF. f - calkowalna w sensie Newtona
F - funkcja pierwotna funkcji f na [a,b]
Calke oznaczong (Newtona) nazywamy

/f(x)dx A F(b) — F(a) - liczba

a

a - dolna granica catkowania

b - gérna granica catkowania

Inny zapis: F(b) — F(a) = [F(x)]° = F(x)|"

a

Spostrzezenie WartoS¢ calki oznaczonej nie zalezy od wyboru funkcji pierwotnej tzn.
jesli F i G sa funkcjami pierwotnymi funkcji f na [a,b], to

/ F(x)dx = F(b) — F(a) = G(b) — G(a).

Dowéd: G(x) = F(x)+

G(b) —G(a) (b)+C (F(a)+C)=F(b)—F(a).

TW. (warunek wystarczajacy istnienia funkcji pierwotnej)
Jesli funkcja f jest ciagla na I, to f ma pierwotna na /.

Uwaga. Funkcja pierwotna funkcji elementarnej nie musi by¢ funkcja elementarna!

np. / e*xzdx, / wdx / V14 x3dx, / cos(x dx . nie s funkcjami elementarnymi.

CALKI FUNKCJI ELEMENTARNYCH
/ 0dx=0+C

/adx:ax+C

xr+1
/x’dx: T +C, r#—1

1
/—dx:1n|x|—|—C
X
/xdx—a——l—C
Ina
/ dx=e"+C

sinxdx = —cosx+C

/cosxdx =sinx+C
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1
/ T dx =arctgx+C

dx = arcsinx+C

[ =

TW. f,g-catkowalnenal,a € R
Wtedy:

L[ 1700+ g(ldr= [ f@dx+ [ gx)ax

2. /[af(x)]a’x:a/f(x)dx

PRZ
/(2x3 —4x% 4+ 2x+ 1)dx

2
X

d

/1+x2 *

TW. (wzdr na catkowanie przez czgsci)
u,v e C\(I)

Wtedy / u(x)V' (x)dx = u(x) - v(x) — / u' (x)v(x)dx

Dowod:

PRZ. / 2 sinxdx

Analogicznie catkujemy:

/ W (x)cosxdx
/ W (x)a*dx

Typ 1I.
PRZ. / *% Inxdx

PRZ. / Inxdx
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Analogicznie catkujemy:
/ W (x) arcsin xdx

/ W (x) arccosxdx
/ W (x)arctg xdx
/ W (x)Inxdx

Typ IIL
PRZ. / e sinxdx - catka dwumienna

PRZ. / sin” xdx
TW. (o catkowaniu przez podstawienie)
Zat:
1) f:J—R, fcalkowalnanaJ
2) o:1—=J, o@ecC(I)

Teza: [ f(9(x)- ¢'(x)dx = F(9(x)) +C,
gdzie F jest dowolng funkcja pierwotna funkcji f.

Dowé6d: Wynika z tw. o pochodnej funkcji ztozone;.

r=@(x

Inny zapis: /f(‘P(x)) @' (x)dx = dt = (p’(x))dx

PRZ.

1) /2005 2xdx

2) /(3x—5)‘°dx

x
3 / ——dx
) V1—x2
Spostrzezenie f € C!(I)

Wtedy / ];((j)) dx = In|f(x)| +C

— [ riar=F)

1=9(x)

o (S e=f) |1 _
Dowod: /f(x) dx = dt:f,<x)dx‘—/;dt—ln|t]+C—ln|f(x)\+C
PRZ.

/tgxdx

/arctgxdx
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CALKOWANIE FUNKCJI WYMIERNYCH

_ Pk
f(X) - Q(X) ‘ .
P(x),Q(x) - wielomiany

DEF. Funkcj¢ wymierna nazywamy wlasciwa jesli stopiei wielomianu w liczniku jest mniejszy od
stopnia wielomianu w mianowniku.

Spostrzezenie Kazda funkcje wymierng da si¢ przedstawi¢ w postaci sumy wielomianu i funkcji
wymiernej wlasciwe;.

Dowéd: P(x) =W (x)-Q(x)+R(x) st. R(x) <st. Q(x)

PO e R
o0 VT

/

TW. Kazdy wielomian Q(x) da si¢ roztozy¢ na iloczyn wielomianéw stopnia pierwotnego i wielo-
mianéw nierozktadalnych stopnia 2-go.
Q(x) = ap(x—x)k - (x—x2)2- ... (P prx+q) - (P +pax+q)?-. ..,
gdzie A = p% —4¢g; < 0 dla kazdego i.

PO (i [R@)
Q(x)dx—/W( \d +/Q(x)d

PRZ.
At —1=2-1D)?+1)=x—-Dx+1D>+1)
baxt+l=... = —V2x+ 1) +vV2x+1)

TW. Kazda funkcje wymierng wiasciwa da si¢ w jednoznaczny sposéb zapisa¢ w postaci:
R(x) A As A
= s+t ——
Okx) x—x1  (x—x) (x—x1)
Bix+Cy Byx+(C; Bix+(

P +pixtq) (P+px+q)? T (P4 pixtaqr)!
gdzie Ay,...,Ap,...,B1,....By,...,Cy,...,C,... -stale € R

+ ... - utamki proste /-go rodzaju

+ ... - utamki proste /7-go rodzaju

PRZ. Roztozy¢ na sume¢ utamkéw prostych funkcje:
4

—1

a) a
AT TPy
1

©) x2 4+ xt

Catkowanie utamkéw prostych I-go rodzaju

1
1. / dx=1In|x—xo|+C
X —X0

I =Xx—Xxp
dt =dx

; P 1 1
= [t dt = C= . C
/ —n+1 * l—n (x—xg)"! +

2. /mdx:

Catkowanie utamkow prostych /7-go rodzaju:
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TW.

)/ 2x+3
x2-|-2x+3

x+2
d
)/ (x2+2x+2)2

1
Lh=[——d
" /<1+x2)" *

1
I = / N +xza’x = arctgx+C

[ — X L 2n—73 I
"T2m—D(1+x2) L 2(n—1) !

DEF. Jednomianem dwo6ch zmiennych nazywamy funkcje postaci ax"y”, gdzie n € NU {0},

m € NU{0} oraz a - stata.

Wielomianem dwoéch zmiennych W (x,y) nazywamy dowolng sume skoficzong jednomianéw
dwéch zmiennych.

Funkcja wymierna dwéch zmiennych nazywamy iloraz wielomianéw dwoch zmiennych czyli

e - 22

Analogicznie definiujemy jednomian, wielomian i funkcje wymierng n zmienyych.

CALKOWANIE FUNKCIJI NIEWYMIERNYCH

L. / R(x,\/ ax? +bx+ c)dx = x, gdzie R(x,y) jest funkcja wymierna, a > 0

IIL.

II1.

Podstawienie Eulera: vax? +bx+c =1 —\/ax
Vax +bx+c=t—/ax [()?

ax® +bx+c = t*> —2\/atx + ax®

bx+2\/atx =1> — ¢

2 —
C b+2\at
2—c \
dx=| —— dt
* (b+2\/5t>)
> —c)
vaxc+ox—+c —b+2\/at

* = / R (t)dt, R - funkcja wymierna jednej zmiennej ¢

dx
——  =Inlx+Vx2+A|+C.
/WA x4+ V2 1A

Metoda wspétczynnikéw nieoznaczonych (Lagrange’ a)

W
\/%dx— o1 (x \/ax2+bx+c+7t/

PRZ. Pokaz, ze

\/ax2+bx+c

X
PRZ. /—dx
V4 —x?

1

T Xx—Xp
dx X—Xx0= l . .y
/ = 10 — metoda wspotczynnikéw Lagrange’a
k 2 =2
X —x0)kVax Fbx+c |x t+X0
dx=—4
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dx
PRZ. /
(x+1)vVx>+2x

a4l Pn

b\a b\ m

IV. / R x, aroy” yeees RN dx < funkcja wymierna n+ 1 zmiennych
cx+d cx+d

B ax—+b
lex+d

=1, s=NWW(qi,...qn)| — calka funkcji wymiernej

dx

PRZ. /
Vx+1-1
CALKOWANIE FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH
L. /sin”xcosmxdx =I,mneZl

a) przynajmniej jedna z poteg jest nieparzysta, np. m = 2k + 1

t =sinx
I= /sm x- (cos?x)¥ - cosxdx = | dt = cosxdx | = /t"(l —Hkdr
cos?x =112

b) obie potegi sg parzyste, n,m € N, korzystamy ze wzoréw na funkcje podwojonego kata
sin?x = J(1 —cos2x)

cos?x = 2(1 + cos2x)

sinxcosx = %sm 2x

PRZ. / sin? x cos? xdx

1
II. /sinaxcos bxdx = 5 /[sin(a +b)x+sin(a — b)x|dx

1
sinaxsinbxdx = 3 /[cos(b —a)x —cos(b+a)x|dx

——

1
cosaxcosbxdx = 5 /[cos(b —a)x+cos(b+a)x|dx

r=tgx
X = arctg t
dx = H_lzdt
2
. 2 2 . - Sln X ) )
I [ R(sin“x,cos”x,sinxcosx)dx = | 2 si’x  _ cos2 _tgfx ¢
sinfx+cos2x  sinZx 1 T 14tgZx 1442
COS2 1 1
2. Ccos“x _
cos x = sinlxtcos?x  t@xt+l 1442
Sinxcosx = 11
dx
sin“xcos*x
_ X
= tgj
x = 2arctg t
_ 2
dx = _1+t2dt .
2 sin & . zsm%
. _|. . . SIn5-COS5 cos
IV. /R(smx,cosx)dx sinx = sin(2- £) = 2sin£ cos & = — 2 2 %3 12t12
sin %—i—cosz% sin” 5 +
cos? 3
2x 2x 102 X
22X 2x 053 sin;  1—-tgy; | p
COSX = C0s” 5 —sin“ 5 = : 5= Y =1
cos?5 +sin"5  1+1g73
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PRZ. /
sinx

CALKA RIEMANNA

f:]a,b] = R, ograniczona

Tworzymy ciag podziatéw (P,),cn przedziatu [a, b]:
Pia=xo<xi<xp<..<xi<...<x,=05b

X0, - - - ,Xn - punkty podziatu

Axi:xi—xi_l, = 1,...,n

0, = max{x; —x;_1: i=1,...,n}- Srednica podziatu P,

Ciag podziatéw (P,),cn nazywamy normalnym &L r}l_rgo 6, =0

Niech P, bedzie podziatem przedziatu [a, b].

W kazdym z przedzialéw [x;_1,x;] wybieramy punkt posredni ¢;: Vi=1,...,n ¢; € [x;_1,xi].

Niech S, A Z f(ci)Ax; - suma catkowa dla podziatu P, przy ustalonym wyborze punktéw posrednich
Ci. =l
(Sn)nen - ciag sum catkowych dla ciagu podziatéw (P, ),en -
DEF. Jesli dla kazdego normalnego ciagu podziatow przedziatu [a,b] i dowolnego wyboru punktow
posrednich ¢; istnieje li_r>n Sy, ktéra nie zalezy ani od wyboru ciagu podziatéw, ani od wyboru
n—oo

punkt(’)w posrednich, to granicg t¢ nazywamy catka Riemanna funkcji f na przedziale [a, b].

/f )dx = lim ch,

(6 —>0

Przyjmujemy, ze / f(x)dx=0.

PRZ. Oblicz catke Riemanna funkcji statej f(x) = K na [a,b].

TW. Funkcja ciagta na przedziale domknigtym i ograniczonym [a, b] jest catkowalna w sensie Rie-
manna.

TW. (interpretacja geometryczna catki Riemanna)
Zat: f :[a,b] — R, ciagta
Velab] flx)=0

Teza: pole obszaru D = {(x,y) : x € [a,b] N0 <y < f(x)} jest rtéwne /f(x)dx

PRZ. Pokaz, ze funkcja Dirichleta nie jest catkowalna w sensie Riemanna na [0, 1].

~fo,xe0,1\Q
D) = {1, xeQn[o,1]

DEF. ACR
A jest ”zbiorem miary Riemanna réwnej 0"<

Ve >0 H[ai,bi],i S {1,...,]’1} AcCc U [ai,bi] A
i=1

-

(bl’ — ai) <E&.

i=1

PRZ. Pokaz, ze zbidr ztozony z jednego elementu czyli {xo}, gdzie xo € R, jest “zbiorem miary
Riemanna réwnej 0".
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Spostrzezenie Kazdy zbidr skoiczony X C R jest “zbiorem miary Riemanna réwnej 0".

PRZ. Cw. dom.
Pokaz, ze zbiér A = {% :n € N}, jest ”zbiorem miary Riemanna réwnej 0".

TW. Zat: f jest calkowalna w sensie Riemanna na [a, b],
{x€la,b]: f(x)# g(x)} jest "zbiorem miary Riemanna réwnej 0"
b

Teza: g jest catkowalna na [a,b] oraz / g(x)dx = / f(x)dx

PRZ. Fukcja nieciagta, ktora jest catkowalna w sensie Riemanna.

TW.
Zat: f catkowalna na [a, D]
c € [a,b] b

Teza/f dx—/f dx+/f

PRZ. Fukcja nieciagta sklejana, ktdra jest catkowalna w sensie Riemanna.

TW. (wlasnosci funkcji catkowalnych w sensie Riemanna)
Zat: f, g catkowalne na [a, D]
Teza:

1) Vo, B E R a-f+pB-gjest calkowalna na [a D]
oraz/((xf—l—ﬁg) Ydx = o /f dx+[3/
2) f-gjest catkowalna na [a, D]

b b

3) |f] jest catkowalna na [a,b] i /f(x)dx </|f(x)|dx

a a

4 Veelab] flx)>0= / Fx)dx >

b

b
5) Vx € [a,b] f(x)>g(x)= /f(x)dx > /g(x)dx

a a

TW. (I tw. o wartosci Sredniej)
Zat: f catkowalna na [a, D]
IM,meR Vxela,b] m< f(x) <M
b

Teza: m(b —a) < /f(x)dx <M(b—a)
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Dowéd:

Wystarczy przyjqc ze g1(x) = m g2(x) =M Vx € [a,b] i zastosowal poprzednie twierdzenie.

x) < f(x :/gl dx</f
/bgl(x)dx: /mdx:m(b—a)
ém(b—a)é/bf(x)dx.

Analogicznie dowodzimy, ze / f(x)dx < M(b—a).

DEF. Wartoscia Srednia funkcji calkowalnej f na [a,b] nazywamy liczbe fi = < 5
—a

TW. (II tw. o wartos$ci Sredniej)
Zat: f € C([a,D])

b
Teza: 3c € [a,b] f(c)=fa (= ﬁ/f(x)dx)

Dowéd: f osiaga swoje kresy, bo f ciagta na [a,b] (z tw. Weierstrassa)
dx1 € |a,b =m = inf D xX€|a,b
v €fab] flu)=m=inf{f(x): x m1}}jW€mﬂm<ﬂ@<M

v, € [a,b] f(Xz)— = sup{f(x): x € [a,b]}
2L f(x)(b—a) /f ) (b—a)
ff(X)dx

flx1) < abT < flx)
Z wtasnosci Darboux = Vy € [f(x1), f(x2)] Jc € [a,b] f(c) =y

F )
y="p = €lfn) flx)
e

=3Jc€la,b] flc)=12

DEF. f catkowalna [a,b]

Funkcja gornej granicy catkowania nazywamy funkcje ¢ (x / )

TW. (o ciagtosci funkcji gérnej granicy catkowania)
Zat: f catkowalna na [a D]

Teza: funkcja ¢ (x / f(t)dt jest ciagta na [a, b].
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Dowéd: xy € [a,b]
¢ ciagtaw xp < hm q)(x0+h) o(x0) & hm [q)(xo +h)—¢(x0)] =0

x0+h xo+h xo+h
O (xo+h)—¢(x0) / fx)dx— /f dx—/f Ydx+ / xX)dx— /f x)dx = / f(x)dx
X7hf x7h|f (x)|dx <M(xo+h—x0) =M-h

O< 11m|q)(x0+h) o(x0)| < limM-h=0
h—0

TW. (o rézniczkowalnosci funkcji gérnej granicy catkowania)
Zat: f catkowalna na [a, D]
f jestciagltaw otoczeniu X0 € |a,b]

Teza: funkcja ¢ (x / f(r)dt jest rézniczkowalna w xq oraz ¢’ (xp) = f(xo).

xo+h
x)dx
Dowéd: ¢(X0 +h) — ¢(X0) _ x{ f( ) Tw. IIO\;éredniej (*)
h h
Xo+h

¢/ (x0) = lim Y00 — Yim f(xo+ 8h) = f(x0), bo f jest ciagta w xo.
h—0 h—0

Uwaga. Jesli zdefiniujemy funkcje ¢ (x / f(x)dx, gdzie c jest dowolnym punktem nalezacym do
[a, D], to twierdzenia poprzednie sg prawdz1we dla ¢.

TW. (Newtona - Leibniza)
Zat: f ciagta na [a,b] (domknigtym i ograniczonym)
F pierwotna do f na [a,b]
Tlc:,za:

[ fdx=F®) - Fa)

a
(Catka Riemanna na [a,b] = catka Newtona)

Dowdd: Z poprzedniego twierdzenia, ¢ / f(x)dx jest funkcja pierwotna do f na [a,b].
b a
[ rax= )~ [ 5 6(a) = F(b) = F(a), bo
a



PRZ.

1
1) x*dx
/
2 +1, xe[-1,0)
2) /f(x)dx, fx) = {)26—); ie : 2,]
0 ) )
r sinx, x L.,
3) / f(x)dx, f(x) = {gmx x:{[lo Z];g } eN}

0

o Tim 1 1 1
PRZ. Obllcz’}geom+m+m+...+m.

CALKI NIEWEASCIWE

£ :la,b] — R, ciagta 22K / F)dx = ¢(b) — d(a)

1) fjestciagtaw w [a,b) (f nie jest ciagta b lub f nie jest okreslona w b)

b B
[ f@de= tim_ [ fx)ax

a
Jesli istnieje ta granica, to te granice nazywamy catka niewtasciwa na [a,b] i méwimy, ze
ta catka jest zbiezna (w przeciwnym razie moéwimy, ze jest rozbiezna).

dx
PRZ. /
" V1—x2

2) fjestciagtaw (a,b] (f nie jest ciagta a lub f nie jest okreslona w a)
b

f)dx= lim_ [ f(x)dx

oa—at
(04

1
PRZ. / ldx
X

3) fjestciagtaw (a,b) (f nie jest ciagta lub nieokreslona w punktach a i b)
xo € (a,b)

X0

B
/f dx = lim_ f( )dx+ﬁlir2/f(x)dx

oa—at

IIL.
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D fEC([ ,+e0))
B

/f dx—hm f()

—+oo
PRZ. Zbadaé zbieznos¢ / sinxdx.
0

2) fEC«_oovb])

b b

f(x)dx= lim [ f(x)dx

o——oo
a

3) fec((_oo7+°°))

oo a oo
/ Flx)dx = / F)dx+ / F(x)dx

PRZ. /
1+ x2

TW. (o zbieznoSci catek)
Zat:Vx € [a,b) 0< f(x) < g(x)
fg ciagle [a,b)
Teza: / g(x)dx zbiezna = / f(x)dx zbiezna
[a,b) [a,b)

o0

PRZ. Zbadaé zbieznosé / ma’

2

PRZ. Znalez¢ funkcje pierwotna funkcji f(x).
0, x<0
f(x) 4 x, xe[0,1]
¥, x> 1

TW. (catkowanie przez czg¢sci dla catek oznaczonych)
Zat: u,v € C'([a,b))
b b
Teza: /u(x)v’(x)dx = [u(x) -v(x)]z - /u'(x)v(x)dx

a a

TW. (catkowanie przez podstawienie dla calek oznaczonych)
Zat: f € C([a,D])
¢: [, B] = [a,b], ¢ - bijekcja, ¢ € C'([ax, B])
¢(a)=a, ¢(B)=b

b

B
Teza: [ f(x)dx= [ £lo(0)9/(1)a

a
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a
PRZ. Oblicz / Va*—x*dx, a>0
0

ZASTOSOWANIA GEOMETRYCZNE CALEK
Pole obszaru

TW. D={(x,y): x€[a,b], p(x) <y < y(x)}
¢,y - clagle w [a,b] (Vx € [a,b] 9(x) < y(x))

Teza: D] = [ (w(x) ~ 9()d

a

Wspélrzedne biegunowe
r - promien wodzacy
¢ - kat (biegunowy) skierowany
T =cosQ
=sing
X =rcos @
y=rsin@
(r, @) - wspdtrzedne biegunowe punktu
r€[0,400) (r=0!")
pcR

—_—AN—" ==~

PRZ.
Narysowac spirale Archimedesa dana wzorem r = @.

PRZ. Narysowaé lemniskate Bernoulliego (x*> +y?)? = a?(x*> —y?), a > 0.

Obliczy¢ pole obszaru D = {(x,y) e R:x=rcos¢, y=rsin@, 0 < r < r(9), ¢ € [o,B]}.

TW. Zat: r(¢) ciagta w [, B]

r(@)=0
B

Teza: |D| = %/rz(q))dgo.
[0

PRZ. Obliczy¢ pole ograniczne lemniskata Bernoulliego (x> +y?)? = a?(x> —y?).
I x
1 1 L | 1 1
ilP| = /ECIZCOSZ(Pd(p = [Zaz sin2(p] ) = Zaz(sing —sin0) = Zaz(l -0)= Zaz
0
P =a?

Krzywa zadana parametrycznie
x=ux(t), y=y(t), t € [, B]

PRZ. Okrag zadany parametrycznie.
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TW. (pole obszaru ograniczonego krzywa zadang parametrycznie)

x=0(t)
Zat: L : , te|a,
y=y(r) [, )
Viela,B] w()=0
vie[a,B] ¢'(r)>0
<p€C‘([aﬁ

Dowéd
[ =) =07
y=vl) y=wle ()
o(B) o(B) =0 '(x) B
D= [ ywax= [ o Widr=| x=o0) | ™" [y(0)-¢()ar.m
ola) ola) dx = ¢/ (r)dt a
B
Inaczej: |D| /y(t) X (t)dt
o
PRZ. , ,
Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego elipsa % + 37 = 1.
PRZ.

Obliczy¢ pole obszaru ograniczonego cykloida
x = a(t —sint)

y=a(l —cost)

t € 10,2n7]

Dhugos¢ krzywej

L: {x = *(t) tela,p]

y=y(t)
Tworzymy ciag podziatéw przedziatu [ct, B]
=fhHh<hn<..<tb1<t,=P
5n :max{|t,-—t,~_1|, i= 1,...,11}
Py = (x(ti-1),y(ti-1))
P = (x(t:),y(ti))
[Pio1 P = V(1) = x(1i-1))? + (9(11) = y(ti-1))?

dn == Z |P171P1|
i=1

DEF. Jesli istnieje r}grolo dy, to krzywa nazywamy prostowalna i t¢ granicg nazywamy dlugoscia
(6,—0)

krzywe;.
DEF. Krzywa L nazywamy lukiem gladkim <
1) x(t),(t) € C'([e, 1)
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2) Vt € [a, B] (X' (1))* 4 (y'())* > 0)(< w kazdym punkcie krzywej istnieje styczna)

TW. KaZdy tuk gtadki jest krzywa prostowalna i jego dlugosé

= / Vi ))2dt

Uwaga. Dtugos¢ tuku gtadkiego w przestrzeni R”
X1 :x1(t) r e [OC,B]
X2 = X2 (l‘ )

o = (1)
X1, .., % € Cl([a, ﬁ])

§<<» >0V € [a

n
Wiedy |L]| = / , /Z ))2dt.

WN. Krzywa zadana w spos6b jawny
L: y:f(x)7 RIS [a7b]
feC([a,b])

b
Wtedy |L| = /\/ 1+ (f(x))?dx.

Dowod:
x=t

y=y(t)
t € [a,b]

b
L= [y/r+ oo

TW. (dlugos¢ krzywej zadanej rownaniem biegunowym)
Zat: L: r=r(¢), ¢ €|a,p]
r(@) € Cl([a Bl

Teza: |L| = /\/ ¢))*de.

Dowéd:
x=rcos@ x(¢)=r(p) -cose
y=rsing y(@)=r(¢g)-sing

L= [\ (@) + (' (9)1dg

@) =r'(¢)cos @ +r(p)(—sin@)

o)="r(¢ )sn(p+r( )-cos

<P))2+( ’( ))? =

’(fp)> cos® ¢ — 2/ (@) - r(@) cos @sin @ + () sin” o+
+(r'(9))?sin® @ + 27 (@) r(@) sin p cos @ + r> (@) cos® ¢ =
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= (r’((p))z(cos2 o+ sin? o)+ r2(q)) (sin2 ¢ + cos? Q)=

= <r'<q;>>2 +(r(9))?
L= / V(007 + (#(9)de
Podsunl}owanie:
Ll / VIH(P P, y= (), x€ [ab)
Ll / VEOP+ 007, ol x=x0), y=0)
Ll / @)+ (*(9)do. 9 lapl. r=r(p)

PRZ. Obliczy¢ dtugos¢ cykloidy
x = a(t —sint)
y=a(l—cost)

t € 10,2m7]

PRZ. Obliczy¢ dlugos¢ asteroidy
xX=acos’t
y=asin’t
1t €[0,2m]

PRZ. Obliczy¢ dlugos¢ kardioidy
r=a(l+cos@)

Objetosc bryly obrotowej

y=f(x), x € [a,b]

fe€C([a,b])

V - bryta powstata przez obrét krzywej y = f(x) wokét osi OX.
b

Wiedy: objetos¢ bryly V| = 7 / F2(x0)dx

Dowod:
a=xy<x;<...<x,=>b-podziat
i € [xi1,x] AVi=1- f2(ci) - Ax
n n

Vn == Z nfz(ci) 'Axi — anZ(Ci)Axt
i—1

V= lim 7¥L, f(c)Ax —n:/f

(6,—0)
Jesli krzywa jest zadana parametrycznie:
x=x(t)
y=y(), t€]ap]

[
y(t) € C([ex, B])
x(1) € C'([ex, B])

40



Vit € [a,B] X (t) >0
B
Wiedy V| = 7 / V() X (1)t
04
PRZ.
Obliczy¢ objetos¢ bryty powstaiej przez obrot elipsy = + bt =1L
Obliczy¢ objeto$é torusa x* + (y — R)? =

TW. (pole powierzchni bocznej bryty obrotowej)

Zat:
y:f(x>7 X € [a’b]
feCl([a,b])

Vx € [a,b] f(x) =0
Teza: pole powierzchni bocznej bryly powstatej przez obrét krzywej wokét osi OX

S| = 21 / £y 1+ (£/(x))dx

PRZ. Obliczy¢ pole powierzchni torusa x> + (y — R)? =

Jesli krzywa jest tukiem gtadkim:

x = x(t)

y=y(t), 1€ o]

x(1),y(t) € C([a, B])

Vi laB] y(t) >0

Teza: pole powierzchni bocznej bryty powstatej przez obroét krzywej wokot osi OX
B

S| =27 [ 3(0)y/ @ (02 + /().
o
PRZESTRZENIE METRYCZNE

DEF. zbiér X # @
Metryka w zbiorze X nazywamy dowolna funkcje d : X x X — R taka, ze:

1) Vx,yeX d(x,y)=0
2) Vx,yeX d(x,y) =d(y,x) (symetria)
3) Vx,y,z€X d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (warunek tréjkata)
4) Vx,yeX d(x,y)=0x=y
Parg (X,d) nazywamy przestrzenia metryczna.
PRZ. X =R, x,yeR
d(x,y) =y —x|

Dowéd: d(x,z) = |z—x| = [z —y+y—x <[z —y[+]y—x[ = d(y,2) +d(x,y)
(R,|-|) - przestrzefi metryczna

PRZ. X =R? = (x1,y1),(x2,y2) € R?
d,((x1 ,yl) (x2,52)) = v/(x2 —x1)2 + (y2 — y1)? - metryka euklidesowa
dt((xl V1), (x2,32)) = |x2 —x1| 4+ |y2 — y1| - metryka takséwkowa
dm((x1,¥1), (x2,¥2)) = max{|x, — x1]|,|y2 —y1|} - metryka maksimum
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PRZ. X =R" x=(x1,...,%1), y= (V1,---,Yn)
n
de(x,y) =/ ¥ (vi—x:)?

i=1

di (x,y) = Z i — x|
dm(x,y) = max{]y,—x,\ =1,...,n}
PRZ. X #0, x,ye X
d(x,y) = (1): i;i - metryka dyskretna

PRZ. X ={a1ay...a,: a; € Aji=1,...,n} - zbidr stéw dtugosci n
aias . ..a, - stowo
A - alfabet
d((a1az...an),(by...by))=|{i €{1,...,n}: a; # b;}| - odlegtos¢ Hamminga

PRZ. Metryka rzeka, metryka kolejowa.

DEF. (X,d) - przestrzen metryczna
x€X, r>0
Kula o srodku xg i promieniu  nazywamy K (xo,r) = {x € X : d(x0,x) < r}.

PRZ. (R,|-])
x€eR, r>0
K(xp,r) ={x€R: |x—xo| <r}=(xo—nxo+r)
—r<x—xo<r/+xp
Xo—r<x<xyg+r

PRZ. (R? d,)

K((x0,y0),r) {( y) € d((x0,0), (x,y)) <1} =

={(xy): Vx—x0)2+(- yo> <rh={(xy): (r—x0)+ (- yo)2 < ).
PRZ. (R?,d,)

K((0,0),r) = {(x,y) €R*: d((0,0),(x,y)) <r} =
= {(ey) + max{x], |y[} <r}.

DEF. (X,d) - przestrzefi metryczna
Zbiér A C X nazywamy ograniczonym < dxg € X Ir >0 A C K(xo,r).

PRZ. (R,|-])
A = (a,b) jest ograniczony, bo K(#, l%) D A.

PRZ. (X,d;) - p. dyskretna
Kazdy zbiér A w przestrzeni metrycznej z metryka dyskretna jest ograniczony, bo K (x,2) D A,
gdzie x( jest dowolnym punktem nalezacym do X.

DEF.
I - dowolny zbio6r indekséw
Viel A;- zbior, (rodzina zbioréw)

d :
UA; Y {x: diel xe€A;}-sumazbioréw
i€l

NA; A {x: Viel xe€A;}-wspblnaczgsé zbioréw
iel
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DEF. (topologii w zbiorze)
X#0
Topologia T w zbiorze X nazywamy dowolng rodzing zbioréw A C X spelniajaca warunki:

1) ger, XerT

Q) VielAjet= |JA €T
i€l

n
3) Vi= l,....nA;eT= ﬂAiG T
i=1
Zbiory nalezace do T nazywamy zbiorami otwartymi.

DEF. (X,d) - przestrzefi metryczna

Zbiér U C X nazywamy otwartym w (X, d) Ly—gubvrexIr>0 K(x,r)CU

Spostrzezenie xop € X, r >0
Kula K (xo, r) jest zbiorem otwartym w (X,d).

Spostrzezenie (R,|-|)
Kazdy przedziat (a,b) jest zbiorem otwartym (bo (a,b) = K(452,254))

TW. (X,d) - przestrzef metryczna
17y ={U C X : U - otwarty w (X,d)} jest topologia na zbiorze X (nazywanga topologia induko-
wang przez metryke d).

Dowod:

1) @ € 1,4 (z definicji zbioru otwartego w p. metrycznej))
X € 14, bo kazdakula K(x,r) ={xeX:...} CX.

Q) VielAi ety = .UAZ- € 1,?
Udiets < U Al,-ejl'est otwartym zbiorem w X
i€l i€l
Lvre UA;3r>0 K(x,r)C UA;
Wezmy c{ce)évolny x e UAi < Hi gll x € Aj, - zbior otwarty
= Jro > 0 K(x,rp) CZEAI,'O C gIAi.
i

n
) Vi=1,....nA;ety= A €1y
i=1
n

n
Mamy pokazaé, ze Vx € (| A; Ir >0 K(x,r) C () A;
i=1 i=1
n
Niechxe NA;&Vi=1,....nx€A; &
i=1
Vi=1,...,n Elri>0K(x,r,~)CA,~.
n

Niech r = min{ry,...,r,}. Wtedy K(x,r) C ) A;.
i=1

PRZ. Czy przecigcie dowolnej liczby zbioréw otwartych musi by¢ otwarte?

(R, [-])

N (_%’ 1+ %) =[0,1] - nie jest otwarty
neN

N (_%, %) = {0} - nie jest otwarty

neN
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Spostrzezenie (X,d) - przestrzei metryczna, T - topologia na X
ACX
Wtedy 74 = {ANU : U € 1} jest topologia na zbiorze A (zwang topologia indukowana przez
7 na zbiorze A).

DEF. (X,7) - przestrzen topologiczna A C X
Wnetrzem zbioru A nazywamy najwigkszy (ze wzgledu na zawieranie, C) zbidr otwarty za-
warty w A.
Ozn. int A - interior

-1
—[0,1)
1ntA =(0,1).

PRZ. (

DEF. xy € X
Otoczeniem punktu xp € X nazywamy dowolny zbiér otwarty zawierajacy punkt xo.
Ozn. ot(xp)- zbiér wszystkich otoczer punktu x.

DEF. BCX,
Zbiér B nazywamy domknigetym < X \ B jest zbiorem otwartym.

PRZ.
[a,D] - jest domknigty. (R \ [a,b] = (—o0,a) U (b, +o0))

otwarty otwarty

(—oo, b] - jest domknigty

TW. (wlasnosci zbioréw domknigtych)
1) @,X - zbiory domknigte

2) Vi €I B; - domknigty = () B; - domknigty
iel

n
3) Vi=1,...,n B; - domknigty = |J B; - domknigty

i=1

PRZ. U [}.2—11=1(0,2) - otwarty
neN

DEF.
Domknigciem zbioru A C X nazywamy najmniejszy zbiér domknigty zawierajacy zbidr A.
Ozn. A

PRZ. (0,1] =[0,1]
DEF. Punkt xg € X nazywamy punktem brzegowym zbioru A C X <
Vr>0 K(xo,r)NA#SAK(x0,r)N(X\A) # 2.
Brzegiem zbioru A nazywamy zbiér wszystkich punktéw brzegowych zbioru A.

Ozn. JA.

PRZ. 9(0,1] = {0,1}
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DEF. Punkt xy € X nazywamy punktem skupienia zbioruA C X <
Vr >0 (K(xp,r) \ {x0})NA # .

PRZ.
A = {x¢} - brak punktéw skupienia
A= {% : n € N}, 0 jest punktem skupienia
A = (0,1], [0, 1]- zbi6r punktéw skupienia

TW. A jest zbiorem domknigtym < gdy A zawiera wszystkie swoje punkty skupienia.

DEF. (granicy ciagu)
(X,d) - przestrzen metryczna
(an)nen C X, g€X
lim a, =g < limd(ay,g) =0
n—oo n—oo
(& Ve >03ng e NVn>ngd(an,g) <€)
PRZ. (R? d,)
ap = (%7,1)’ 8= (070)
lim d(an,g) = lim /(2 =024+ (1 —0)2 = lim ¥2 = 0= lim (1, 1) = (0,0)

9
n—oo n—o0 n n—oo n—soo 71T

DEF. (réwnowazno$ci metryk)
(X,d)),(X,d,) - przestrzenie metryczne

. . . . d
Metryki d; i d, nazywamy réwnowaznymi na X <:f>
V(xp)nen C€X  (xp)nen zbiezny w (X, d)) < (xn)nen zbiezny w (X, d5).

PRZ. X =R, x, =
(xn)nen jest zbiezny w (R, |- |) ale nie jest zbiezny w (R, dy).

S |=

DEF. (jednostajnej réwnowaznoS$ci metryk)

Metryki d i d, nazywamy jednostajnie rownowaznymi na X g dm>0dM >0Vx,ye X
dl (xay) < MdZ(x7y) i dZ(X,y) < mdl (X,y).

TW. Jesli d; i dy sa jednostajnie r6wnowazne na X, to dj i d; sa rownowazne na X.

TW. Metryki: euklidesowa, taksowkowa 1 maksimum sa jednostajnie rOwnowazne (i rOwnowazne)
na R".

PRZ. Pokaza¢ jednostajna réwnowaznosé metryk d, i d; w R

DEF. (punktu skupienia)
ACX

d
Punkt xp € X nazywamy punktem skupienia zbioru A 24 3(xn)neny C AN\ {x0} li_r>n Xn = X0
n—roo

DEF. (ciagu Cauchy’ego)
Ciag (au)nen jest ciagiem Cauchy’ego w (X, d)

<d——f> Ve >03ng e NVn,m > ng  d(ap,am) < €.
TW. Kazdy ciag zbiezny w (X,d) jest ciagiem Cauchy’ego w (X,d).

Dowéd: 0 < d(an,am) < d(an,g)+d(am,g) <5+5=¢.
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PRZ. X = (0,1].
Ciag a, = rl; jest ciagiem Cauchy’ego w (X, |- |) ale nie jest zbiezny w tej przestrzeni.

DEF. Przestrzeri metryczng (X,d) nazywamy zupelnga g kazdy ciag Cauchy’ego elementow w tej
przestrzeni jest zbiezny (do granicy nalezacej do tej przestrzeni).

PRZ. 1) (R,|-]|) - przestrzeri zupeina
2) (R",d), d € {d,,d;,dy} - przestrzeni zupetna

DEF. (zbioru zwartego)
(X,d) - przestrzen metryczna
Zbioér A C X nazywamy zwartym < V(a,)nen C A 3(an, )ken klim an, =g €A
—>00

(gdy z kazdego ciagu elementéw zbioru A mozna wybrac podciag zbiezny do granicy nalezace;j
do A).

TW. (R",d), d € {d,,d;,dn}
Zbiér A C R" jest zwarty <> A jest zbiorem domknigtym i ograniczonym.

ODWZOROWANIA CIAGLE

DEF. f: X > Y
ACX
Obrazem zbioru A poprzez odwzorowanie f nazywamy zbior f[A] = {f(x) €Y : x€ A}

DEF. BCY
Przeciwobrazem zbioru B poprzez odwzorowanie f nazywamy zbior

[ Bl={xeX: f(x) € B}

PRZ. f(x) = x?
fl<—1,2>]=<0,4>
fl<0,4>]=<-2,2>

Ozn. xg € X, Tx - topologia na X
ot(xp) - zbiér wszystkich otoczen punktu xg
Ty - topologiana Y

DEF. (granicy funkcji)
f:X—=Y
x0eX,geY
1) Def. topologiczna (Cauchy’ego)
lim f(x) = g 2 WV € ot(g) U € ot(xo) f[U\ {xo}] C V

X=X

2) Def. Cauchy’ego (w przestrzeniach metrycznych)
(X,d),(Y,p) - przestrzenie metryczne
ILm fx)=geVe>030>0VxeX 0<d(x,x9) <d=p(fix),g) <Ee.
X—X0

VK (g,€) 3K (x0,6) f[K(x0,8) \ {x0}] C K(g,¢)
3) Def. Heinego (w przestrzeniach metrycznych)
Jim f(x) =g & V(m)nen C X\ {xo} lim d(xn,x0) = 0= lim p(f(xn),g) =0

: (X.d) . (Y.p)
(lim x, "="x0 = lim f(x,) =" g)
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DEF. (funkcji ciaglej)
f: %(( — Xy,
1) fjestciagla w zbiorze X < VV € 1y f~1[V] € 1%

(tzn. przeciwobraz dowolnego zbioru otwartego w zbiorze Y jest zbiorem otwartym w
zbiorze X)

2) fjestciagtaw xg € X < lim f(x) = f(xo)

X—X0

3) f jestciagla w zbiorze A C X < f jest ciagta w kazdym punkcie xg € A

DEF. f: X —Y, (X,d),(Y,p) - przestrzenie metryczne
Odwzorowanie f nazywamy ograniczonym < f[X] jest zbiorem ograniczonym (w przestrzeni

(Y,p)).

TW. (o zwartosci obrazu funkcji ciaglej na zbiorze zwartym)
Zat f: X =Y, (X,d),(Y,p) - przestrzenie metryczne
fciagtana X
X - zbi6r zwarty
Teza: f[X] jest zbiorem zwartym.

Dowéd: Mamy pokazac, ze V(y,) C f[X] 3(yn,) ,}L“}oy”k = yo, gdzie yo € f[X].

Niech (y,) C f[X] bedzie dowolnym ciagiem.

VneNdx, € X f(x,) =y

(x,) CX, X - zwarty = 3(xp,) li_r}nxnk = X0, Xp € X
X—>00

ynk = f('xnk>
. . f ciagta
k1—1>1:|r-looynk = k1—1>1:iI-1°°f(xnk) - f(X()) :)’0 E f[X] |:|

TW. (Weierstrassa o osigganiu kreséw)
Zat: (X,d) - przestrzeih metryczna, (R, |-|)
X - zwarty
f: X = Rciagla
Teza:
dx; € X f(x1) = sup fIX]
I, € X f(xp) = inf f[X]

Dowéd: Twierdzenie jest wnioskiem z tw. poprzedniego.

fIX] C R - jest zwarty (a z odpowiedniego tw. oznacza to, ze f[X] jest zbiorem ograniczonym i
domknigtym).

DEF. (X,d) - przestrzen metryczna
otwarte
X - nazywamy niespojna < JA|,A, € 1, takie, ze
1) AjUAs =X
2) AiINAy =3

3) A1 #9, A # 0
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DEF. X jest spojna < X nie jest niespdjna.

TW. (o przyjmowaniu wartosci poSrednich)
Zat: (X,d) - przestrzei metryczna spdjna
f: X = Rciagla
x1,% €X f(x1) < f(x)
Teza: Ve € (f(x1),f(x2)) Ixo € X f(xo) =c¢

Dowéd: (nie wprost)
Przypusémy, ze 3c € (f(x1), f(x2))Vx € X f(x) # ¢
X ={xeX: f(x)<c}
Xo={xeX: f(x)>c}
X1 = f(—o0,c)] € 74, bo f ciagtai (—oo,c) jest otwarty (w R)
Xo=f (e, +e0) €14
X=X, UX,

XiNX, =9 = X jest niespdjna, sprzecznos$¢ z zalozeniem.
X1 #£ONXr #9

TW. (o wiasnosci Darboux)
Zal: f: A — Rciagla
A - odcinek (przedziat) C R
x1,%2 €A f(x1) < f(x)
Teza: Ve € (f(x1), f(x2)) Txo € (x1,x2) f(x0) =c¢

Dowéd: Stosujemy poprzednie twierdzenie dla X = [x,x,], ktéry jest spdjny.

TW. (o spdjnosci obrazu zbioru sp6jnego)
Zat f: X =Y, (X,d),(Y,p) - przestrzenie metryczne
X - spéjna
f: X—=Y-ciagla
Teza: f[X] jest sp6jny.

Dowéd: (nie wprost)

Yi,, € Tp

otwarte w Y
Y1 UY, = f[X] (- jest niespdjny)
Ynrnh=9go
n#o.Hh#9

df .1
Xi=7 . [Yl]} - otwarte € Ty, bo ¥; - otwarte i f ciagla
Xy =12
X; # 2(boY; # 2)
YYNHh=0=XNX, =9 = X jest niespdjna, sprzeczno$¢z zatozeniem.

Y; UYsz[X] =>X1UX, =X

WN.
Zat: f: A — R - ciagta
A - odcinek
Teza: f[A] - odcinek

WN.
Zat: f: [a,b] — R - ciagta
Teza: fl[[a,b]] = [c,d].
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PRZESTRZENIE UNORMOWANE
(X,K,+,-) - przestrzen wektorowa, K =RV K =C

d
DEF. Funkcje ||-||: X — R nazywamy norma w X &

1) VxeX ||x|| >0
2) Va e KVx e X ||a-x|| = |al ||x|| - jednorodnos$é normy

3) Vx,y € X ||x+y|| < |||+ ||y|| - warunek tréjkata

—
4) VxeX |lx]|=0&x=0
Pare (X, ||-||) nazywamy przestrzenia unormowana.
PRZ. X =R, ||x||=|x|, K=R

PRZ. X —=R", K =R
x=(X1,...,x,) €ER"

n
|Ix|le =/ ¥ x? - euklidesowa
i=1

n
l|lx|l: = ¥ |xi| - taksGwkowa
i=1
||x||m = max{|x;| : i=1,...,n} - maksimum

TW. (kazda przestrzen unormowana jest metryczna)
Zat: (X,||-||) - przestrzen unormowana

d .
x,y € X d(x,y) Y ||[x —y|| - metryka indukowana przez norme
Teza: (X,d) - przestrzen metryczna

DEF. Przestrzen unormowana i zupetna nazywamy przestrzenia Banacha.
PRZ. R" z normg euklidesowa, takséwkowa i maksimum jest przestrzenia Banacha.

PRZESTRZENIE UNITARNE
DEF. (X,K,+,-) - przestrzei wektorowa, K=RVK =C

Funkcje o: X X X — K nazywamy iloczynem skalarnym <d:f>

1) VxeXxox>0
2) Vx,ye X xoy=Yyox
3) Vx,y,z€ X (x+y)oz=xoz+yoz

4) Vx,ye X Vo € K (ax)oy = at(xoy)

—

5) VxeXxox=0<x=0
(X, 0) - przestrzen unitarna.
PRZ. X =R", x=(x1,---,Xn), Y= (Y1, -, Vn)
n

xoy= ) x;-y;-iloczyn skalarny(standardowy) w R".
i=1
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PRZ. Pokazaé, ze (x1,y1) o (x2,y2) = X1x2 + y1y2 jest iloczynem skalarnym w R2.

PRZ.
L?[a,b] = {f: [a,b] > R: / f2(x)dx < 400} - zbi6r funkcji catkowalnych z kwadratem
[a.b]

fog= / f(x) - g(x)dx jest iloczynem skalarnym w L?[a, b)].
[a.b]

. , . . . d
TW. Kazda przestrzen unitarna jest przestrzenia unormowana (z ||x|| 2 VxXox).
DEF. Przestrzen unitarng zupetna nazywamy przestrzenia Hilberta.

PRZ. R" ze standardowym iloczynem skalarnym jest przestrzenia Hilberta.
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