SZEREGI LICZBOWE (RZECZYWISTE, ZESPOLONE)

PRZ. 1+5+1+g+f+...=

S =

aj

1—

PRZ.
l—14+1—-1+1-141-1...=
1-D+(1-D)+(1-1)4+...=0+0+0+...=0
I(—14+1)(-1+1)(-14+1)—...=14+0+04+0+... =1

DEF. Dany jest ciag (a,)nen-
S, =a;+a+...+a, - n-ta suma czeSciowa
Szeregiem nazywamy parg ((a,)neN, (Sn)nen)

Ozn.Zan
n=1
PRZ. 4tk =Y !
12723733 & )
1
@n = n(n+1)
Sl—al—;
52—d1+az—%+%=%=%
53—a1+a2+a3 Sr+az="54=3

n - dowdd indukcyjny
. 1
E’ nn+1 <<n(n+1)>neN’(M)”€N>

DEF. Szereg Y a, nazywamy zbieznym <> istnieje takie S(€ R,C), ze lim S, = S

n= n—oo
(oo}

S - suma szeregu ). a,

PRZ. 1 - 1+1—1+1—1+4...= ¥ (—1)**!
n=1

—_ n+1 . . . .
Sp = % nie jest zbiezny
Spostrzezenie.
zak k€N
teza: Z an zbiezny < Z an zbiezny
n=1 n=k

TW. (WK zbieznosci szeregu)

zal: '} a, jest zbiezny
n=1
teza: lima, =0

n—o0



PRZ. 1+i+3i+5+1+ =% (szereg harmoniczny)
n=1

1
n

spetnia warunek konieczny zbieznosci szeregu (ale NIE jest zbiezny)

TW. (o zbieznosci szeregdw harmonicznych)

[

zat: '} n%, acR  (szereg harmoniczny rzgdu o)

n=1

teza: N

a>1 =) n%jest zbiezny
=1

3
|

a<l=

D18

1 ,%a nie jest zbiezny

n

PRZ. ¥ !
n=1
szereg harmoniczny rzedu o = 1 wigc nie jest zbiezny

DEF. Szereg Y a, nazywamy bezwzglednie zbieznym < gdy Y |a,| jest zbiezny.
1 n=1

n=

Jesli ) a, jest zbiezny, ale nie jest bezwzglednie zbiezny, to méwimy, ze jest warunkowo
n=1
zbiezny.

TW. (o zbieznosci szeregu bezwzglednie zbieznego)

zat: ') a, jest bezwzglednie zbiezny

n=1

teza: Y a, jest zbiezny
n=1

(="

n2

PRZ. ¥
n=1

TW. (kryterium d’ Alamberta)
zal: Y a,
n=1
VvneN a,#0

. a
g = lim ”—“‘
n—soo | dn
teza:

g<1 =Y a,jestzbiezny
n=1
g>1 = Y a,nie jest zbiezny
1

n—=
TW. (kryterium Cauchy’ego)
zal: Y a,
n=1
8= r}g{}o Vlan|
teza: -

g<1 =Y a,jestzbiezny
1

n—=

g>1 = Y a,nie jest zbiezny

n=1



PRZ. ¥ o

n=

TW. (kryterium poréwnawcze graniczne ilorazowe)
zal: Y a,, Y b,

n=1

n=1
hm Z" =g € (0,4c0)

teza: Z an jest zbiezny < Y b, jest zbiezny

n=1 n=1

2_2n+3
PRZ. Z ri‘+2nn3 2

PRZ. y 2LV
n=1

TW. (kryteria poréwnawcze)

zal: Zan, Zb

n=1 n=

Vn > ng, an20 b, >0
Vn>n a,<b,
teza:

1) kryterium na zbiezno§¢
Jesli )b, jest zbiezny = Y a, jest zbiezny

2) kryterium na rozbiezno$¢
Jedli Y a, jest rozbiezny = Y b, jest rozbiezny

PRZ. y 2LV
n=1

TW. (kryterium catkowe)
zal: Y a,,
n=1
Vn>nyg a,>=0
f: [n07+°°] - R+
Vn>=ng an,=f(n)
f jest nierosnaca na przedziale [ng, +)

—+o0
teza: Y a, jest zbiezny < [ f(x)dx jest zbiezna
no

Z ¥

M3=
r—tEIH

n—1nlnn
DEF. Szeregiem naprzemiennym nazywamy szereg postaci
(o)

Y (—1)"a,, gdzie:

n=1

Hvn>21 a,>0



2) lima, =0

n—oo

3) (an);_, jest malejacy

TW. (kryterium Leibniza)
Szereg naprzemienny jest zbiezny.
Ponadto
VneN |S,—S| <ant

PRz, Y CU
1

n—=

CIAGI FUNKCYJNE
Y=R, XCR
DEF. Ciagiem funkcyjnym nazywamy (f,,(x)),en, gdzieVn e N f,, : X — Y.

DEF. Méwimy, ze ciag funkcyjny (f,,(x))qen jest zbiezny punktowo na X < istnieje taka funkcja
f:X—>Y, zeVxeX li_r>nfn(x) = f(x).
n—roco
Funkcje f nazywamy funkcja graniczna ciagu funkcyjnego (f;(x))nen-

Ozn. f, X, f - ciag (fu(x))nen jest zbiezny punktowo na X
(VxeX Ve>0 dnpeN Vnzny |[fulx)—f(x)]<eg)

PRZ. (x"),en, x€[0,1]

DEF. Mo6wimy, ze ciag funkcyjny (f,(x))qen jest zbiezny jednostajnie na X

& Ve>0 dnpeN Vnzng YxeX |fulx)—f(x)|<e
X
Ozn. f, = f - ciag (fu(x))sen jest jednostajnie zbiezny na X.

TW. (WK na punktowa zbieznos¢)
Jesli ciag funkeyjny (f,,(x))nen jest jednostajnie zbiezny (do f) na X, to (f,(x))sen jest punk-
towo zbiezny (do f)

X X
(= f=>f=f)

sinnx

PRZ. f,(x)=

TW. zal: Vne N f,: X — Y ciagte

X
a2 S
teza: f jest ciagta na X

PRZ. f,(x)=x", X =[0,1]

DEF. B(X,Y) - zbi6r funkcji ograniczonych
fE€B(X,Y) £L f:X =Y 1if[X]jest ograniczony

DEF. f, g€ B(X,Y)

do(f,8) “ sup|f(x) — g(x)|

xeX



TW. Funkcja d, jest metryka (Czebyszewa) w zbiorze B(X,Y)

TW. zat Vne N f, € B(X,Y)
(fn(x)>n€N7 xeX
X

teza: f, = f < nlgl(}odc(fnaf) =0
PRZ. f,(x) =x"na[0,1)

PRZ. Zbadaj jednostajna zbiezno$¢ ciagu funkcyjnego a) f,(x) = H;‘—zxz na R,
b) fn(X) = lJ:}l’t—);xz na R.

PRZ. f,(x) = 1z, X ER
Czy (fu(x))nen jest jednostajnie zbiezny na R?
Pro)lglem:
= f
fn—= 17
X X
x,0 €X [ fulx)dx — [ f(x)dx?

X1 X1

TW. (o rézniczkowalnosci granicy ciagu funkcyjnego)
zat Vn e N f, : X — Y jest r6zniczkowalna
X -przedziat CR, Y =R
fa > f
(f1) jest jednostajnie zbiezny na X
teza: (r}glgo () = lim filx) VxeX

TW. (o catkowaniu granicy ciagu funkcyjnego)
zat: Vvne N f,: X — Y, catkowalna
X -przedziat CR, Y =R
(fn(x))nen jest jednostajnie zbiezny (do f)
X2 X2
teza: Vxj,xp € X f(r}grolofn(x))dx = r}grolo){ fn(x)dx

X1

SZEREGI FUNKCYJNE

VHGN anB(X7Y)
(fn (x»ZEN - ciagg funkcyjny
s, L f (SVxeX Su(x)=filx)+Hrx)+...+ falx))

1
DEF. Szeregiem funkcyjnym nazywamy pare ciagow ((f(x))nen, (Sn(x))nen), x €X
Ozn. ¥ fu(x), x€X
n=1

PRZ. f,(x) =x", x€[0,1)

DEF. Szereg funkcyjny ((f,(x))nen, (Sn(x))nen) jest punktowo zbiezny na X

def . . . ) .
<éf> istnieje taka funkcja S : X — Y, ze S, XS
S - suma szeregu funkcyjnego



DEF. Szereg funkcyjny ((f,(x))nen, (Sn(x))nen) jest jednostajnie zbiezny na X do S

g X
Ll S

TW. (WK jednostajnej zbieznosci szeregu funkcyjnego)

Jesli szereg funkcyjny Y f,,(x) jest jednostajnie zbiezny na X (do S(x)

n=1

towo zbiezny na X (do S(x)).

TW. (WK punktowej zbieznoSci szeregu funkcyjnego)
zal: 'Y fu(x) jest punktowo zbiezny na X
n=1

teza: Vx € X nll_{{)lofn(x) =0 (tzn. (f» Xo0= hd),

TW. (WK jednostajnej zbieznosci szeregu funkcyjnego)

zat: 'Y fu(x) jest jednostajnie zbiezny na X
=1
T x
teza: f, = 0.
PRZ. Czy Y x" jest jednostajnie zbiezny na [0,1)?
n=1

TW. (Weierstrassa)
zal: f (X >R, XCR
VneN vxeX |fulx)|<ay

Y a, zbiezny
neN

teza: Y, f,(x) jest jednostajnie zbiezny na zbiorze X.
neN

PRZ. y Y-
n=1

Czy jest jednostajnie zbiezny na [0, 1]?

TW. zat: Y fu(x)
neN
VheNf, : X >R XCR

fn - r6zniczkowalna na X .
Y fa(x) zbiezny na X.
neN

Y. f/(x) jednostajnie zbiezny na X.
neN

teza:Vxe X ( )Df fulx)) = i Ja(x)
n=1 n=1

TW. zat: il £a(x)

n—=
VneNf,: X - R, X - przedziat CR
Vn € N f, jest catkowalna na X.

Y fn(x) jest jednostajnie zbiezny
n=1

teza: Vx,xy € X )}2( E fn(x))dx = E )}an(x)dx
x1 n=l1 n=1x

), to Y fu(x) jest punk-
n=1



TW. zat: z ful)

VnEN fm:X—=R xCR
Vn e N, f, jestciaglana X.

Y fu(x) jest jednostajnie zbiezny na X
n=1

teza: suma szeregu S(x) = Y f,(x) jest funkcja ciagta na X
n=1

SZEREGI POTEGOWE

DEF. Szeregiem potegowym o Srodku w punkcie xp nazywamy szereg funkcyjny postaci:

Y an(x—xp)", gdzie:
n—=

VneN a,eR, xeR, xgeR
(luba, € C, xeC, xg e C)

Spostrzezenie. Szereg Y a,(x —xp)" jest zbiezny w xq

n=0

Dowéd. Y a,(x—xp)" = Z a,0" = aq
n=0 n=0
TW. zat: ¥ a,(x—x0)" (%)
=0
teza:

1) Jesli szereg (*) jest zbiezny dla pewnego xi, to jest zbiezny dla wszystkich x; takich, ze
|x2 — x0] < |x1 — x0]

2) Jesli szereg (*) nie jest zbiezny dla x1, to nie jest rOwniez zbiezny dla wszystkich x; takich,
ze |xp —xo| > |x1 — xo]

DEF. R = sup{|x —xo|: szereg Z an(x —xp)" jest zbiezny }

R =0 = szereg (*) jest zblezny tylko w xq

R = +o0 = szereg (*) jest zbiezny Vx € R (Vx € C)

0<R< +oo

Przedziat (xo — R, xp + R) nazywamy przedzialem zbieznosci.
Zbiér {x € C: |x —xo| < R} nazywamy kotem zbieznosci.

Spostrzezenie.
Szereg (*) jest zbiezny w (xo — R, xo + R) i nie jest zbiezny w (—oo,x9 — R) U (xp + R, +0)
Szereg (*) w punktach xo — R i xo + R moze by¢ zbiezny lub niezbiezny

TW. (Cauchy’ego - Hadamarda)

zak: Z an(x—xp)"
=0

l—kg“”‘mml—hmvﬂg)
teza:

+oo, A =0
R=1{4,0<A < oo

0, A = +oo



TW. (o zbieznosci szeregu potegowego Y. a,(x —xp)")
n=0

zal: E‘, fn(x) jest zbiezny w (xg — R,xo+R) (R > 0)
n=0

teza:

1) Y fu(x) jest bezwzglednie zbiezny w (xo — R,xo + R)
n=0

2) Y fa(x) jest niemal jednostajnie zbiezny w (xo — R, xp + R)
n=0
(tzn. jest zbiezny jednostajnie w kazdym przedziale domknigtym [a,b] C (xo — R,x0+ R))

TW. (o wilasnosciach sumy szeregu potggowego)

zat: 'Y a,(x —xp)" jest zbiezny w (xo — R,xo + R)
=0
teza:n

1) Suma szeregu S(x) = E‘, an(x —xp)" jest funkcja ciagta w (xo — R,x0 + R)
n=0

2) Suma szeregu S(x) = Y a,(x—xp)" jest rézniczkowalna Vx € (xo — R,xp + R) i zachodzi
n=0
wzOr:

(] , (e o]
50 = ( E v ) E lanla—0)]
n=0 n=0
3) Suma szeregu S(x) jest catkowalna w (xo — R,xo + R) i zachodzi wzér:
Vx1,x2 € (xo —R,x0+R)
X2 X2 oo w oo X2
JSX)dx= [ ¥ an(x—x0)" |dx=Y, [an(x—xp)"dx
X1 x; \n=0 n=0 x|
xn
PRZ. Wyznacz obszar zbiezno$ci i sumg szeregu potggowego —.
n=1 N

[N agks

1

TW. (Abela)
zal: szereg potegowy Y. a,(x—xp)" jest zbiezny w (xo —R,x9+R) i w x; =x9p — R (x = x9+R)
n=
istnieje lim S (x) (lim S(x))

xﬁxl X—>X2

teza: S(x;) = lim+ S(x) (S(xz) = lim S(x))

X—>X1 X—>X2

. o (—1)"nx"
PRZ. Wyznacz obszar zbieznoSci 1 sumg szeregu potggowego Y, —
n=1

+...

w|—
A=

PRZ. Oblicz sumg szeregu liczbowego 1 — % + % — % +

SZEREGI TAYLORA

TW. (o wzorze Taylora) - przypomnienie
zal: U - otoczenie punktu x
fec'(U)
xeU |
< f® . (n)
teza: dc € (xp,x) : f(x) = k):ofk—(!m)(x—xo)k + R, (x0,x), gdzie R,(xo,x) = fn—!(c)(x—xo)"



TW. (o rozwijaniu funkcji w szereg Taylora)
zat: U - otoczenie punktu xq

fec>(U)

xeU

VxeU limR (xo,x) =0

teza: f(x) = Z f (x xo)" - szereg Taylora funkcji f w punkcie xg

Jezeli xg = 0 to ten szereg nazywamy szeregiem Maclaurina.

PRZ. ¢ = n,,xeR
n=0
X o0 1" 2n+1
smx:ngo%, xeR

COSX = E (7;) o ,xeR
= !

n 2n+1

DEF San = Z 2n—+1)

,z€C

n2n
coszdif Z )) ,z€C

o ZO%,ZG(C
n—=

TW. (o wzorze Eulera)
e'* =cosz+ising

Whniosek: z =7

e'm =cosm+isinm
er+1=0

PRZ. Rozwinaé w szereg Maclaurina f(x) = e* .

PRZ. Rozwinaé w szereg Maclaurina f(x) =

PRZ. Rozwinaé w szereg Maclaurina f(x) = v

Wz6r na sume szeregu geometrycznego: Z apq" = W’ lq| < 1.
n=0
2x
PRZ. Rozwinaé w szereg Maclaurina f(x) = T4
X

PRZ. Rozwinaé w szereg Maclaurina f(x) = arctg x.

1
PRZ. R ing¢ Maclauri = .
ozwinaé w szereg Maclaurina f(x) R
1
PRZ. Rozwinaé w szereg Maclaurina f(x) = TN
x R

DEF. Uogdlniony symbol Newtona
acR, ke NU{0}
1, k=0

(a) - 1 k+1
k o(o— ).}(.!((xf + ), k>0




n
(a+b)"= Y (})a*-b"* - wzér dwumianowy Newtona

»
M=
(e}

(I+x)"=Y (D xeR

k=0
TW. (uogélniony wzér Newtona)
(1407 = § (%), xe (=1,1)
k=0

PRZ. Rozwinaé w szereg Maclaurina f(x) = v/1+x.

SZEREGI FOURIERA

DEF. 12[a,b] := { f:[a,b] = R: / F2(x)dx < 4o
[a.b]
L?[a,b] - zbi6r funkcji catkowalnych z kwadratem

Uwaga. Funkcje rézniace si¢ na zbiorze miary Riemanna réwnej zero bedziemy utozsamiac.
Uwaga. (L*[a,b], +, R, *) jest przestrzenia wektorowa.

TW. Odwzorowanie:
o i PlabxPlab]3 (fg) + (foe) = [ fetdx, f.geLlab)

[a,b]
jest iloczynem skalarnym w L?|[a, b].
WN. 1. (L?[a,b],o) jest przestrzenia unitarna.
2. (L*[a,b],||-||) jest przestrzenia unormowana, przy czym

b
Ifll=VFof= f2 (x)dx
L2

3. (L*[a,b],d) jest przestrzenla metryczng, gdzie

d(f.g)=|1f—gll = / [F(x) — g(x)dx

Uwaga. Zbieznos$¢ w sensie metryki d nazywa si¢ zbieznoScia przecigtna z kwadratem.

DEF. (ciagu ortogonalnego)

N={0,1,2,...}.
Niech (@)nen C L?|a,b).
VneN @, #0.
Ciag (¢n),cn nazywamy ortogonalnym < Vi, j €N, i# j @io@; =0.
1 dlai=j
Ciag (@y)nen nazywamy ortonormalnym < Vi, j € N, @o@; = §;j = 0 dla l y ] - delta
ai#j

Kroneckera

10



DEF. (szeregu ortogonalnego)
Niech (¢,)nen bedzie ciagiem ortogonalnym i niech (¢ )en C R.

Wtedy Y c¢,¢, nazywamy szeregiem ortogonalnym.
n=0

TW. (wspoéiczynniki Eulera — Fouriera)

zat: Y c, @, - szereg ortogonalny zbiezny jednostajnie do funkcji f € L*[a, b]

n=0
. _ Joon . o .
teza:VneN ¢, = o2 - wspotczynniki Eulera - Fouriera
n
DEF. f € L?[a,b], (¢,) C L?[a,b], (¢,) - ciag ortogonalny
Szeregiem Fouriera wzgledem (¢,) funkcji f nazywamy Y ¢, @,, gdzie ¢, = ﬁ.
n=0 n

Piszemy f ~ Y c,¢,
n=0

DEF. M6wimy, ze f jest rozwijalna w szereg Fouriera wzglgdem ciagu ortogonalnego (¢,)

S Vxe [a,b] f(x) =X qu)n(x)
n=0
(tzn. Y ¢, @, jest zbiezny punktowo do f na [a,b]).
n=0

TW. (nieré6wno$¢ Bessela)
zat: f € L*[a,b], (@n)nen - ciag ortogonalny

¢ = (foq”;) dlan=0,1,2,...
|| ul|

teza: || f||*> > ZOC%H(anZ
n:

TW. (tozsamos$¢ Parsevala)
zat: f € [*[a,b),
f~ Y cnp, (czyli Y c @, jest szeregiem Fouriera funkcji f wzgledem (@,),cn)
n=0

n=0
t%ozai

Y ¢,@, - zbiezny przecigtnie z kwadratem do f < ||f||> = ¥ ¢2||¢.

n=0 n=

I

DEF. (ciagu zupelnego)
Niech L?[a,b] D (¢,)nen - ciag ortogonalny

Ciag (¢,)neny nazywamy zupelnym < Vi € Lz[a,b] Hsz = ):Oc%Hq)nHz
n=

WN. zat: f € L?[a,b], (¢,)nen - ciag zupetny

f~ Y cu@, (czyli Y c,@, jest szeregiem Fouriera funkcji f wzgledem (¢,),en)

n=0 n=0

teza: Y. ¢, @, jest zbiezny przecigtnie z kwadratem do f na [a, D]
n=0

SZEREGI TRYGONOMETRYCZNE FOURIERA

Niech L?[—r, 7] bedzie zbiorem funkcji catkowalnych z kwadratem na [—7, 7).
Dany jest ciag funkcji (¢y):
1, cosx, sinx, sin2x, cos 2x, . .., COS nx, sSinnx, . . .

11



TW. 1. Ciag (¢,) jest ciagiem ortogonalnym.
2. Ciag (¢y) jest ciagiem zupetnym.

DEF. f:[—r, 7] — R catkowalna
Szeregiem trygonometrycznym Fouriera funkcji f na przedziale [—m, | nazywamy szereg
postaci
Q4+ ¥ (ancosnx+ by, sinnx)

n=1

gdzie:

—~

Na¥
xu

=

N
S
|
=

(x) cos nxdx,

S
=
Il
= =

(x) sinnxdx,

Q
S
Il
= Q-
(\L%:l (\L%:} g%:l

DEF. (warunki Dirichleta)

1) f:[a,b] = R, f - ograniczona

2) f jest przedzialami monotoniczna w [a,b] (tzn., ze przedziat [a,b] da si¢ podzieli¢ na
skoniczong liczbg przedziatow, w ktérych funkcja jest monotoniczna [stata, rosnaca lub
malejacal)

3) funkcja f jest ciagta w [a,b] poza skoriczong liczba punktéw nieciagtosci xp, w ktérych
jednakze musi zachodzié

lim,_, - f(x)+lim,_ + f(x)
fxo) = — :

4) f(a)=f(b) = lim, 4+ f(x) —2Himx_>b_ £(x)

TW. Jesli funkcja f speinia warunki Dirichleta w przedziale |-, 7], to szereg trygonometryczny
Fouriera tej funkcji jest zbiezny punktowo do tej funkcji na [—x, ] czyli
Vx e [-m,m f(x)=%+ ¥ (ancosnx+by,sinnx).

n=
Moéwimy wtedy, ze f jest rozwijalna w szereg trygonometryczny Fouriera w [—7, 7.

Spostrzezenie. Suma szereregu trygonometrycznego Sy (x) funkcji f(x) jest okresowa o okresie pod-
stawowym T = 27.

TW. (o rozwijaniu w szereg Fouriera funkcji nieparzystej)
zal: f jest nieparzysta na [—7, 7]
f spetnia warunki Dirichleta na [—7, 7]
teza: f(x) = ¥ bysinnx, x € [—x, 7],
1

n=
T

gdzie b, = 2 [ f(x) sinnxdx
0

TW. (o rozwijaniu w szereg Fouriera funkcji parzystej)
zal: f jest parzysta i spetnia warunki Dirichleta w [—7, 7]

teza: f(x) =3+ ¥ a,cosnx, x € [—7, 7],

n—

12



apg —

SIS

f(x)dx,

an:

O O — 1y

EIL

f(x) cosnxdx.

PRZ. Rozwin w szereg Fouriera funkcje f(x) =xw (—m, 7).

DEF. Niech f bedzie okreslona na przedziale (0, 7).
Rozwinieciem w szereg sinusow funkcji f nazywamy szereg trygonometryczny Fouriera funkcji
f* bedacej rozszerzeniem funkcji f w taki sposob, aby f* byta funkcja nieparzysta okreslong na
[—m, 7] ( spelniala warunki Dirichleta).

Wtedy f(x) = Z bysinnx, x € (0, 1),

TC
gdzie b, = Z [ f(x) sinnxdx.
0

DEF. Niech f bedzie okreslona na przedziale (0, 7).
Rozwinigciem w szereg cosinuséw funkcji f nazywamy szereg trygonometryczny Fouriera
funkcji t* bedacej rozszerzeniem funkcji f w taki sposéb, aby f* byta funkcja parzysta okre-
Slona na [—m, 7| (i spetniata warunki Dirichleta).

Wtedy f(x) =2+ ¥ aycosnx, x € (0,7),
n=1

T
gdzie ag = Z [ f(x)dx
0

:nw

T
| f(x)cosnxdx.
0

Przypadek ogélny.
Niech L?[xo — [, xo -+ ] bedzie zbiorem funkcji catkowalnych z kwadratem na [xo — I,xo + [].

Dany jest ciag funkcji (@,):
1,cos 7%, sin 7, s1n27 coszT .,c08 "X sin T
DEF. Szeregiem trygonometrycznym Fouriera funkcji f na przedziale [xo — [, xo + [] nazywamy

szereg postaci

(oo}
2+ Zl(ancosw—i—b nsin 275
n—=

gdzie:
] xo+1
ap=r7 f f(x)dx,
xo—!
xo+!
an =7 [ f(x)cos"Fdx,
xo—!
xo+!
by=1 [ f(x)sin’Pdx.
xofl

Uwaga. Pozostate twierdzenia i definicje sa analogiczne jak w przypadku L?[—7, 7].
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Rachunek rézniczkowy funkcji wielu zmiennych

(R¥ R, +,-) - przestrzen wektorowa

(RK||-||) przestrzen wektorowa z norma euklidesowa (ktéra jest przestrzenia Banacha)
(R¥,d,) przestrzen wektorowa z metryka euklidesowa

TW. Zat: ciag (x,) C R
VneN x,=(x'x2 ... x)cR ‘
Teza: limy oy, = (g1,82,---,8k) = Vi=1,2,... k lim,_ X, = g;

DEF. D C R”
f:D—R"
xeR" S x = (x1,x2,...,x,) € R"

Fxe,x0, . x0) = (filx, 2,0 x0), fa(x1,%0, 0 X0), ooy fn(x1,%0,...,%,)) € R
fi : D — R - funkcja sktadowa, i = 1,2,...,m
f jest funkcja n zmiennych

PRZ. f: R} - R?
f(xayvz) = (VX<x7y;Z); Vy(X,yaZ), vz(x;yvz))
DEF. D CR", S(xo,r) CD

def . . ..
Moéwimy, ze granica funkcji f w punkcie x jest g <2 dla kazdego ciagu (x,), € N spetniaja-
cego warunki:

1. VheN x,€D
2. VneN x,#x
3. limn‘)oox" = X()
zachodzi limy, e f(x,) = g
PRZ. f(x,y)= )ﬁyyz

f:D—R, D=R?\{(0,0)}
xoz(0,0)

lim(y y) 5 0,0).f (6,7) = limey) 5 0,0) 7552

y
= (5:,0)
im0 f (¥n) = limyseo f (,0) =
Lo
\‘ / limy oo ——— = lim;_yoo — = liMm;; 4,0 =0
A
o= (io4) .
n'n 1

: / : 11 : : 1 _
limy, e f (") = limy—ye0 f (71’ 71) =1lim, e T limy, 005 = 5
}’12 }’lz

i -2 nie istnieje
= lim, ) 50,0) 2 L7 hie istniej
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X=7rcosQ

y=rsin@ .
(x,y) = (0,0) = r—0|
¢ —dowolne

2

PRZ. lim(x)-(0.0) 77,

22

. 2 2 N 1 . . ., . . .
=lim,_, rcosrw =lim,_,or- cos’@-sing =0 (skorzystaliSmy z twierdzenia granicy
—_——
ograniczona €[—1,1]
iloczynu funkcji zbieznej do 0 i funkcji ograniczonej)

. 2
PRZ. 1imy)-5(00) 5773

X2yt

3 2 .
. '~ COS S1in
(1) limy_ Png

p—dowolne 2 cos2 @ + rsin* ¢

2 .
. rCOS Sin
= lim, 4 oung

=
¢—dowolne COS% @ + r2sin” ¢
1
2 x=(;,0)
1
. 2" .
limy e 7—— 5= lim, .0=0
n? +0
r_ (11
An = (zaz)
.1 1 .
. 2 . 3 .
limy, oo 2" = limy_soo —%— = limyy0o ——— =0
1L T 1 n+1
n2 n4 n2 n4

Z tego, ze dla tych dwdch ciagéw wyszta nam ta sama granica jeszcze nic nie wynika

2 2
3 0|zl <Iglbl <1yl =o0.

x2

Zatem, z tw. o trzech funkcjach, wynika, ze lim(x M—=(0.0) ZTyF = 0.

GRANICE ITEROWANE

l%m(x-,y)—>({fo,yo)f(xa)’) f:D—=R, DCR?
limy, ., (limy sy, f(x,)),

lim,_x, (limy_,, f(x,y)) - granice iterowane

. x2y2
PRZ. Tim(..y)-00) 222
e y=x

. 4 .
lim,_.g ﬁ =lim, o1 =1

15



e y=0

202
x2-0° 1 0 _1; _
ol = lim,_,g z= lim,_00=0

= granica podwdjna nie istnieje.

X%y 0 _p
YA (r—y)2 Y

limx%O 2
X

Analogicznie, limy_,0(0) = 0.
= obie granice iterowane istniejq i sa jest rowne 0.

Uwaga. Z istnienia (i rownosci) granic iterowanych NIE wynika, ze istnieje granica podwdjna.
Z tego, ze granice iterowane nie istnieja (lub sa r6zne) NIE wynika, ze granica podwdjna réwniez
nie istnieje.
DEF. f:D — R¥ D c R"
xo €U, U -otoczenie punktuxg, U CD
f jest ciagta w punkcie xg < lim,_y, f(x) = f(x0)

TW. Zat: f:D—-R", DCR"
f(xlw-'axn):(fl(xla-~~7xn)af2(xla~~7xn)v~-':fm(xl7'~'7xn))
X0 = (x(l),x(z),...x’é) eUcCD
firtD—=>R i=1,....m
Teza: f jestciagtaw xg < Vi=1,...,k f;jestciagltaw xg

2y
PRZ. Zbadaj ciaglos¢ funkcji f(x,y) :{ . @) # 0,00 & ke (0,0),
0, (x,y) = (0,0)
D =R?
X =rcosQ
. . ¥ —y? = rsin . 20—/ sin?
lim( y),.0,0)f (6,) = limey) 5 0,0) 77737 = i N P tim, Geerene

o dowolne"z(COS2 ¢+sin’ @)
¢ - dowolne

= lim,0 (0052 @ — sin’ ®) = f nie jest ciagta w punkcie (0,0)

¢ - dowolne nie istnieje

TW. Zat: f: X =Y, g:Y—=Z,
f jest ciagta w x,
g jest ciagta W yo = f(x0)
Teza: ztozenie funkcji g o f jest ciagte w punkcie xg

gdzie X, Y, Z sa przestrzeniami topologicznymi

TW. Zat. f,¢g:D—-R, DCR"
figsaciagtewxoeU CD

Teza: f+g, f—g, [f-g 5 (oile g(x) # 0 w pewnym otoczeniu xg) sg ciaglte w punkcie
X0

[~
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2 2
PRZ. Sprawdz ciaglosé w dziedzinie funkcji f(x,y) = 2.
X“+y
D=R>\{(0,0)}

x> —y?, x> +y? - wielomiany dwéch zmiennych sa ciagle
W x2 _ y2

x2 _|_y2

jest ciagha (jako iloraz funkcji ciagtych), o ile x> +y*> # 0

M (1) # (0,0)
PRZ. Sprawdz ciagtos¢ w dziedzinie funkcji f(x,y) = : ity D 07

D=R?
sin(x? 4-y?) jest ciagly jako ztozenie funkcji ciagtych
i analogicznie jak w poprzednim przyktadzie funkcja f jest ciagta w D = R?\ {(0,0)}.

1 i 2 2 . 1 . .
lim vy (0,0) Smx(;;yrév ) = |t = x? +y?| =lim, S — 1 = f jest ciagta w (0,0)

= f jest ciagla w catym R?

DEF. (pochodna wzdtuz wektora)
f:D—=R" DCR"
xoeUCD
heR", h-wektor
Pochodng funkcji w punkcie xo wzdtuz wektora & nazywamy

th(xO) = lim,_>0 f—(xo—i-lht)—f(xO) (G Rm)

Inne oznaczenie:

Q;lo.)
==

(xo)

PRZ. f(x,y)=x2+y2, (%JO)Z(LO)» h:(271)

— . — . 2442
Doy f(1,0) = lim, o LOHRIN SO0 _ pypy o SO420-F00) _ pypy (52024021

= lim, @ = lim, (5t +4) =4

DEF. (pochodna w kierunku wektora)
f:D—R" DCR"
xoeUcCD
heR"
Pochodng kierunkowa funkcji f w punkcie xo w kierunku wektora 4 nazywamy pochodna funk-
cji f w punkcie xo wzdluz wersora wektora h tzn. wzdtuz HhTH

PRZ. Oblicz pochodng kierunkowa funkcji f(x,y) = (xy,x+y) w punkcie (1,—1) w kierunku wek-

tora h = (2,2).
fr— 2203 (432)
1l V22422 2v2 2072 o
. =D+ (55 ) ) —r(1-1)
() (1) =iim g L E S

(08) (A2 1) 1 1408) (10
t

(
f<1+z§7—1+z§)—f(17—1)
(
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(32-1.v/2)—(-1,0)
(rave)

= lim, o 2

—tim 0 (31,v2) = (0,v2)

DEF. f:D—-R" DCR"
xoceUCD
X0 = (x(l),x%, . ,xg)
Pochodna czastkowa funkcji f w punkcie xy wzgledem zmiennej x; (i-tej zmiennej) nazywamy

Sy &
of i f(x(l),x(z),...,xf) ,xf)~|—Ax,-,x’O+ ,...,xg)—f(x(l),...,xf),...,xg)
7 (xX0) = limay, 50 Ax

= lim; ¢

PRZ. f(x,y) =22 +)* x=(1,~1)

%(1,_1) = lima,—0 f(1+AX7*A1))C*f(17*1) —
2 2
= limpy_yp UTADHAT (2 A
(Ax)*+2Ax _

= limay 0 Ax
= lima,_y (Ax—|— 2) =2

PRZ. f(x,y)=e"cosy, D=R% (x0,y) € R?

%(XO?)}O) = (exCOSyo);’x:xO = COS)’0€x|x=XO = %0 COS Yo
3—];()60,))0) = (e"0 cosy)’y|y:y0 = % (— Siny)|y:y0 — M siny
% =e*cosy ‘3—1; = —¢*siny

Spostrzezenie. Zat: f: D —-R", DCR" xoeUCD
w R” i R™ dane sg bazy kanoniczne, odpowiednio: {ey,...,e,}, {e],... e}, }
Teza: g—)é(xo) =D, f(x0)
1.2 _ 1 n
Dowdd. Dy, f (xp) = limy o LL20:8-o18) 1100100 /(-h) _

t
Floxb o3, oxhr, o x)—f(x),.. P
(505 . 6)—/(x 0):|l‘:Axi|=a—£(x0)-

= lim; ¢

DEF. f:D—-R" DCR"
xoceUCD
d
Mowimy, ze f jest rozniczkowalna w xq <éf> gdy istnieje takie odwzorowanie liniowe
Ly, :R"— R™, ze:

VheR" f(x0+h)_f(x0):on(h)+rx0<h)7
Xo+heU

gdzie lim,_ "%t = 0(€R™),  ry(h) - reszta
oznaczenie: Ly, = d f(xo) - r6zniczka funkcji f w punkcie xo

Ly (h) = d f(x0)(h)

PRZ. f:(c,d) =R Ly :R—R, Ly(h)=ah
X0 € (¢,d)
fxo+h)—f(xo) =a-h+ry(h)
. X — (X Fy, h
a:hmh_m(f( °+h})l flxo) _ Oh( )) = f(x0) +0 = f'(x0).
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TW. (posta¢ macierzowa rézniczki funkcji)
Zat: f:D—R", DCR", xo=(x},x%,...,x5)
f jest rézniczkowalna w punkcie xo € U C D

f(x17~-~;xn) = (fl(X1,...,Xn), f2(x17"'7xn)7 fm(xla"'axﬂ))

Teza: rozniczka funkcji w punkcie xo ma postac

d 2fi 9

3;;; (XO) g§ ( ) .. 3—?1()(0) hy

2 (x 2 L 22y h

I R N e
dJ m. 0 fm 9 m'

aﬁl (X()) 3§2 (XO) ... 8_£,, (XO) hy,

i=1,...m
DEF. Macierz f'(xo) = [%(xo)} . nazywamy macierza Jacobiego funkcji f w punkcie x.

7 i=1,...m
Jeslin =m, to J(xp) = det [% xo)} . nazywamy jakobianem funkcji f w punkcie xy.

. 42—, (x,y) #(0,0) . o .
PRZ. Czy funkcja f(x,y) =< x4y V7 (0’0) jest rézniczkowalna w punkcie (0,0)?
y

(XO +h) - f(XO) = on (h) + 1y, (h)
£((0,0) + (A1, h2)) — £(0,0) = %£(0,0)h; + (’—f<o 0y + ryg ()

%(0,0) = limay,—0 —'f(0+Ax’§,)C 1(00) = limac0 %2 =0
92(0,0)=0
f(h1,h)—0=0-h;+0- h2+r(00)(h1,h2)
hy-h3
ro0)(h,h2) = s
hih3
lim r(0,0)(h1,h2) —fm a-a
(h1:2)=(0.0) " T (h1,h2)—(00) = ——— —
[(h1, )| /h%—i—h%
h h2 3 )
:lim(hl’hz)ﬁ(op)ﬁ = lim =0 rcosrw = lim =0 cos@-sin’¢ nie istnieje
(hi+h3)° oo .

= f nie jest r6zniczkowalna w (0,0)

TW. (o zwiazku rézniczki z pochodnymi wzdtuz wektora, WK rézniczkowalnoSci)
Zat: f:D—-R" DCR"
xoceUCD
f jest rézniczkowalna w punkcie xg (i niech d f(xg) oznacza r6zniczke funkcji f w punkcie xp)
Teza: istnieje pochodna funkcji f w punkcie xg wzdtuz dowolnego wektora & € R" i zachodzi

Dyf(x0) = df(x0)(R).

TW. (WK rézniczkowalnosci zwiazany z pochodnymi czastkowymi)
Zat: f:D—-R", DCR" xpcUCR"
f jest rézniczkowalna w punkcie xp (i niech df(xg) oznacza rézniczke funkcji f w xq)
Teza:

1. Vi=1,...,nistnieje pochodna czastkowa g—xf w punkcie xg

2.V h=(h,... ) ERT df(x0)(hi, ... . h) = Ty 9L (x0) i
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TW. (WK ré6zniczkowalnoS$ci zwiazany z ciagtoscia)
Zat: f:D—-R" DCR"' xpeUCD
f jest rézniczkowalna w xq
Teza: f jest ciaglta w xg

TW. (WW rézniczkowalnosci)
Zat: f:D—-R", DCR"' xpeUCD
Vi=1,...,nistnieja i sa ciagte pochodne czastkowe g—){ w punkcie xg
Teza: f jest rozniczkowalna w punkcie xg 1 zachodzi:
Vh=(h1,....hs) ER"  df(x0)(h1,. ... hw) = Ty 5L (x0)hi

PRZ. Czy funkcja f(x,y) = x* +Iny jest rézniczkowalna w (xg,yo) = (1,1)? Jesli tak, to podaj réz-
niczke tej funkcji w tym punkcie.
D:xeR, y>0
D={(x,y):xeR,y>0}
(x()ayO) = (17 1)

aif _ af 1
W= 5=y

%(171) =2.1=2, %(Ll) = % =1 istnieja

3—§ =2x jestciagtaw (1,1), bo jest wielomianem
3—-§ = % jest ciagta w (1, 1) bo jest funkcja wymierna

z tw. poprzedniego wynika, ze f jest rézniczkowalna w (1,1)

h € R? df(l, 1)(h1,h2) = %(1, 1) ~hy + 3—5(1, 1) chy =2h1+1-hy =2h;+hy
df(1,1): R*>—=R

df(1,1)(hy,hy) =2h; +hy

f(1L1)=102,1]

TW. (interpretacja geometryczna rézniczkowalno$ci, WKW rézniczkowalnosci)
zal: f:D—R, DCR?
teza: f jest rzniczkowalna w (xg,v9) € U C D < istnieje ptaszczyzna (Scisle) styczna do po-
wierzchni z = f(x,y) w punkcie (xo, o, f(x0,0)) 0 rGwnaniu:

0 0
z— f(x0,y0) = a—ic(xmyo) “(x—x0) + 8—;6(360&0)()’—%)

PRZ. f(x,y) =+/4—x2—y%,  (x0,y0) = (1,1)

¥ Hy? 42 =4 réwnanie sfery o Srodku w punkcie (0,0,0), R =2
Dy 4—x>—y>>0

(1,1>€Df, (1,1)€UCDf

Dlaczego jest r6zniczkowalna?

d - . . . ..
a_gz = Z\/#Tyz(—bc) = \/ﬁTyz sa ciagte w otoczeniu punktu (1, 1), bo iloraz dwdéch funkcji
of y ciagtych, z ktérych jedna jest ztozeniem pierwiastka i wielo-
Iy T iy mianu
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3_f(1 )=—l _=_L
\/4 12—-12 V2
H0.D =7

z WW na rézniczkowalnos¢ = f jest r6zniczkowalna w (1,1)

f(o.30) = f(1,1) = V41— 12 =2
z—=V2=Z(x —1)—|—\[(y—1)

Uwaga. Zal: f: D—R, DCR"
f jest rézniczkowalna w xo € U C D
xo+helU
Teza: f(xo+h) = f(xo) +df(x0)(h)

PRZ. Oblicz przyblizong wartosé¢ /(0,98)3 + (2,05)3
f6,y) = Va3 +y3
(x,y) = (0,98;2,05)
<X(),y()) = (172)
h:(x_x07y_y0) ( 0,02,0,05)

df(x0,y0)(h1,h2) =

QJ
&.‘

0
(Xo yo)hi + aﬁ(xoyyo)hz

J/

Q.)

F((x0,50) + (1, 12)) = £ (x0,y0) + 5 (x0,0) 1 + 5 (x0,50) 2

af _ 1 2y _ 3¢ ) 3.12 1
ox 24/13+y3 (3)6) 24/x34+y3 3_§( ’2):2 1+8 -2
af 1 2 3y2 af _ 322 _
3 4y3 (3 ) By3 3y( ’2)_2m_2
1 5 _ 9 _
10,952,052 VT +z'(—fg—o>+2'm—3+m—3’09

DEF. f:D - R, DCR"
niech 5 f - bedzie okre§lona w pewnym otoczeniu U C D punktu xq
Pochodna czastkowa 2-go rzedu nazywamy

2 P)
f IE O A0+ A0 0, ) S ()

9% (F0) = limag; 0 g
. 9 _ 9 (9f
Inaczej x5 = 9x (a—xl

PRZ. f(x1,x) =x} —sinx,
of _ of _

a_x]_le 9 = —Cosx

) 2

T = 4 = (35) = ) =2
e = 3% (35) = #(2) =0
Tad = o (75) = o (-cosx2) =0
58 = (35) = (- cosm) =sin

DEF. Zal6zmy, ze w pewnym otoczeniu U funkcja f jest rézniczkowalna tzn. Vx € U 3d f(x)
czyli istnieje funkcja: U 2 x — df(x)

; ) .. . d .
Funkcje f nazywamy 2-krotnie rézniczkowalng w punkcie xg € U é gdy funkcja
U > x — df(x) jest rézniczkowalna w xg

d*f(x0) = d(df)|x=x,
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PRZ. f:D—R, DcCR?
df(h,ho) = 5L+ 5Ly
& f(hy, hz):d<afh +afh> (fh +afh>h+ (fh+ fh2>h2:
_ 9*f 2 f 8f 8f 2

4

rézniczka zupelna rzedu 2—go funkcji f w punkcie xq

PRZ. f:D—R, DCR3
(*)

af af
df(h17h27h3) a a &

92
dzf(hl hz,h3)_ 2 (x )h1+ (1) + 5 (%)h3 = fh2—|—axaf h2h1+axa’;h3h1+ayg hihy +
8 8

h1 + =hy+ =hj

TW. (WW na 2-krotna rézniczkowalnosc)
Zal: istnieja i sa ciagle wszystkie pochodne czastkowe 2-go rzgdu funkcji f w punkcie xg € U C
Dy
Teza: f jest 2-krotnie r6zniczkowalna w x

TW. (Schwarza o rownosci pochodnych mieszanych)
zal: f jest 2-krotnie r6zniczkowalna w xg

a 2
teza: $- ({y (x0) = 3+ af; (x0)

PRZ. cd. d2f (hi,hy) = 2413 +2ﬁh1h +§{h

PRZ. cd. d2f(hy,hy,h3) = 2413 +a—fh + S 24 iy + 2.8 hohs + 294 hyhs

Ekstrema lokalne funkcji wielu zmiennych

DEF. f:D—R, DCR" D -obszar
Moéwimy, ze f ma maksimum (minimum) lokalne w punkcie xg € D <
< istnieje takie otoczenie U C D punktu xo, ze: V ;f eU f(x) (<) f(x0)
XF£X( >

PRZ. f(x,y)=x*+y*
z=x>+y?>  réwnanie paraboloidy
f maw (0,0) minimum lokalne o wartosci 0

TW. (WK istnienia ekstremum lokalnego)
Zat: f:D—R, DCR"
f jest rézniczkowalna w xo € D (D - obszar)
f ma ekstremum lokalne w xq
Teza: df (xo) = ? (&VheR"df(xo)(h)=0)

odwzorowanie liniowe zerowe

<:>Vi:1,...,n %(x@zO)
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PRZ. f(x,y) =x>*+y>, D=R?

9 = 9x
g; } pochodne ciagte jako wielomiany
o=

(= f rézniczkowalna w R?)
2x=0 x=0 ) L . S
v — 0 = 0 = jedynym punktem, w ktérym funkcja f moze mie¢ ekstremum
y = y =
(zwanym punktem stacjonarnym) jest punkt (0,0)

DEF. Forma kwadratowa nazywamy funkcje ¢ :R" — R taka, ze:
O(X1,X2,...,X,) = a1 1X% Fapxixy+apx;x3+ ... +apX1x, +a1xx +azzx% +ax3xoxz3+...+
+ aypXoXy + ...+ Au1XpX1 T Q2 XpX + ...+ a,mxﬁ =

ayly ai2 ... aAip X1
a1 ayy ... Ay X2
T
:[xl, ey xn] ] ] =X'"-A-X
Ayl ap2 ... Qup Xn

gdzie macierz A jest macierzg symetryczng i nazywamy ja macierza formy kwadratowe;j.
DEF. Mo6wimy, ze forma kwadratowa ¢ jest

(1) dodatnio okreslona &£ v hhgoR" o(h) >0

(2) ujemnie okreslona &L v nER" (i) <0

(3) nieujemnie okreslona LV heRrn oh) =0
(4) niedodatnio okreslona &£ v heR" () <0
(5) nieokreslona &L 37 e R"  @(h) <0 A Thy €R"  @(hy) >0

TW. (Sylvestra)
i=l...n

Zal: A = [a,- j} iln” macierz formy kwadratowej ¢
alir ... Adik
dy=det| : .. k=1,...,n
arr ... Ak
Teza:
1) Vk=1,...,n d;> 0= ¢ jestdodatnio okreSlona  (+,+,+,...)
2) Vk=1,...,n (=1kd; > 0= ¢ jest ujemnie okreslona (—,4,—,+,...)
3) Vk=1,...,n di > 0= ¢ jest nieujemnie okreslona

4y Vk=1,...,n (—=1)*d; > 0= ¢ jest niedodatnio okreslona

5) jesli nie zachodzi ani 3), ani 4), to ¢ jest nieokreslona

DEF. f:D—-R DCR"
f jest dwukrotnie rézniczkowalna w xg
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Macierza formy kwadratowej zwiazang z druga pochodng funkcji f w punkcie xg nazywamy

[ 92 9> 92
a—é”(xo) L(x0) . 3L(x)
I f *f *f
M) = | 72500 3500 e G (o)
92 ' 92 . 9%
_—a)%g (0) Fot () .o G(x0) _

- macierz Hessego

TW. (WW na istnienie ekstremum lokalnego funkcji wielu zmiennych)
Zat: f:D—R DCR" D-obszar, xocUCD
f jest C2(U) (tzn. ze wszystkie pochodne czastkowe 2—go rzedu sa ciagte w U)

8x,-
Teza: [d) odnosi si¢ do macierzy formy kwadratowej zwiazanej z 2-ga pochodna funkcji f czyli

M(XO)]

f spelnia WK na istnienie ekstremum lokalnego w xg (tzn. Vi=1,...,n of (x0) = 0)

1) Vk=1,...,n di>0= f maminimum lokalne w punkcie xq (+,+,+,...),
2y Vk=1,...,n (—1)kdk > 0 = f ma maksimum lokalne w punkcie x (-yF,se o),

3) jesli forma kwadratowa jest nieokre§lona w punkcie xg, to f nie ma ekstremum lokalnego w
punkcie xq

PRZ. f(x,y) =x*+y*
of _ o _
I°f _ If _ If _ I’f _
=2 gy an-0 Gr=2
2 0
M(xuy)_ |:O 2:|
2 0] dy=detl2] =2>0
0 2| d=22-0-0=4>0
= f ma minimum lokalne w punkcie (0,0)

M(0,0) = {

PRZ. f(x,y) =x" +y’ —x* —2xy—y* =X+ — (x+y)?

%:3)62—2)6—2)/ Lx=y ILx=—y
9 _ 322y 3x2 —2x—2x=0 3x* —2x+2x=0
Y, x(3x—4)=0 x> =0
3x2—2x—2y:0 {x:() {x:% x=0
3y°—2x—2y=0 \ 4 _
=0 =4 y=0
332 —3y2 =0 d T

(x=y)(x+y) =0 X X X

IL=20 -2y =6x—2, 2L =0FL—_p Zl_c-2
6x—2 -2

M(xuy)_|: _2 6y—2}

6 -2 d=6>0
A

-2 6 d=36—-4=32>0
= f ma minimum lokalne w punkcie (‘31, ‘3—‘)

[2 2] 4 =-2x0
M(O’O)_Lz —2] =020
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Z tego nie mozna wnioskowac ani o istnieniu, ani o nieistnieniu ekstremum lokalnego w (0,0).

Forma kwadratowa, ktéra jest stowarzyszona z macierza M (0, 0) jest niedodatnio okreslona wigc
funkcja f moze mie¢ maksimum lokalne w punkcie (0,0).

Cw. dom. Uzasadnié, z definicji (ekstremum lokalnego), ze f nie ma ekstremum lokalnego w
punkcie (0,0) pokazujac, ze dowolnym sasiedztwie punktu (0,0) sa punkty, w ktérych funkcja
f przyjmuje wartosci > 01 < 0.

PRZ. CD. f(x,y) =x>+y3 —x> —2xy —y?
fry) =2 +y = (x+y)?

f(0,0)=0
Pokazaé, ze w sasiedztwie (0,0) sa punkty, w ktérych funkcja f przyjmuje wartosci > 01 < 0.
y=0 y=x
f(x,0)=x>—x>=x*(x—1) P43 —(2x)? =20 —4x? =242 (x— 1)
z tego nic nie wynika
0 1
y=x>—x

fOo,x>—x) =3+ (2 —x)P —(x+ 2 —x)? =2+ x(x—DP - (@) =3 x— 1) —x* =
:x3—|—x3(x3—3x2—|—3x—1)—x4:)(X+x6—3x5+3x4—)(y—x4:x6—3x5+2x4:
=x*? —3x+2) =xHx—2)(x— 1)

o1 Nie ma ekstremum lokalnego w (0,0)

EKSTREMA WARUNKOWE

PRZ. f(x,y)=x+y

2 2

x4y =1

Znale7¢ ekstrema lokalne funkcji f(x,y) = x+y na zbiorze D (punktéw spetniajacych warunek
2 42

x“+y =1).

Zbiér D nie jest zbiorem otwartym w R? wiec nie da sie tutaj zastosowaé podanych wczesniej
definicji i twierdzen dotyczacych ekstreméw lokalnych.

DEF. f: D—-R DCR"
warunek: g: D' =R D' CR"
Zaktadamy, ze f jest klasy C? na D
oraz g jest klasy C! na D/
S={xeR": g(x)=0} CD
warunek C D

ZnaleZ¢ ekstrema lokalne funkcji f: S — R zwane ekstremami warunkowymi.

DEF. Méwimy, ze funkcja f osiaga maksimum lokalne warunkowe w punkcie xo € § 4
minimum
L 3ucp:vxeuns f(x)(<)f(x0)
>

XF£X0
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Metoda Lagrange’a

Tworzymy funkcje Lagrange’a

L(x,A) = f(x)+2Ag(x), xeDCR"
AeR

TW. (WK istnienia ekstremum warunkowego)
zat: f, g saklasy C! na odpowiednich zbiorach D, D’
f ma ekstremum warunkowe w punkcie xg € S

3 R:Vi=1,...no% -0
teza: ;LO € l 3 ,n Jx; (.X(),A())
g(x0) =0

DEF. Hesjan obrzezony

d d d T
0 a—)‘fl(xo) a—f;(xo) a)i (x0)
d 92 92 92
a_xgl(x()) a_xl%(x(%)'()) W&l‘;@(x()?)'()) cee Wal;%(x()’%)
d 92 92 02
H=|55x) 3255 0,20) a—é(xo,lo) o gege (x0,20)
; : o : . : . az :
axgn (.X()) WQLXH(X(L)'O) WQLXH(X(L)'O) a_xé(x()?/l())
) 0o 9 98 i
w9
g d°L d°L
H2 = det a_xl (9_)6% 8x18x2
dg 0%L %L
8_x2 8x28x1 a_x%

Ho=...

H,=...

TW. (WW na istnienie ekstremum warunkowego)
zat: f € C?(D) oraz g € C*(D')
spetniony jest WK istnienia ekstremum warunkowego w punkcie (xp,Ag), xo € S.
teza:

1) Vk=2,...,n H; <0= f maminimum lokalne warunkowe w punkcie xg. (-,-,-,-,...)

2) Vk=2,...,n (=1)'H, <0= f mamaksimum lokalne warunkowe w punkcie x.
(+’_’+’_’- . ')

3) Jesli nie zachodzi ani (V k =2,...,n H; <0),ani Vk=2,....n (=D'H, <0),to f
nie ma ekstremum lokalnego warunkowego w punkcie x.

PRZ. f(x,y)=x+y
glxy) =x*+y*—1
L(.X,y,)t) :f(xuy) +2’g(x7y) :x+y+2’<x2+y2_ 1)

142Ax=0
L1420 {
o 14+24y=0
_ 1
oL oy
¥ +y?—1=0
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PL_ 9 L _ (f

o A

vl

I X a_y 2y
<x2>J’2)_ <\}§7\}§) A__\/LE

0 2x 2y 0 V2 V2
H=1|2x 21 0 |=|v2 —vV2 0

2y 0 2A V20 =2
Hy =detH =224+2v/2=4y2>0
= f ma maksimum lokalne warunkowe w <%, %)

PRZ. Wyznaczy¢ warto$é najwigksza i najmniejsza osiagana przez funkcje f(x,y,z) = x> +2y* +3z°
na zbiorze V = {(x,y,z) € R®: x*>+y? + 7% < 100}.

I badamy wnetrze zbioru V

af

g jx 2x=0 x=0
> Y 4y =0 y=0
9; =62 6:=0 z=0
£(0,0,0)=0

II x*+y*+z> =100
L(x,y,2,A) = x> +2y? + 322 + A(x® +y* + 2% — 100)

(2x+2Ax=0
9L = 2x+22x 4y+24y =0
9L —4y+22y |624+24z=0
9k — 67+ 22z (x(2424)=0

y(44+21)=0

z2(6424) =0

(x> +y2 42> =100

1. x=0
L1 y=0
02 +0? +2% =100
z=10 lub z=-10
A=-3
£(0,0,10) = 300
£(0,0,—10) =300
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1224A=0A1=-2
z(3-2)=0
z=0
0% +y>+0% =100
y=10 Vv y=-10
£(0,10,0) = 200
£(0,-10,0) = —200

2.1+4A=0A1=-1
y2-1)=0=y=0
7z3—-1)=0=2z=0
x? 4+ 0% +0% = 100
x=10 Vv x=-10
£(10,0,0) = 100 £(0,10,0) = 200
f(—10,0,0) = 100 f(0,—10,0) = 200

Odp. Najwigksza wartos¢ to 300 a najmniejsza to 0.

FUNKCJE UWIKLANE

PRZ. > +y* =1

(x0,y0) = (0,1)
y=v1-x2

PRZ. x*y—xy* =0
xy(x—y) =0

PRZ. xe’ —ye* — e =0

DEF. F: DR DCR?
F(x,y)=0
(x0,y0) €D F(x0,y0) =0
Jezeli w otoczeniu punktu (xg,yp) istnieje funkcjay: V —W (U C D C R)
y =y(x) taka, ze Vx € V F(x,y(x)) = 0, to méwimy, ze réwnanie F(x,y) = 0 mozna rozwiktaé
w otoczeniu punktu (xq,yp)-
Funkcje y = y(x) nazywamy funkcja uwiklana dang réwnaniem F(x,y) = 0.

TW. (WW na istnienie funkcji uwiklanej)
Zat: F: D—R DCR?
F(x,y)=0
F(x0,y0) =0
U - otoczenie punktu (xo,yo)
Fec'(U)
%_i(x()ay()) #0
Teza: 1) istnieje takie otoczenie V punktu xp 1 takie otoczenie W punktu yy oraz istnieje taka
funkcjay: V—>W,zeVxeV F(x,y(x)) =0,
(czyli istnieje funkcja uwiktana y = y(x) dana réwnaniem F(x,y) = 0 w otoczeniu
punktu (xg,yo))-

2) Ponadto
JdF
/ — _ Tx(x()ay())
Yxo) = =3 )
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PRZ. x¢’ —ye* — e =0

(anyO) = (170)
F(x,y) = xe’ —ye* —e¥

F(1,0)=0
JdF Y veX — .
=e =)y e--y
gF funkcje ciaglte w R?
8—y=xey—e —eV.x 4
FeCl(R?)

aF(l 0)=1-"—e'—e"=—¢+#£0
oF

11y — o0 09 1

y (1) - %(1’0) - —e T e

IT spos6b

xe¥ —yet —e? =0

y=y(x)

F(x,y(x))=0 VxeV

xe’) —y(x)ef —e¥W =0 VxeV /%

o' 4300y () = (3 (9 +3(9e7) ~ (2 5() +07(9)) = 0

V() () — %0 2) =~ 4 y(2)e 4 ev00) 3 (x)
=W 4 y(x)e" + e Wy(x)

y\Wx)= X&) — X — xexy(x)

TW. (wzér na y”(x) jesli y'(xo) = 0)
Zat: F(x,y)=0
F:D—R DCR? F(xg,y0)=0
F € C>(U) U - otoczenie punktu (xo,yo)

9L (x0,0) #0

9 (x0,0) =0 (¥'(x0) =0 <= % (x0,y0) = 0)
6’2_F(x

5.7 (X0, Y0)

Teza: y'(xo) = —
%_g(x()vy())

PRZ. Wyznacz ekstrema lokalne funkcji uwiktanej postaci y = y(x) zadanej réwnaniem
X4y —bxy=0 (%)

F(x,y) =x°+y> — 6xy

%—§:3x2—6y
%—§:3y2—6x

=0 = 3x>—6y=0

y= 3%

y = 3x* wstawiamy do réwnania ()
x3+(%x2) —6x%x2:O
x3+%x6—3x3:0
%x6—2x3:O
X3 —16)=0
¥=0 v x*=16

x=0 x=v16=2v2

y=0 y=3(2v2)?=2v4
x=0,y=0
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%—5(0, 0) = 0 — nie wiemy, czy istnieje funkcja rozwikiujaca

x=2v2, y=2v4
2 (232, 2%):3 (2V4)* —6-292=12V16 - 1292 = 12(V16 ~ V/2) # 0

£ (x0,50)
y'(x0) = —‘3;‘
2
TE = 532 —6y)

6272~ <0
12(v/6 —v/2)
>0

= y = y(x) ma maksimum lokalne w punkcie xo = 2v/2 o wartosci yp = 2v/4

Y'(x0) =" (22) = -

TW. (przypomnienie o postaci macierzowej rézniczki funkcji)
Zat: f:D—-R" DCR" x9= (x(l),x%, . ,xg)
f jest rézniczkowalna w punkcie xo € U C D

f(xh-“axn) = (fl(xla---vxn)a f2(x1,~~-7xn)7 fm(x15...,x0))

Teza: rézniczka funkcji w punkcie xo ma postac

d d d

3—,?( 0) g—f}g(xo) a?(m) hy

S22 (x, S22 (x, 2 (x h
df(x0) (k) = ‘”‘f”) 2 (%) ‘9"".(0) ’

3fn ; Ofu

%0 (xo) a@( 0) - G2(xg)] Lhm

i=1..m

DEF. Macierz f'(xg) = [37]3()60) nazywamy macierza Jacobiego funkcji f w punkcie x.

[ I—
~.
\ |

Q.J
\

l..n
i=1..m
Jeslin =m, to J(xg) = det [ E(x )} _ nazywamy jakobianem funkcji f w punkcie xg.

PRZ. f:(r,0) — (rco’é(p,rsiﬁ )
D =[0,+) xR
(707(/)) € (07+°°) xR
Jdx  Ox .
_r o COS —rSin
f/(ra(P):[gy %_()If]:|: v . ¢:|

sing rcos¢@

dr do
J(r,@) =rcos> @ +rsin> @ =r

TW. (o rézniczkowalnosci funkcji ztozonej)
Zat: f:D —RK, DcCR"
g:E—-R" ECRK
h=gof: D—R"
f jest rozniczkowalna w xo € U C D
g jest rézniczkowalna w f(xg) =yo €V CE
Teza: funkcja ztozona g o f jest rézniczkowalna w xg i d(go f)(xo) = dg(yo) ?d f(x0)

(zloienie odwzorowan liniowych)

TW. (wersja macierzowa tw. o rézniczkowalnosci funkcji ztozonej)
Zal: jak w tw. poprzednim

Fler,xn) = (A, xn), e fi(xn, -0y X0))
gty v) = (@115 8m1s -, VK))

30



= (hy(x1,- s Xn) sy B (X1, X))

h()cl,...a,x,,):(gaof)(xl,...,xn()9 1
h h h
B_xI(xO) a—x;(xo) 8x,1,<x0)
dhy dhy oy
Teza: | 7 _(XO) axz(XO) axn.(XO) =
i, b, oy,
; EET(XO{; ;a;(xb) b axn(XO)
P) P) P)
Evo) o) o FE0o)] [E) ) .. o)
P) P) p) P) P) P)
5200 200 - F200)| |F200) gm0 .. FE(x)
em. em. 9om e e, e,
(o) Ym(yy) .. 9mG0)] (PE0) o) ... P
PRZ. f(x1,x2) = (x1 —x2,%1 +x2) fiR? = R?
g(v1,y2) = y1y2 g:R*? >R
h=gof
I sp.
h:R> =R

h(x1,x2) = (g0 f)(x1,%2) = g(f(x1,x%2)) = g(x1 —x2,x1 +x2) = (x1 —x2) (x1 +x2) = x] —x3

_|odn oh| _
h/_[a_xl 0_x2]_[2x1 —2x2}

_[on on
- axl 8x2

ehoob 1 1
f/: ox;  dxy _ —
9 b |1 1

ox;  0dxy

d d
g/:[a_fl a_fz]:[)’z i)

I —1

w111 :[y1+y27 —y2+y1} =

I =Xp =X
Y2 =x1+x2 Y2 =x1+x2

= [2x1, —(n+x)+x1—x] = 20, —2x]

n=1[y ]

PRZ. Rozwiazaé réwnanie r6zniczkowe czastkowe 7, = Z’y, gdzie z=z(x,y), przyjmujac nowe zmienne

U=x+y v=x—y.

=%

z=z(xy), F(xy) = g—ﬁ(x,y) V(x,y) €D
z:(xy) = zlxy) €R

[ (xy) = (u(x,y),v(x,y)) € R?

g (u,v) — g(u,v)

z=gof

Z/ = [%7 9z

y

Ju Jdu

dz  dz _g@_ﬁ_y_@‘au_i_@@ @3”4_@3"

dx dy ou ov v % T |odu odx ' dv dx> du dy ' dv dy
x dy

ox du dx ' Jdv Jx

9z _ 9% ou 98 o

3y gu dy aav dy

_Z:_g.1+_g]

d d d

9_)16—8_;.14_‘9_;.(_1)

dy — du adv
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wstawiamy do réwnania ()
) dg 0 dy
=g

d
2.8 =0
o
g(u,v) = @(u), gdzie ¢ jest dowolna funkcja rézniczkowalna jednej zmiennej
2(xy) = (8o f)(x,y) = glx+y,x—y) = p(x+)
z2=9(x+y)

CALKA PODWOJNA PO PROSTOKACIE

P - prostokat C R?

f: P—R

Tworzymy podzial m, prostokata P na n matych prostokatéw Py, Ps,...,P,.

On - Srednica podziatu - dlugos¢ najdtuzszej przekatnej prostokatéw Pp, P, ..., P,.
Tworzymy ciag podziatow:

T P

m: P ,Pz

T, P,P,...,P,

. } . . . d .
Moéwimy, ze ciag podziatéw (7, ),cn jest normalny £L 11_r>n 0, =0.
n—oo
Vi=1...n wybieramy punkt posredni (c;,d;) € P,
Tworzymy sume catkowa S, =Y | f(ci,d;) - |Pi|
pole prostokata P,

DEF. Jesli dla dowolnego normalnego ciagu podzialéw prostokata P istnieje granica wtasciwa ciagu
sum catkowych S, 1 granica ta nie zalezy ani od wyboru ciagu podziatéw, ani od wyboru punktow
posrednich, to granicg t¢ nazywamy caltka podwaéjna funkcji f po prostokacie P i oznaczamy

symbolem
| fey)dudy(= lims,)
P
Mowimy wtedy, ze f jest catkowalna po prostokacie P.

TW. (WW na catkowalno$¢ funkcji po prostokacie)
Jezeli f jest ciagla na prostokacie P, to f jest catkowalna po prostokacie P

TW. (Fubiniego)
zal: P = [al,bl] X [az,bz]
f: P—R calkowalna na prostokacie P
teza:

by
D far,bi) ¥ 900 = [ flxy)dy

Funkcja ¢(x) jest funkcja catkowalng w sensie Riemanna na przedziale [a;, b ]

by [ by by by

) [ feyaxay= [ | [ rey)dy| dx =7<p<x)dx= [ax [ fexeay

1

CALKA PODWOJNA PO OBSZARZE OGRANICZONYM
DCR?> 3P-prostokat D CP

Tograniczony
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DEF. Funkcja charakterystyczng zbioru D nazywamy funkcje

X = 1’ (x’y>€D
L) 0, (x,y)¢D
Uwaga. f: P—R
(f-xp)(x,y) = f(x,y), (x,y)€D

0, (x,y) €D

DEF. Calka podwdjna funkcji f po zbiorze ograniczonym D nazywamy
def
J] #eanay ™ [] (o) y)dvdy
D P

DEF. Obszarem normalnym wzgledem osi OX nazywamy obszar D = {(x,y) € R?: x € [a, ],
o(x) <y <y}

gdzie ¢, y : [a,b] — R sa ciagte

PRZ. K((0,0),R) jest obszarem normalnym wzgledem osi OX.

Uwaga. Analogicznie definiujemy obszar normalny wzgledem osi OY

PRZ. Obszar normalny wzgledem osi OX, ale nie wzgledem osi OY

TW. (o zamianie calki podwdjnej na calke iterowana dla obszaru normalnego wzgledem osi
0X)

Zat: D={(x,y) €R?: x€[a,b], o(x) <y < ¥(x)},0, w:|a,b] > R ciagle
f: D—=R ciagla

v(x) b Y
Teza: / f(x,y)dxdy = / / fle,y)dy | dx | = /a’x f(x,y)dy
¢(x) a ok
y=x
PRZ. //e> dxdy, gdzieD: {x=0
I podejscne
D={(x,y): x€[0,1], V/x<y<
o (x) (x)
1
//ededy /dx/wdy =?
/e)dy— :; = /—xe—tdt
dt = —%dy 2
IT podejscie
D={(xy): ye[0,1] 0 <x< )}
v(y)
I 1 , 1
//eydxdy: /dy/e;dx: /dy [ye}] /dy(yey—y)
D 0 0 0 0
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TW. 1
zal: f,g: D — R catkowalne
D - obszar normalny wzglgdem jednej z osi

teza: Vo, B € R //(Oc-f—kﬁ -g)(x,y)dxdy = Oc//f(x,y)dxdy+ﬁ//g(x,y)dxdy
D D D

TW. 11
zat: Dy, D; - obszary normalne wzglgdem jednej z osi

int Dy Nint Dy =9
f: D1 U Dy — R catkowalna

teza: //fxydxdy //fxydxdy+//fxydxdy

D1UDy

DEF. Obszar D nazywamy obszarem regularnym o
1) D=DyUDyU...UD,
2) Vi=1,...,n D;- obszar normalny wzgledem jednej z osi
3y Vi,je{l,...,n} i#j=imtD;iNintD;j=0

TW. Jesli f: D — R ciaglai D - obszar regularny, to f jest catkowalna na D i zachodzi wzér:

J[ seenaray =Y. [[ pteyasay
D =D

TW. (o zamianie zmiennych w calce podwaéjnej)
zal: f: D—R ciagla
D - regularny
®:D —D
& przeprowadza int D' na int D
D' > (u,v) = ®(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) € D
@' (u,v) - macierz Jacobiego funkcji @
J( v) = detd’(u,v) - jakobian
(u,v) €int D' J(u,v) #0

teza: //f x,y)dxdy = //f x(u,v), y(u,v)) - |[J(u,v)|dudv

WSPOERZEDNE BIEGUNOWE
x=x(r,Q) =rcos@
y=y(r,) =rsing

PRZ. D = {(x,y): xe[0,R], 0<y< \/RZ—xZ}
rel0,R], @€ [0’%}
D'={(re): re[0,R], p€[0,7]}
D: (r,p) — (rcos@,rsin@)
J(ro)=r
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TW. (o przejsciu na wspolrzedne biegunowe w calce podwdjnej)

Jal: xzrgOS(p
y =rsin@
D ={(re),re...,pec...)}
D ={(x,y),...}

®: D'>5(r,p) — (x,y) €D
f: D—R ciagla

teza: //f(x,y)dxdy://f(rcosq),rsinq))-rdrdq)
D D

PRZ. / / ydxdy ,gdzie D - ¢wiartka kota o promieniu R w I ¢w. uktadu wspétrzednych

D
D' ={(re): re[0,R], p€[0,5]} i

R R
//ydxdy://rsin(p-rdrd(p:/dr/rzsinfpdfpZ/”zdx[—COS‘P]g:
D D/ 0 0

R R

0

T r K R’

= /rzdr <—cos— — (—cosO)) = /rzdr(0+ H=|=| =—
2 3] 3

0 0
TW. (o interpretacji geometrycznej calki podwojnej)
zat: D - regularny
f: D—R, ciagla
teza: objetosé bryty V = {(x,y,z) € R3: (x,y) € D, 0 <z < f(x,y)} jest réwna
V] = //f(x,y)dx dy
D

TW. (wzér na objetos¢ obszaru)

zak: V ={(x,5,2) €R’: (x,y) €D, ¢(x,y) <z < y(x,y)}
gdzie D - obszar regularny
o, wv: D—R ciagle

teza: [V] = [[w(x.y) - o(x.y))dx dy
D

PRZ. Oblicz objetosé bryly ograniczonej powierzchniami z = /x2 +y2 oraz z = 2 — x> — y?.
Z:2_x2_y2 :2—(x2—|—y2)
Y(xy) =2—x"—y
Q(x,y) = V/x* +y?
z=/x2+y?

z=2—(x"+y?)

2=2—(+)?)
72=2-7°
Z4+z-2=0
A=14+8=9
7=—2 =1
1= Ty (2
1:x2—|-y2

D =K((0,0),1)
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X=rcosQ
y=rsin@
Vi= [[[e-2 =)V aay= | W=r |-
D re(0,1]
¢ € [0,27]
1 2n 1 1
:/dr/[Z—rZ—r]rd(p:/(2r—r3—r2)dr-27r:27r {rz—%r“—%rﬂ =
0 0 0 0

Zastosowanie catki podwadjnej w fizyce
D - obszar regularny

e Pole powierzchni obszaru D:  |D| = [[ dxdy
D
p: D— R, gestos¢ powierzchniowa masy, fadunku elektrycznego, . ..

Masa obszaru D: M = //p(x,y)dxa’y
D

Moment statyczny wzgledem osi OX obszaru D
Mox = / / yp(x,y)dxdy

D
wzgledem osi OY

Moy = / / xp (x,y)dxdy
D

Srodek ciezkosci obszaru D

X0 = —Mﬁy
Mox

Yo="m

Moment bezwtadnosci wzgledem punktu (0,0) obszaru D
Mp = //(X2 +y%)p (x,y)dxdy
D

PRZ. Obliczy¢ wspétrzedne Srodka cigzkosSci jednorodnej ¢wiartki kota o promieniu R.
plx,y)=p
X0 = Yo 3

R
Mox = / / pydxdy = 3P

D
1
M://pdxaly:p//dxdy:p«]D\:p-é—‘th2
D D

3
_Mox _ _FP _ 4
Yo= "y = piz2 3 R-

PRZ. Obliczy¢ moment bezwtadnosci jednorodnego kota o promieniu R wzglgdem punktu lezacego
na brzegu tego kota.

Mp = //(x2 +y?)pdxdy = *
D

1. spos6b
X =7rcos@
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y=rsing
(x—R)*+y* =R’
— 2R+ R4y = R
cos? @ —2Rrcos ¢ + r? sin? =0
—2Rrcos @ = O
2Rcos @) =
0 VvV r:2Rcosq)

2
2
2
(r—

rir

5 . 5
*:p/d(p/rz-rdr:p/dq){%] p/ 6r cos* pd o = ..
0

2. spos6b

X=rcos@+R

y=rsin@

(x—R)2+y2 — R2

r?cos? @+ rZsin ¢ = R?

r?—R*=0

r=R

rel0,R] ¢€]l0, 2n]

r nie zalezy od ¢, ani ¢ od r, wigc kolejnos¢ jest dowolna

27
* :p/dr/o (r200s2(p+2chos(0+R2+r2sin2(p)-rdqo:

:p/dr/(rz’—f—Zercos(p—i—Rzr)d(p =

= p/a’r[r3(p+2Rr2 sin @ + R?r]3* =

5T %"

p [ 2nr® + 2R sin2x + R*r*m — (0+ 0 40)]dr =

—p [ 2nr +R*Pr)dr=...

CALKA POTROJNA
Calka potrgjna po prostopadio$cianie
P = ay,b1] x |az, by] X [a3, b3]

e Tworzymy ciag podziatéw prostopadtoScianu P
Podziat prostopadtos$cianu P: dzielimy prostopadtoscian P na n mniejszych prostopadtoScianéw

P.P,....P,
e Vi=1,...,n(c;,di,e;) €EP,
punkt poSredni
e Ciag podziatéw nazywamy normalnym, jesli ILm 0, =0 (8, = max{dt. przekatnej P,,i=1,...,n})
n—oco

e f: P—R funkcjatrzech zmiennych
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=1
objeto$¢ prostopadtoscianu P;

n
e Tworzymy sumy catkowe S, = Zf(ci,di,e,-) - P
l'i

DEF. // / Flx,y,2) dx dy dz % lim S,
n—roo
P

o ile ta granica nie zalezy ani od wyboru ciaggu podzialéw normalnych, ani wyboru punktéw
posrednich.

/[\

calka potrdjna po prostopadloscianie P funkcji f.

DEF. V - obszar ograniczony C R?
3 P - prostopadtoscian taki, ze V C P

/V//f(x,%Z) dly‘iéf P//(f.XTDxx’y’Z) av

dx dy dz funkcja charakterystyczna

DEF. Obszarem normalnym wzgledem plaszczyzny OXY nazywamy zbir
V={(xy2): (x,y) €D, ®(x,y) <z<¥(x,y)},
gdzie D jest obszarem regularnym C R?,
o,y: D—R ciagle

TW. (calka iterowana dla obszaru normalnego wzgledem plaszczyzny OXY)
zal: V - obszar normalny wzgledem plaszczyzny OXY
f: V=R ciagla

P(x.y)
teza: ///f(x,y,z) dxdydz = //dxdy/f(x,y,z) dz
Vv D D(x,y)

Jesli ponadto obszar D jest normalny wzglgdem osi OX, to:
b y(x) ¥(xy)
///f(x,y,z)dv = /dx/dy / flx,y,2) dz
4 a o(x) P(ry)
PRZ. [[[xdV,gdzieV jest ograniczony ptaszczyznami x =0,y =0,z=0,x+y+z= 1.
%
1. Rzutujemy obszar V na plaszczyzng OXY

2.z2=0  P(x,y)=0
P(x,y)=1-x—y

1
///xdv:/ dx dy / xdz =x
\4 D 0

3y=vy(x)=1-x
y=¢x) =0
1 1—x 1—x—y 1 1—x
*:/dx/dy / xdz:/xdx/dy[z](l) =
0 0 0 0 0
1 1-x 1
:/dx/(1—x—y—O)dyZ/de[y—xy—2)’2](1)x
0 0 0



1
:/dx[l—x—x(l—x)—%(l—x)2]=
0

1 1
/xdxl—Zx—i—x —E—I—x—ixz]

DEF. Obszarem regularnym (w R?) nazywamy sume skoriczonej liczby obszaréw normalnych
wzgledem pewnej ptaszczyzny (OXY,0XZ,0Y Z)
V=ViuW,U...UV,, iI’l'[Vl'ﬂiIlthZQ Vw’

i#]
Wspoéirzedne sferyczne
Wybieramy jeden z katéw 0, y
6 L4
x =rsin6cos @ X =rcosycos @
y=rsin0sin@ y=rcosysin@
z=rcos0 Zz=rsiny
r=0, r=0,
¢ € [0,2x], o € [0,27]
0 € [0, 7] ye |- 2,2]
|J| = r*sin@ |J| = r*cosy

Wzér na przejScie na wspolrzedne sferyczne w calce potrojnej:
// f(x,y,2)dx dy dz = // f(rsin@cos @, rsin@sing, rcosB)-r’sin® dr d6 do
V !

analogiczny wzor dla y

Zastosowanie calki potrojnej

e Objetos¢ bryty V:  |V| = [[[dV
14

p: V=R, gestos¢ masy, tadunku elektrycznego, ...

e Masabryly V: M = ///p(x,y,z)dx dy dz
%

e Momenty statyczne bryty V wzgledem ptaszczyzn:
Moxy :///z-p(x,y,z)dv

MOYZ:/V//X'P(XJ,Z)dV
v

MOXZZ///)"P(%%Z)CZV
v

e Srodek cigzkosci bryty V

M, M M,
X0 = 1?/}/2 Yo = oxz 0= g/;(y

e Moment bezwtadnosci bryly V wzgledem osi OZ

sz// (o +y%) p(x,y,2)dV
\%
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PRZ. Obliczy¢ moment bezwtadnosci jednorodnej kuli o promieniu R i masie M wzglgdem osi za-

wierajacej Srednicg tej kuli.

X = rcos ycos ¢
y =rcosysin@
Z=rsiny
MB:// (F +y? pdlea—W |J| = r’cosy
v r € [0,R]
¢ € [0,27]
yel-7,7]
R 2=m 3 R 2 3

—p/dr/d(p/r cos wrcosy/dly p/ 4dr/a’(p/cos vdy =

_
2

(]

Calka niewlasciwa wielokrotna (podwaéjna, potrojna)
D C R? (lub w R?)
D - nieograniczony lub f nie jest ograniczonana D (— oo)

e Tworzymy ciag zbioréw D{,D»,...,D,,...
Vi D;j - regularny
Vi DiCDis1 (.ciag wstepujacy”)
D= U D;

i=1
Vi f: D;i— R catkowalna

DEF. /---/f(x,...)dx...dif,};w/--./f(x
D D,

PRZ. / e dx =7, flx)= e - funkcja gestosci w rozktadzie normalnym Gaussa
// (O 5) g dy = /dx/ e_yzdy: /e_xzdx/e_yzdy: /e_xzdx
X=rcosQ
y=rcosQ
// x+y)dxdy—|D K((0,0),R)| = lim // *4y?) dxdy=|rel0,R] |=
R—>oo
¢ € [0,27]
Jl=r
R 2z R R
) R ) 2 ) I 2 ) I g
=lim [dr [e rdp=2xlim [re ' dr=2mlim |—=e =2x lim |[——=e " +
R—o0 R—eo R—oo | 2 0 R—+oo | 2
0 0
= 27r I=nm

= /exzdx:ﬁ

Calka krzywoliniowa nieskierowana
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x(1), y(r) €C([a,

DEF. e Tworzymy podziaty
h<n<npn<..<t

o B

e Srednica podzialu
Op=max{ti—t,_y:i=1,...,n}

o Ciag podzialéw nazywamy normalnym £L fim 6, =0
n—oo

o Vi=1,...,n c¢; € [ti_1,t] - punkt posredni

e f: L—-R
e Suma calkowa
dlugosc tuku
n - Zf Cl |Az lA | -

Zn: x(ci),y(ci)) / \/ 24+ [y(¢)]?dt

DEF. Calka krzywoliniowa nieskierowana funkcji f po tuku L nazywamy

def .
[ reyar® jim s,
T (6,—0)
o ile ta granica nie zalezy ani od wyboru ciaggu podzialéw normalnych, ani od wyboru punktéw

posrednich w przedziatach.

TW. Zat: L - tuk gtadki (zadany parametrycznie przez x(t), y(t))
f:L—=R ciqgla

Teza /fxydl /f VI OP+ (0P

TW. Zat: L - tuk gtadki (zadany w sposéb jawny y = y(x), x € [a, b))
y(x) € C'([a,b])
f: L—R ciagla

b
Teza: [ f(x)di = [ flxy()- 1+ (0
L a

DEF. Krzywa regularna jest suma skonczonej liczby tukéw gtadkich
K=LULU...UL,.

DEF. Jezeli K - krzywa regularna, to / f(x,y)dl dgz / fx,y)dl
i=1
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Zastosowania calki krzywoliniowej nieskierowanej

e Dhugosé tuku: |L] = / di
L

Masa tuku: M:/p(x,y)dl
L

Momenty statyczne: Moy =

Srodek ciezkosci:  xg = % yo = A%

Moment bezwtadnosci wzgledem punktu (0, 0): Mp = / (x> +y?)p(x,y)dl
L

Analogiczne wzory dla calki krzywoliniowej po krzywej L C R3

TW. Zat: L - tuk gtadki (zadany parametrycznie przez x(¢), y(t), z(t))
f: L—R ciagla

B
Teza: [ f(v2)dl = [ F(x(0),5(0).200) -/ WO + Y OF +[20) .
L o

PRZ. Wyznaczy¢ Srodek cigzkoSci jednorodnego pétokregu o promieniu R.
pxy) =p
M:/pdl:p/dl:p|L|:p7rR
L L
X0 — 0 Yo =?
I sp.
X € [—R,R|
y=y(x) = VR —x?
Mox :/ypdl:p/ydl: IT sp. =
L

L x = Rcost
y = Rsint
t €10,7]
T T T
= p/Rsint\/(—Rsint)2 + (Rcost)?dr = p /Rsint -Rdt = pRz/sint dt =
0 0 0

= pR?*[—cost|¥ = p - R*[—cos 7w+ cos0] = 2pR?
/
CALKA KRZYWOLINIOWA SKIEROWANA
L - tuk gladki
? . L —R?

pole wektorowe

F(x,) = (P(x,y),0(x,y))
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e Tworzymy ciag podzialéw normalnych
h<n<..<ty

a B
e Vi=1,...,nc; € [ti1,t]

e Tworzymy sume catkowa
n

N

Su = Y (P(x(ci),y(ci)), Qx(ei),y(c))) o Aim1A; =

i=1
[P(x(ci),y(ei)) - (x(t) = x(tim1)) + Qx(ci), y(ci)) - (v(t1) = y(ti-1))]

-

1

1

DEF. Calka krzywoliniowa skierowanga funkcji wektorowe;j ? = (P, Q) po tuku L nazywamy

/?odr— /P x,y)dx+ Q(x, y)dy = llmS
(5 —>O)
(0 ile ta gramca nie zalezy ani od wyboru ciggu podziatéw normalnych, ani od wyboru punktéw

posrednich).

TW. Zal: L - tuk gladki
F=(PQ)
PQ: L—R ciagte

B
Tma/nyM+Qxydy‘/ ¥ (1) + Q(x(2), y(8)) -y (1))t

TW. Zat: K - krzywa regularna
—K - ta sama krzywa regularna o przeciwnej orientacji

Teza: /de+ Qdy = —/de+ Qdy

DEF. Jesli K - krzywa regularna, to
/de+ Ody = Z/de+ Ody
¥ =17

Analogicznie wprowadza si¢ definicje catki krzywoliniowej po krzywej L C R? (i wzdr na jej obli-
czanie jest analogiczny).

PRZ. Oblicz/x dx+y dy—+z dz, gdzie L jest odcinkiem od punktu A(1,1,1) do B(2,3,4).
L

(r,y2) = (1,1, 1) +1(2—1,3-1, 4—1)
x=1+t¢ dla A flaB
y=1+2r t€l0, 1]
z=1+43t
/P(x’yvz)dx‘l’Q(xyy,Z)dy—{—R(X,y,z)dz:

L

[Px(1),3(8),2(1)) - X' (1) + Q(x(2),¥(t),2(2)) -3 (£) + R(x(t),¥(1), 2(t)) - (1) ]dt =

S R~

[(147)- 14+ (142)- 24+ (1+3¢)-3]dt = ...
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Przypomnienie: D - obszar (otwarty i spdjny zbidr)
dD - brzeg obszaru D

DEF. Obszar D nazywamy obszarem obszarem jednospéjnym &L gdy wnetrze kazdej krzywej za-
mknietej (bez punktéw wielokrotnych) zawartej w D zawiera si¢ w obszarze D.

TW. Jesli obszar D jest obszarem jednospdjnym ograniczonym, to brzeg obszaru D jest krzywa Jor-
dana (tzn. krzywa zamknigta bez punktow wielokrotnych).

DEF. Brzeg obszaru jednospdjnego ograniczonego D nazywamy zorientowanym dodatnio wzgle-
dem tego obszaru &L gdy poruszajac si¢ po tym brzegu zgodnie z wybrang orientacja obszar D
znajduje si¢ po lewej stronie.

PRZ. Orientacja dodatnia a obieg zgodny z ruchem wskazéwek zegara.

TW. (Greena)
Zat: D - obszar jednospdjny ograniczony

F =(P,0)
P,QcC'(DUID),
dD - jest zorientowany dodatnio wzgledem obszaru D

Teza: fP(x,y)dx—l— O(x,y)dy = // <aa—g(x,y) — %(x,y)) dx dy

aD

PRZ. Oblicz / y2dx —x*dy, gdzie L: (x—1)%+4 (y— 1) = 1 zorientowany zgodnie z ruchem wska-
L

zOwek zegara.

P(x,y) =y
g(x,y):_a)z;
P _ _
ujemnie x=rcos¢+1
1 — rsi 1
24 24 ¥ A . | y=rsing+
/ydx x°dy= //( 2x 2y)dxdy—2//(x+y)dxdy— 0 € [0,21]
L b b re0,1]
1 2z
:2/dr/(rcosq)+rsin(p+2)rd(p:...
0 0

DEF. Méwimy, ze pole wektorowe F= (P, Q) jest polem potencjalnym w obszarze D &

& gdy istnieje taka funkcja rézniczkowalnau: D — R, Ze
du = P(x,y)dx+ Q(x,y)dy
(tzn 34(x,y) = P(x,y), $4(x,y) = Q(x,) ¥(x,y) € D)

Funkcje u(x,y) nazywamy potencjalem pola wektorowego F= (P, Q) na obszarze D.

TW. (WKW na potencjalnos¢ pola plaskiego)
Zat: F' = (P,Q) €C'(D)
D - obszar jednospdjny
Teza: pole F jest potencjalne w D <V (x,y) € D : %—g(x,y) = g—i(x,y)
te same pochodne czastkowe co w tw. Greena

44



TW. (o niezaleznosci calki krzywoliniowej od ksztattu krzywej w polu potencjalnym)
Zat: F = (P,0) e C'(D)
D - obszar jednospdjny
Teza: catka krzywoliniowa skierowana nie zalezy od ksztattu krzywej regularnej K C D w polu
potencjalnym ale tylko od potozenia koncéw tej krzywe;.

Ponadto zachodzi wzor: /P(x,y)dx + Q(x,y)dy = u(B) —u(A),
o AB
gdzie K = AB oraz u jest potencjalem pola wektorowego w D.

TW. Calka krzywoliniowa skierowana po dowolnej krzywej regularnej zamknigtej zawartej w obsza-
rze D, w ktérym pole wektorowe jest potencjalne jest réwna 0.

PRZ. Oblicz
x = roarctgt
Oblicz / 2xydx+ (x* —y*)dy = *, gdzie K : { y = arcsint
K od A(0,0) do B(%,%)
t=0 x(0)=0-arctg0
y(0) = arcsin0
t=1 x(1)=1%arctgl = %
y(1) =arcsinl =7
I sposéb
* = / {2 rParctgt - arcsint - (£° - arctgr)' — (arcsin®¢’ — r'Oarctg?r) - ! dt=...
/ V1-1?
II sposob
( y) =2y Qx,y) =y -’
P2 P
d
S (x,y) = ay (x y) VY(xy) € ]1“%2

D jednospdjny
# v WRW pole F= (P, Q) jest potencjalne w R?
Plxy) =21y Olx,y) = X =y
a =Py 5 =0(xy)
/ x,y)dx = /2xydx = Zy/xdx =2y- %xz—l-C(y) =x’y+C(y)
ay(x y+C(y)) = Q(x y)

/Z+C’ )/Z y?

|
/c’ )dy = / Ydy= -3y +C

u—uxy—xy y+C

« =u(%5) —u(0, 0)——((%)2-%—%-(§)3+c)—(0—o+C):g__gj:_n3.%(%_%):__

III spos6b

PokazaliSmy juz wczesniej, ze F= (P, Q) jest potencjalne w R?
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x=t i
* :/2xydx—|—(x2—y2)dy: y =2t :/[2t-2t-(t)/—|—(t2—4t2)(2t)/]dt:
AB te[0,%] 0
4 4 4T
1,14 2 /73 2 3
- 4t2—6t2dt:—2/t2dt:—2 B === (-) A
/ 3], 3\4 3 16-4 96
0 0 N

PRZ. Obliczy¢ catkg¢ krzywoliniowa skierowang pola wektorowego ? = <)ﬁy2, ﬁ) po okrggu
x? +y? = 1 skierowanym dodatnio.
I spos6b (niepoprawny)
P(x7y>:)ﬁy2 Q(x7y):)#);2

8_Q _ <x2+y272x.x> _ yzfx2 _ x27y2
ox W 0?2 T @22
pole jest potencjalne

oP . x2+y272)7'y . x27y2

T @RI T W
y - *
Y v - ay 2o
;{K/szryz x+x2+y2 Y
bo (0,0) ¢ D (wigc D nie jest jednospdjny i pole wcale nie jest potencjalne w D)
IT sposéb

x = cost
y=sint 1€ [0,27]

2
int —cost
*:/(2(—sint)—|— clos -cost) dt:—/dt:—[t](z)”:—mr
0
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