Analiza I, egzaminy 2022/23

Termin 1

1. Udowodnij, ze ciag rekurencyjny: z; = 6; x,41 =6+ 2, dlan > 1, jest zbiezny i znajdz
jego granice.
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2. Udowodnij, dla kazdego x > 0 zachodzi nieréwnos¢ — sinz >z — %

Podpowiedz. Skorzystaj m. in. z twierdzenia Taylora w pewnym przedziale.
3. Oblicz catke [ (1_51%)4.
4. Oblicz pole obszaru ogranicznego krzywa (2% + 3?)? = 3.

5. a) Podaj definicje zbioru zwartego w przestrzeni metrycznej (X, d).
b) Podaj doktadng wypowiedZ twierdzenia o obrazie zbioru zwartego poprzez odwzorowanie ciagle.
c¢) Udowodnij twierdzenie z b).

Termin 2

1. a) (1p) Podaj dokladna wypowiedZ twierdzenia Rolle’a.

b) (1p+4p) Podaj dokladna wypowiedz twierdzenia Lagrange’a i udowodnij go.

c¢) (4p) Korzystajac z twierdzenia Lagrange’a udowodnij nastepujace ”oczywiste” twierdzenie:
Zal.: 1) Vz € (a,b) f'(z) >0,

2) f jest ciagta (prawostronnie) w punkcie a.

Teza: Vx € (a,b) f(z) > f(a).

2. Udowodnij, ze dla kazdego x > 0 zachodzi nieréwnos¢ cosz > 1 — %

Podpowiedz. Skorzystaj m. in. z twierdzenia Taylora w pewnym przedziale.

3. Wyznacz wymiary trapezu (wysoko$¢ i dtugosé krotszej podstawy) o najwiekszym polu wpisanego
w potkole o promieniu R w taki sposob, ze jego dtuzsza podstawa jest Srednicg tego potkola.

4. Oblicz granice clagu  an, = 2% + 2z T+ m korzystajac z definicji catki Riemanna.
(Zréb to bardzo dokladnie podajac m. in. wartosci punktéw podziatu z; i punktéw posrednich ¢;).

5. Oblicz dtugosé krzywej y = Incosz, = € [0, 7).

Termin 3
1. a) Udowodnij, ze dla kazdego x > 0 zachodzi nieréwnosé¢ In(1+z) < x.
b) Pokaz, ze cigg o wyrazie a, = (1+3)(1+3)(1+5) ... (1 +55) jest zbiezny.

2. Wyznacz wymiary ostrostupa prawidtowego czworokatnego wpisanego w sfer¢ o promieniu R,
ktory ma najwieksza objetosc.

. ] efcosx, x<0
3. Wyznacz funkcje ¢(z) = [ | f(t)dt, jesli  f(z) = VT2 230

(=00, x

Czy funkcja ¢ jest funkcja pierwotna funkecji f7 Odpowiedz uzasadnij.

4. Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi: r = é, r= Siiso, gdzie ¢ € (0, 7).

5. a) Podaj definicje: ciagu Cauchy’ego, przestrzeni zupelnej, normy (w odpowiedniej przestrzeni) i
przestrzeni Banacha.

b) Czy przestrzen ([0,1), | - |) jest przestrzenia zupelna? OdpowiedZ uzasadnij.



