Analiza I, egzaminy 2023/24

Termin 1

1. Wyznacz wymiary prostokata o najwiekszym polu wpisanego w odcinek paraboli y? = 2ax ogra-
niczony prosta x = 2a, gdzie a > 0.

2. a) Udowodnij, ze dla kazdego = > 0 zachodzi nieréwnosé eV® > 1+ /z.
1

b) Sprawdz zbieznod¢ catki [ —1—dz.
0

3. Oblicz pole powierzchni (bocznej) bryty powstalej przez obrét dookota osi OX krzywej y = tgz,
r e [0, ]

4. Niech X 1Y beda dwiema przestrzeniami topologicznymii f : X — Y.

a) Podaj definicje funkcji f zbieznej w punkcie o € X do punktu yo € Y.

b) Podaj definicje ciagltosci f na przestrzeni X.

c¢) Podaj definicje przestrzeni niespdjnej i przestrzeni spéjne;j.

d) Podaj i udowodnij twierdzenie o obrazie przestrzeni spjnej poprzez odwzorowanie ciagte.

Termin 2

1. a) (3p) Udowodnij, ze dla kazdego x > —1 zachodzi nier6wnosé¢ In(1 + z) < z.

b) (2p) Dany jest ciag rekurencyjny: a; = 1, api1 = a, + m

Wyznacz wzor jawny na a, i udowodnij metoda indukcji matematycznej jego poprawnosc.

¢) (5p) Pokaz, ze cigg o wyrazie b, = (1+ 5)(1+ 55)(1+ 55)(1+ 55) - ... - (1 + =5) jest zbiezny.

2. Wykonaj uproszczone (tzn. bez analizy drugiej pochodnej) badanie przebiegu zmiennosci funkeji
1

f(@) = at.

3. Oblicz caltke [tgxy/1+ Cosl4xdx.

4. Podaj definicje maksimum lokalnego funkcji i doktadng wypowiedz twierdzenia bedacego warun-
kiem koniecznym istnienia maksimum lokalnego. Udowodnij to twierdzenie.

Termin 3
1. a) (3p) Udowodnij, ze dla kazdego x > 0 zachodzi nier6wnosé Inx < z — 1.
b) (7p) Pokaz, ze ciag o wyrazie a, = (14 75)(1+ 55)(1+55) ...~ (1 + m) jest zbiezny.

2. Wyznacz wymiary prostokata o najwigkszym polu wpisanego w elipse 2—; + Z—j =1, gdzie a > 0,
b> 0.

3. Narysuj krzywa zadana we wspolrzednych biegunowych wzorem r(¢) = a(1 + cos¢) (gdzie a > 0)
oraz oblicz pole obszaru ograniczonego ta krzywsa i dtugosc tej krzywej.

4. Niech f: X — R, gdzie X C R.

a) (2p) Podaj definicje (Heinego) zbieznosci funkeji f w punkcie zq do g.

b) (1p) Podaj definicje ciaglosci funkcji f w punkcie x.

¢) (2p) Podaj definicje pochodnej funkeji f w punkcie z.

d) (5p) Podaj doktadna wypowiedZ twierdzenia o zwiazku miedzy rézniczkowalnoscia funkcji w punk-
cie xg i ciggtoscig funkeji w punkcie xg oraz udowodnij to twierdzenie.



