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Rozdzial 1

Podstawowe struktury algebraiczne

1.1. Dzialania wewnetrzne

Niech X bedzie zbiorem niepustym. Dowolna funkcje A : X x X — X nazywamy dzialaniem
wewnetrznym w zbiorze X. Dzialanie wewnetrzne, jak kazda funkcje, mozemy okresla¢ na wiele
sposobdéw:

e stownie: w grupie studentéw jednej z krakowskich uczelni uczeszczajacych regularnie na wyktad
z algebery liniowej (zakladamy, ze jest to zbiér niepusty) wprowadzamy dzialanie, ktére z pary
elementéw wybiera element starszy (decyduje numer PESEL);

e graficznie: aby zdefiniowaé funkcje h : N x N — N wystarczy w uktadzie Oxyz zaznaczy¢ stosowne
kropki;

o tabelg dziatan: w zbiorze X = {&, #," 1} wprowadzamy dziatanie h:

XE e
TR PAENES
SIS
| 30| T

na przyklad: h (#,H) = &; h (0K, &) =>X;
e wzorem: h:R xR > (z,y) - max{z,y} € R.
1.1.1. Wlasnos$ci dzialan wewnetrznych
Niech h bedzie dzialaniem wewnetrznym w zbiorze X.

Definicja 1.1. Element e € X speilniajocy warunek
Ve e X h(e,z) =h(xz,e) =z (1.1)
nazywamy elementem neutralnym dziatania h.

Zaktadajac, ze w zbiorze X dla pewnego dziatania wewnetrznego h istniejg dwa elementy neutralne
e1 i eo, mamy:
€1 = h (61,62) = €92.

Stad wynika nastepujace



1.2. Grupy, pierécienie, ciata

Twierdzenie 1.1. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.
Definicja 1.2. Dzialanie wewnetrzne h: X x X — X nazywamy dzialaniem lgcznym, jezeli

Vae,y,z € X h(z,h(y,z)) =h(h(z,y),z). (1.2)
Definicja 1.3. Dzialanie wewnetrzne h : X x X — X nazywamy dzialaniem przemiennym, jezel:

Ve,y e X h(xz,y)=h(y,x). (1.3)
Niech h : X x X — X bedzie dzialaniem wewnetrznym o elemencie neutralnym e.
Definicja 1.4. JeZeli dla elementu x € X istnieje element ¥ € X spelniajgcy warunek
h(Z,z) =h(z,Z) =e,

to element * nazywamy elementem symetrycznym dla elementu = wzgledem dziatania h.

Zaltézmy, ze T1, T2 sa dwoma elementami symetrycznymi dla elementu x wzgledem dziatania tacz-
nego (!) h o elemencie neutralnym e. Wéwczas

%1 = h(e,fl) =h (h (EEQ,x) ,:’L‘Vl) = h(fQ, h(l’,ff‘l)) =h (:’L‘Vg,e) = 52,

skad wynika nastepujace

Twierdzenie 1.2. Jezeli dzialanie wewnetrzne jest lgczne oraz posiada element neutralny, to kazdy
element posiada co najwyzej jeden element symetryczny.

Przyktad 1.1. W zbiorze X = {a,b,c} wprowadzamy dzialanie h okreslone ponizszq tabelg:

hla|b|c
alalb|c
blblala
clclala

Latwo stwierdzié, zZe dziatanie h posiada element neutralny e = a. Poniewaz elementy b oraz ¢ posiadajg
po dwa elementy odwrotne, ktorymi sq¢ b oraz c:

h(b,b) = h(b,c) = h(c,b) = h(c,c) = e = a,
zatem, na podstawie twierdzenia 1.2, dziatanie to nie jest lgczne. Faktycznie:
¢ = h(h(b,b),¢) # h(b, h(b,c)) = b.

Przyktad 1.2. Rozwaimy ponownie grupe krakowskich studentow uczeszczajgeych na wyktad z algebry
lintowej. Latwo sprawdzié, Ze wprowadzone w tym zbiorze dzialanie jest tgczne © przemienne. Elemen-
tem neutralnym wzgledem tego dzialania jest najmiodszy element, 1. ....cocoviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinine. ;
jest on jednoczesnie jedynym elementem, ktory posiada element symetryczny — jest nim on sam.
1.2. Grupy, pierscienie, ciala

Niech G bedzie dowolnym zbiorem niepustym, a h : G x G — G dzialaniem wewnetrznym w G.

Definicja 1.5. Pare (G, h) nazywamy grupa, jezeli:

o dzialanie h jest lgczne;
e dziatanie h posiada element neutralny;



1.2. Grupy, pierécienie, ciata

o kazdy element G posiada element symetryczny wzgledem dzialania h w G.
Jezeli dzialanie h jest przemienne, to grupe (G,h) nazywamy grupa abelowa (przemienng).
Przyktad 1.3. Kazda z ponizszych struktur jest grupg:

a) (Z,+), tj. zbior liczb calkowitych z dzialaniem dodawania liczb; elementem neutralnym jest e = 0,
elementem symetrycznym dla dowolnej liczby z € 7 jest liczba z = —z (nazywana w tym przypadku
elementem przeciwnym,);

b) (R\{0},-), tj. zbior liczb rzeczywistych bez zera z dzialaniem mnoZenia liczb; elementem neu-
tralnym jest e = 1, elementem symetrycznym dla dowolnej liczby v € R\ {0} jest liczba 7 = %

(nazywana w tym przypadku elementem odwrotnym);

¢) (Zmy+modm) , gdzie, dla ustalonej liczby naturalnej m, Zy,, = {0,1,...,m — 1} oraz dla a,b € Zy,

(@4 b)0am (czyt. a+b modulo m) to reszta z dzielenia a + b przez m, np.
(2 =+ 5)m0d6 = Tmodes = 1.
Elementem neutralnym wzgledem dziatania +moam jest € = 0; elementem symetrycznym jest

n=m—n dlan € Zy,\{0} oraz 0 = 0;

d) (B(X),o0), tj. zbior bijekcji okreslonych na niepustym zbiorze X o wartosciach w X, z dzialaniem
sktadania odwzorowan: (fog)(x) = f(g(x)), dla x € X. Elementem neutralnym jest funkcja
identyczno$é idx : X > x — x € X; elementem symetrycznym dla bijekcji f jest funkcja do niej
odwrotna f~% (réwnie bijekcja — zob. Wyklad z analizy matematycznes).

Grupy z punktéow a), b) i c¢) sq abelowe; grupa z punktu d), w przypadku, gdy zbior X liczy wiecej niz
dwa elementy, nie jest abelowa.

Niech teraz h; i he beda dwoma dzialaniami wewnetrznymi w niepustym zbiorze G.
Definicja 1.6. Strukture (G, hi, he) nazywamy cialem, jezeli:

e (G, hy) jest grupg abelowq, tj.
a) dzialanie hy jest lgczne;
b) dzialanie hy posiada w G element neutralny e;;
¢) kazdy element G posiada element symetryczny wzgledem dzialania hy;
d) dzialanie hy jest przemienne;
o (G\{e1},ho) jest grupg abelowq, tj.
e) dzialanie hy jest lgczne;
f) dzialanie ho posiada w G\ {e1} element neutralny;
g) kazdy element G\ {e1} posiada element symetryczny wzgledem dzialania ho;
h) dzialanie he jest przemienne;
e dzialanie hy jest rozdzielne wzgledem dziatania hy, tzn.

Va,y,z € G ho (z,h1 (y,2)) = h1 (ha (z,y) , ha (x, 2)) . (1.4)

Strukture (G, hi, h2), ktora spelnia wszystkie warunki definicji 1.6, za wyjatkiem warunku g) nazy-
wamy pierscieniem.

Zauwazmy, ze oznaczajac dzialanie hy przez ,+”, a dzialanie ho przez -7, tzn.:
h(z,y)=z+y,  ha(z,y) =2y,
warunek (1.4) przyjmuje dobrze znana postaé:

Ve,y,z€ G z-(y+z2)=x-y+x--z



Przykltad 1.4. Niech m(R) oznacza zbior wszystkich wielomiandw o wspélezynnikach rzeczywistych:
m(R) = {x—>ana:”+an,1xn_1+...+a1x+a0:ai eRrR (izO,...,n),nEN}.

Latwo sprawdzié, ze struktura (m(R), +,-), gdzie + oraz - to naturalne dzialania dodawania i mnozenia
wielomiandw, jest pierscieniem; warunek g) nie jest spelniony, gdyz odwrotnosé wielomianu na o0gél
nie jest wielomianem (kiedy jest?).

Przyktad 1.5. KaZda z ponizszych struktur jest cialem (éwiczenie):

o (R,+,-), gdzie + oraz - to naturalne dzialania dodawania i mnozenia liczb;

e (Q[r],+,), gdzie r € R\Q oraz Q[r] = {x+ry:z,y € Q}, a + oraz - to naturalne dzialania
dodawania © mnozZenia liczb;

o (L(R),+,0), gdzie L(R) ={f:R>x —ax € R:a € Q} oraz + i o to naturalne dzialania do-
dawania oraz sktadania funkcji.

Przyklad 1.6. Na zakoriczenie wykazemy, Ze zbior R? z dzialaniami dodawania i mnozenia okreslo-
nymsi ponizej:

(w1,y1) + (22, 92) := (21 + 72,91 + ¥2),
(z1,y1) - (22, 92) := (x122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1)

rowniez jest ciatem. Warunki a) oraz d) definicji 1.6 sq oczywistymi konsekwen- cjami lgcznosci oraz
przemiennosci dodawania liczb; warunki €), g) oraz rozdzielno$é - wzgledem + sprawdzamy bezposred-
nimi prostymi rachunkami. Wprost z definicji dzialania + wynika, ze e = (0,0) jest jego elementem
neutralnym, natomiast elementem symetrycznym (w przypadku dzialania oznaczanego + nazywany
elementem przeciwnym) dla elementu (x,y) jest (—x,—y). Rozwigzujgc uklad réwnar

{$61—y62:l‘

reg +yer =y
ze wzgledu na niewiadome ey, es, znajdziemy element neutralny e. = (e1,es) dla dzialania -. Po
prostych rachunkach otrzymujemy e. = (1,0) . Podobnie, rozwigzujec uklad réwnan

xr —yy =1

xy+yr =20

ze wzgledu na niewiadome T,y znajdziemy element symetryczny (T,y) (w przypadku dzialania ozna-
czanego - nazywany elementem odwrotnym) dla dowolnego niezerowego elementu (x,y). Po prostych

rachunkach otrzymujemy:
o x —y
)= <$2+yz’ z? +yz> '




Rozdzial 2

Liczby zespolone

Zbiér C = R? z dzialaniami + oraz - okreslonymi ponizej:
(1, 91) + (2, 92) == (21 + 22,91 + ¥2), (2.1)
(z1,91) - (¥2,y2) := (122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)

jest cialem (zob. przyklad 1.6, str. 7); jest to tzw. cialo liczb zespolonych. Przypomnijmy, ze
elementem neutralnym dla dodawania jest 0 = (0,0), dla mnozenia 1 = (1,0) . Elementem przeciwnym
dla elementu (x,y) jest (—x, —y), elementem odwrotnym dla dowolnego niezerowego elementu (z,y)

jest
-1 z —Y
($7y) - <x2+y27$2+y2>'

Dowolny element z = (z,y) € C mozemy interpretowaé jako punkt (wektor) ptaszczyzny R2. Poniewaz

z=(z,y) = (2,0) + (0,y) = (#,0) - (1,0) + (3,0) - (0, 1) (2.3)

zatem, utozsamiajac liczbe zespolona (x,0) z liczba rzeczywista x oraz przyjmujac oznaczenie
i = (0,1), uwzgledniajac réwnosc¢ (2.3), otrzymujemy postaé kanoniczng (dwumienna) liczby ze-
spolonej

z =+ 1y;

x = Re (z) nazywamy czescig rzeczywista, y = Im (z) czescia urojona liczby zespolonej z. Dwie
liczby zespolone sa rowne, jezeli maja réwne czesci rzeczywiste oraz czesci urojone. Liczbe i = (0,1)
nazywamy jednostka urojong. Zauwazmy, ze

i2=1(0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1.

Postaé¢ kanoniczna liczby zespolonej umozliwia dodawanie i mnozenie liczb zespolonych tak samo jak
wielomianéw, tzn. podobny do podobnego (w przypadku dodawania):

21+ 20 =x1+1iy1 + 2+ tys = (.7}1 +x2)+i(y1 +y2)
oraz kazdy przez kazdy (w przypadku mnozenia):

21+ 20 = (x1 + Y1) (x2 + 1y2) = x122 + ix1Y2 + (Y122 + PPyiys = . ..



2.1. Sprzezenie, modut oraz argument liczby zespolonej

i dalej, uwzgledniajac warunek 2 = —1,
ce= 21T — Y1y + 1 (T1Y2 + y132) -

Poréwnaj te wyniki ze wzorami (2.1) oraz (2.2).

2.1. Sprzezenie, modut oraz argument liczby zespolonej
7 kazda liczba zespolong z = x + i1y mozemy stowarzyszy¢ liczbe zespolona z = = — iy nazywana
sprzezeniem liczby z, oraz nieujemna liczbe rzeczywista |z| = /22 4+ y? nazywana modutem liczby
zespolone;j.
2.1.1. WtlasnoSci sprzezenia oraz modulu liczby zespolonej
Niech z, 21, z0 € C; wowczas:
o 2+z=2Re(z),z—z=2ilm(z);
e mm=a-m (2) =5 ()

. 2
o z-Z=|z|";

|21

|22’

o |21 2| = |2 |22], ‘%
o |21+ 20| < 2] + |22
Niech z = z + iy bedzie dowolna niezerowa liczba zespolona. Wéwczas

z=x+ 1y =|z| (M +z|yz|> = |z| (cosa + isina), (2.4)

gdzie kat a = arg(z), nazywany argumentem liczby zespolonej, wyznaczamy rozwiazujac uktad

rownan
cosa =
sina =

Mozna latwo wykazaé, ze w dowolnym przedziale postaci [r, r + 27) lub (r, r 4+ 27| (r € R) uklad ten
ma doktadnie jedno rozwiazanie, a dowolne dwa jego rozwigzania réznia sie o catkowity wielokrotnosé
27. Ten z argumentéw liczby zespolonej, ktéry lezy w przedziale (—m, 7| nazywamy argumentem
gléwnym i oznaczamy Arg (z).

Przyktad 2.1. Dla liczby z = 1 — i mamy: Re(1—i) = 1, Im(1 —14) = —1, |1 —i| = V2. Aby
wyznaczyé argument liczby 1 — i musimy rozwigzacé ukiad réwnan

ke s

z

{ cosa = % = g

- -1 _ 2

SIn o = 72 =73

Jego rozwigzaniem jest kazda z liczb —75 + 2kn (k € Z), zatem Arg (1 —i) = —7. Ostatecznie

=i =2 (cos (=] ) +isin (- 7).

2.2. Postaé trygonometryczna liczby zespolonej
Znajac modul |z| oraz argument « liczby zespolonej z mozemy zapisaé ja w postaci
z = |z| (cosa+isina)

nazywanej postacia trygonometryczna liczby zespolonej. Dwie niezerowe liczby zespolone sg réwne
jezeli maja réwne moduly i argumenty gltéwne (ich argumenty moga sie natomiast r6znié¢ o catkowita
wielokrotno$é 27). Liczba 0 jest jedyna liczba zespolona jednoznacznie okre§lona przez jej modul.

! Dazielenie przez liczbe zespolona z rozumiemy jako mnozenie przez liczbe z 7.



2.2. Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej

A
Im

1Y @ z=x+1y
s
ty
% i
N4 :

0| “a= Argz i T ‘
T Re
— Y @ ° Z=T—1Y

Wykres 1. Interpretacja geometryczna liczby zespolonej, jej modutu, sprzezenia oraz argumentu.

2.2.1. Mnozenie oraz dzielenie liczb zespolonych zapisanych w postaci
trygonometrycznej
Niech z; = |z1| (cosaq + isinay) oraz zo = |22| (cos az + isin ag). Wowczas:

z1z9 = |z1] (cos a + isin ay) |z2| (cos g + i sin ag)

= |21] |22] ((cos a1 cos ag — sin ag sin ag) + 7 (cos v sin g + sin g cos az))
oraz dla zo # 0

21 |z1](cosar +isinay)  [z1] (cosag +isinay) (cos ag — isinag)

22 |z2|(cosag +isinag) |z |cos aig 4 i sin g |?

_ |~| : . . ,
= ﬁ ((cos a cos g + sin oy sin aig) + 4 (sin g cos ag — cos ag sinaw)) .
)

Stad, po zastosowaniu wzordéw

cos (a1 £ i) = cos o cos ay F sin g sin ag

sin (a1 £ ag) = sin «y cos ag + sin ag cos g

otrzymujemy prosty przepis na iloczyn oraz iloraz liczb zespolonych zapisanych w postaci trygonome-
trycznej:
a) 2129 = |21 |22] (cos (a1 + ) +isin (a1 + a9));
b) Z = % (cos (a1 — ag) +isin (a1 — ag)), gdzie z2 # 0.

Ze wzorow tych wynikaja nastepujace wtasnosci argumentu iloczynu oraz argumentu ilorazu liczb
zespolonych:

o arg(z129) = argz; + arg zo + 2km, dla k € Z;
e arg (%) = arg z1 — arg zp + 2km, dla k € Z;

ponadto, poniewaz Arg (z-%) =0,

o argz= —argz+ 2km, dla k € Z.
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2.3. Pierwiastek n—tego stopnia z liczby zespolonej

2.2.2. Wzdor de Moivre’a

Ze wzoru na iloczyn liczb zespolonych wyrazonych w postaci trygonometrycznej wynika, ze
(cos a + i sina)? = cos 20 + i sin 20v.
Zaleznosé te mozna w prosty sposéb uogdlni¢ uzyskujac tzw. wzér de Moivre’a (prosty dowod
indukcyjny pozostawiam jako ¢wiczenie):
(cosa +isina)” = cos (na) + isin (na) , dla n € Z.
Przyktad 2.2. Aby obliczyé wartosé wyrazenia
(-1-v3)’
(—1+14)*
wygodnie jest jego licznik © mianownik sprowadzi¢ do postaci trygonometrycznej, a nastepnie zastoso-

waé do nich wzor de Moivre’a.
Niech 21 = —1 —i\/3 oraz 20 = —1 +i. Wéwezas

cosar = —3 cos ay = — 42
Zatem Arg (z1) = —2m oraz Arg (22) = 3m. Mamy wiec:
_ (1= VEi)’ _ (2(cos (<3m) +isin (=3m))° _
(1) (V2(cosirtisinda))t

stosujgc teraz wzor de Moivre’a, otrzymujemy

9 (cos (—67 7sin (—67
T s ((22 (52056372 iisinéﬂ)ﬁ) ) =27 (cos (—97) + isin (—97)) = —27.

2.3. Pierwiastek n—tego stopnia z liczby zespolonej

Niech n € N bedzie ustalona liczba naturalna, a ¢ € C ustalona liczba zespolona. Rozwazmy
nastepujace réwnanie
2" =c. (2.5)
Kazda liczbe zespolona z dla ktérej réwnanie (2.5) jest prawdziwe nazywaé bedziemy jego rozwia-
zaniem. Celem naszym bedzie podanie przepisu pozwalajacego znajdywaé (wszystkie) rozwiazania
réwnania (2.5).
Zapiszmy szukane rozwiazanie z oraz zadang liczbe ¢ w postaci trygonometryczne;j:

z =|z| (cosa+isina), ¢ = |c|(cosy+isiny),

a nastepnie podstawmy je do réwnania (2.5). Po zastosowaniu wzoru de Moivre’a otrzymujemy réw-
nanie

|2|" (cos na + i sinna) = |¢| (cosy + isin7y),
z ktérego natychmiast wynika, ze

n

|z|" =|c| oraz no =+ 2km, k€Z
lub réwnowaznie: ok
|z| = {/|c| oraz a= u, ke Z.
n

11



2.3. Pierwiastek n—tego stopnia z liczby zespolonej

Twierdzenie 2.1. Jezeli ¢ € C\ {0} oraz n € N to réwnanie 2" = ¢ posiada n rézZnych rozwigzan

20, - -, 2n—1 postaci
2k 2k
2z = V¢ (cos il + isin ’Y+7T> ) (2.6)
n n

dla k=0,...,n—1; v € argec.

Uwaga Dla ¢ € C zapis {/c oznacza zbiér (!) wszystkich liczb zespolonych, ktérych n—ta potega to ¢;
jest to wiec zbidr rozwigzan rownania z" = c, tj.

%:{ZO""vznfl}’

gdzie liczby zj okresla wzor (2.6). Ten sam zapis stosuje sie réwniez do funkcji pierwiastkowej
ViR 32— VT eR,.

W tych dwéch przypadkach ten sam zapis ma zastosowanie do réznych obiektéow: w pierwszym przy-
padku oznacza zbiér, w drugim liczbe.

2.3.1. Interpretacja geometryczna pierwiastka z liczby zespolonej

Uzytecznym przepisem na rozwiazania réwnania (2.5) jest réwniez, wynikajaca ze wzoru (2.6), formula

2 2
2 = Zh_1 <cosw+isinﬂ), k=1,...,n (2.7)
n n

w ktorej zp jest jednym z rozwiazan réwnania (2.5). Wynika z niej, ze liczba zespolona (wektor
plaszczyzny zespolonej) z; powstaje w wyniku obrotu zp o kat 2%; podobnie 29 to wynik obrotu z; o
ten sam kat. Ogdlnie, 2,11 powstaje z obrotu z; o kat 27” Innymi stowy, liczby 2o, ..., 2,—1 bedace
rozwigzaniami réwnania 2" = ¢ stanowia wierzchotki n—kata foremnego wpisanego w koto o promieniu

r= {/l|c.

A

Im

2T + s 2T

Z1 = COS — 7811 —
! 5 5
47

47 4 st
Z9 =— COS — 781N —
2 5 5

zZ0 = 1 »
Re
_ 67 s
23 = COS ? + zsm?
8T .. 8T
Z4 = COS ? + zsm?

Wykres 2. Interpretacja geometryczna rozwiazan réwnania z° = 1.

12



2.4. Posta¢ wyktadnicza liczby zespolonej

Przyktad 2.3. Rozwaimy réwnanie 23 = 1 —i. Aby znaleZé jego rozwigzania postuiymy sie wzorem
(2.6). Poniewaz |c| = |1 —i| = /2 oraz v = Arg (1 — i) = = (20b. przyklad 2.1), mamy

_x _x _
20 = \6/5<cos <34) + 7 sin <34)> = %(cos% —isin%) ,

& +2r & +2r
z1 = %(Cos%—i—isin‘l:))) = %(—sin%—i—icos%),

-3 +4r —7 +4r —1—i
29 = \6/§<cos43+z'sin43> = %(—cos%—isin%) :WZ.

Przyktad 2.4. Wykorzystujgc wyliczong w poprzednim przykiadzie warto$¢ pierwiastka zo oraz stosu-
jac wzor (2.7), obliczymy jawne wartosci pozostalych dwéch pierwiastkéw. Otrzymujemy odpowiednio:

27r+,. o —1—¢( T i 7r> 1443 (1 /3
zZ0 = & COS — 7811l — = - — COS — 781N — ) = - - — 11— =
0= 3 3 2 3 3 V2
_1+\/§+i1—\/§

232 292

2

(1 ﬂ) 1—1—2’(1 \/§> 1-v3  1+43

21222 f— =

2 7'

- i +1 .
22 V2 2V2 2V2

Przyktad 2.5. Rozwaimy réwnanie 2*|z| = —Z. Jego rozwigzan poszukamy w postaci trygonome-
trycznej z = r (cosa +isina). Mamy:

24 2] = 5 (cos 4a + i sin 4a)

—Z = (cosm +isinm) - r(cos (—a) + isin(—a)) = r (cos (m — o) + isin (1 — ).

Poréwnujgc moduly oraz argumenty tych liczb otrzymujemy ukiad réwnan:

=
do=1m—a+2kr, keZ ’

ktorego rozwigzaniem jest r € {0,1} oraz o € {:I:E, :I:%”,w}. Ostatecznie, rozwigzaniem wyj$ciowego
rownania sq liczby
T T 3T 3T
—1,0,cos — £4sin —,cos — L isin — ;.
{ T 5 5’ 5 5 }

2.4. Postaé¢ wykladnicza liczby zespolonej

Wychodzac od postaci trygonometrycznej liczby zespolonej
z = |z| (cos a + i sin «v)
oraz uwzgledniajac wzér (ktérego uzasadnienie wymaga znajomosci szeregdw potegowych)
e =cosa+isina (dla a €R)
otrzymujemy tzw. posta¢ wyktadniczg liczby zespolonej:

z=re",

13



w ktérej » > 0 to modul, a a € R argument liczby zespolonej z. Dwie liczby zespolone z; = r1€'®! oraz
zo = 1roe'™®? zapisane w postaci wykltadniczej sa réwne, jezeli maja te same moduly, a ich argumenty
réznia si¢ o catkowita wielokrotnosé 2, tj.

71€" = 1r9e'®*? & | = rg oraz ay = ag + 2k.

Ciekawostka Zapisujac liczbe —1 w postaci wykladniczej otrzymujemy zwarty wzor laczacy pieé
najwazniejszych stalych matematycznych: 0 (element neutralny dodawania), 1 (element neutralny
mnozenia), i, € oraz m

€™ +1=0.

Przez wielu, wzor ten jest uznawany za najpiekniejszy wzdér matematyki.

2.5. Logarytm oraz potegi zespolone*

Jak wynika z powyzszych rozwazan, dla liczby zespolonej z = x + iy, gdzie x,y € R mamy
e” = e = ¢% (cosy + isiny) .

Powyzsze rozszerzenie definicji funkcji wyktadniczej na zbior liczb zespolonych umozliwia zdefiniowanie
logarytmu dla argumentu zespolonego: dla z,w € C

logz=w<& z=c¢e".

Dla z # 0 mamy

_ ln\z|eia In |z|+ic

z = |z]e® =e

skad wynika, ze
logz=1In|z| +iArgz +i2kmw, ke€Z.

Funkcje
Logz =1In|z|+iArgz
nazywamy galezig gléwna logarytmu.
Przyktad 2.6. Mamy
. . i . 1 i
Log(l) =0, Log(e)=1, Log(—1)=/1m, Log(i)= ig Log(1+1i) = 51n2 + iy

Powyzsze rozszerzenie definicji logarytmu na liczby zespolone umozliwia zdefiniowanie poteg ze-
spolonych liczb zespolonych:

LW .— ewlogz,

gdzie z,w € C oraz z # 0.
Przyktad 2.7. Mamy

i = gilogi _ gi(Logitizkm) _ =527 g1} c 7,

oraz

-, (g—i—k‘w +isin (g—l—k‘w) - 4.



Rozdzial 3

Wielomiany — podstawowe wiadomosci

Funkcje postaci

f(8) = ans" +an_18""" +... +a1s +ao, (3.1)
gdzien € Nya; e R (i =0,...,n), a, # 0 nazywamy wielomianem rzeczywistym stopnia n; jezeli
wsp6lezynniki a; (i = 0,...,n) przyjmuja wartosci zespolone, to funkcje te nazywamy wielomianem

zespolonym. Stopien wielomianu f oznaczamy jako deg f (ang. degree).

3.1. Miejsca zerowe wielomianu

Kazda liczbe sg € C dla ktérej f (so) = 0 nazywamy miejscem zerowym (zerem, pierwiastkiem)
wielomianu f. Latwo wykazaé, ze kazdy wielomian rzeczywisty nieparzystego stopnia ma co najmniej
jeden pierwiastek rzeczywisty. Prawdziwe jest réwniez, duzo trudniejsze do wykazania, nastepujace

Twierdzenie 3.1 (Podstawowe twierdzenie algebry, Gauss 1799).
Kazdy wielomian (zespolony) dodatniego stopnia ma miejsce zerowe.

Twierdzenie to w polaczeniu z ponizszym twierdzeniem (tzw. twierdzeniem Bézout; nie jest ono
autorstwa Bézout, ale pod taka nazwa jest znane) odgrywa kluczowa role w wielu dziatach matematyki.

Twierdzenie 3.2 (Twierdzenie Bézout).
Jezeli sg jest pierwiastkiem wielomianu f oraz deg f > 0, to wielomian ten dzieli sie bez reszty
przez wielomian s — s — Sg, .

f(s)=(s=s0)9(s),

gdzie g jest pewnym wielomianem stopnia deg f — 1.

Moéwimy, ze liczba sg jest pierwiastkiem k—krotnym (k > 1) wielomianu f jezeli wielomian ten
jest podzielny (bez reszty) przez wielomian s — (s — so)k, ale nie jest podzielny przez wielomian
s— (s — so)kH. Wykorzystujac pochodne, warunki te mozemy réwnowaznie wyrazié¢ jako

f(s0) = f'(s0) = " (s0) = . = f*7V (s0) =0, f®(s0) £ 0.
Przyktad 3.1. Wyznaczymy te wartosci parametru a = 0, dla ktorych wielomian

so(g;):x3f9x2+(a+27)x7a273a—27
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3.1. Miejsca zerowe wielomianu

ma pierwiastki wielokrotne.
Poniewaz
¢ (2) =322 - 182 +a+27=3(z—3)* +a,

zatem dla a > 0 wielomian ¢, jako ciggla funkcja rosngca spetniajgca warunek
o(x) > —c0 (z— —00) oraz v (x) = +o00 (z— +00)

posiada dokladnie jeden rzeczywisty pierwiastek; musi zatem postadaé rowniez dwa pojedyncze pier-
wiastki nierzeczywiste. Z kolei, dla a = 0 mamy

o () =2 — 922 + 272 — 27 = (z — 3)3,
czyli ¢ posiada jeden pierwiastek xg = 3 o krotnosci k = 3.

3.1.1. Pierwiastki wielomianéw o wspoélczynnikach catkowitych

Przypus$émy, ze wspdlczynniki wielomianu f (s) = aps™ + ... 4+ a1s + ag sa liczbami catkowitymi.
Latwo wowczas stwierdzi¢, ze liczba catkowita sg # 0 jest jego pierwiastkiem wtedy i tylko wtedy, gdy

—so(anst ... +azso +ar) = ap. (3.2)

Poniewaz liczba ansg_l + ...+ a2s0 + a1 jest calkowita, zatem warunek (3.2) oznacza, ze sg jest

dzielnikiem wyrazu ag. Wynika stad nastepujace

Stwierdzenie 3.3. Pierwiastkow catkowitych wielomianu o wspdlczynnikach catkowitych nalezy po-
szukiwac jedynie wsréd dzielnikow jego wyrazu wolnego.

Liczba wymierna so = 7 (zakladamy tu, Ze liczby m, k sa nieskracalne, tj. nie posiadajg nietry-

wialnego wspdélnego dzielnika) jest pierwiastkiem f wtedy i tylko wtedy, gdy
m\"™ m\n—1 m
an <?> + ap—1 (?) ...+a1?+a0:07

lub réwnowaznie
anm"™ + apn_am™ Yk + .. 4+ aymk™ ! 4+ agk™ = 0.
Wynika stad, ze
apk™ = —m (anm"*1 +ap_1m" 2k + ...+ alknfl) (3.3)
oraz

anm"™ = —k(an_1m" L4 .+ aymk™ 2 4 agk™ ). (3.4)

Poniewaz m nie dzieli k™ zatem z warunku (3.3) wynika, ze m jest dzielnikiem ay; podobnie z warunku
(3.4) wynika, ze k jest dzielnikiem a,.

Stwierdzenie 3.4. JezZeli liczba g, gdzie p,q € Z (q # 0) sq liczbami nieskracalnymi, jest pier-
wiastkiem wielomianu o wspolczynnikach catkowitych, to p jest dzielnikiem wyrazu wolnego, a q jest
dzielnikiem wspéilczynnika wiodgcego.

7. Podstawowego twierdzenia algebry oraz z twierdzenia Bézout wynika, ze kazdy wielomian
stopnia n > 0 ma doktadnie n pierwiastkéw (liczac z krotnosciami); oznaczajac te pierwiastki
przez si,. .., Sn, wielomian (3.1) mozemy zapisa¢ w postaci iloczynowej

f(s)=an(s—s1) - (s—sn). (3.5)
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3.2. Wzory Viete'a

Przyktad 3.2. Rozwaimy wielomian f (s) = s* + 1. Jego pierwiastkami sq liczby

o V2 OV2i V2 V2 V2 V2 V2 V2
0= 79 9 LT Ty g 12T 9 7T g 2

postac iloczynowa wielomianu f to

V2 V2 V2 V2 V2 V2. V2 V2,
f(s)= <—|—+><+—2><8—2+2’L><ZL‘—2—2Z>.

Jezeli f jest wielomianem rzeczywistym, to dla dowolnej liczby s € C mamy f (s) = f (5); ozna-
cza to miedzy innymi, ze jezeli liczba zespolona jest zerem wielomianu rzeczywistego, to liczba do
niej sprzezona rowniez. 7 twierdzenia Bézout wynika wiec, ze jezeli sy jest zespolonym nierzeczywi-
stym pierwiastkiem wielomianu f to wielomian ten dzieli sie bez reszty przez tréjamian kwadratowy
(s — s0) (s —50) = s — 2Re (s0) s + | so*:

f(s)= <32 —2Re(sp) s+ |80|2) g(s),

gdzie g jest pewnym wielomianem, takim ze deg g = deg f — 2.

W przypadku gdy wielomian (3.1) jest rzeczywisty, kazde dwa czynniki jego rozkladu (3.5) za-
wierajace pierwiastki parami sprzezone, tj. s — s; oraz s — 55, moga zosta¢ wymnozone. Otrzymamy
wowcezas rozktad dowolnego wielomianu rzeczywistego na iloczyn wielomianéw rzeczywistych stopnia
pierwszego oraz tréjmianéw kwadratowych nierozkladalnych (tzn. o ujemnym wyrdzniku):

f(s)=an(s— 51)11 (s — Sm)lm (52 +a1s+ Bl)kl Tt (32 + ors +ﬂr)kr,

gdzie s, e R (i=1,....,m); o, Bi R (i=1,...,r);deg f=li+...+lpm+2(k1+ ...+ k).

Przyktad 3.3. Rozwaimy ponownie wiclomian f(s) = s* + 1. Rozklad tego wielomianu na iloczyn
wielomiandw rzeczywistych stopnia co najwyzej dwa uzyskamy z jego postaci iloczynowej:

f(s)=s"+1

e
:(824—\@3—1—1) (sg—\/§8+1>.

2. Wzory Viete’a

Niech f bedzie wielomianem (rzeczywistym lub zespolonym) stopnia n > 0 postaci
f(S) :ansn_l_an_lsn_l_|_...—|—CL18—|—a0 :an(8—81)"-(8—sn).

Ponizsze wzory Viete’a ustalaja zwiazki pomiedzy wspotczynnikami wielomianu f, a jego pierwiast-
kami:
314_524_...4_3”_14_3“:%

an
Qn—
$189 + -+ 518p + 8983 + -+ + 898, + -+ Sp_18, = 22

an

81898y = (—1)
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3.3. Réwnania algebraiczne

Przyktad 3.4. Rozwaimy uklad réwnan

r+y—z=-1
zy—xz—yz=1
zyz =1
Wprowadzajgc pomocniczg niewiadomqg w = —z otrzymujemy ukiad réwnowazny postaci

r+y+w=-1
zy+azw+yw=1 |,
zyw = —1

ktorego rozwigzaniami, na podstawie wzoréw Viéte’a, sq pierwiastki wielomianu s — 3 + s2 + s + 1.
Poniewaz

S+ +s+l=5"(s+1)+s+1=(s+1)(s+1)=(s+i)(s—i)(s+1),
zatem poszukiwang tréjkq rozwigzan (x,y,w) jest kazdy z elementow:
(—=1,4,—1),(-1,—4,9), (¢, =3, —1),(—1,4,—1), (4, —1, —3) , (=3, —1,4) .
Uwzgledniajgc, ze z = —w, rozwigzania (x,y, z) wyjSciowego ukladu tworzq ponizsze trojki:
(=1,4,1), (=1, —i,—1), (¢, —i, 1), (—4,4,1), (¢, —1,4), (—i, —1, —3) .
3.3. Rownania algebraiczne
Réwnanie postaci

ant™ + an12" V4 .+ ajx + ap, =0, ap,#0 (3.6)

nazywamy rownaniem algebraicznym stopnia n. Zauwazmy, ze réwnanie (3.6) jest uogdlnieniem
réwnania 2" = ¢, ktérego rozwiazanie bylo treécia poprzedniego wyklady (zob. podrozdzial 2.3).
Poniewaz lewa strone réwnania (3.6) mozna sprowadzié¢ do postaci iloczynowej (3.5), wnioskujemy, ze
réwnanie (3.6) ma n rozwiazan (liczonych z krotnoéciami).

3.3.1. Réwnania algebraiczne stopnia pierwszego

Dla n =1 jedynym rozwiazaniem réwnania (3.6) jest z¢ = —Z—(l’.

3.3.2. Réwnania algebraiczne stopnia drugiego
Dla n = 2 lewa strone réwanania (3.6) mozemy sprowadzi¢ do postaci kanoniczne;
2 2 2 2
a a a ai — 4asa
a2m2—|—a1m+a0:a2 x—l——l ——1—|—a0:a2 ac—|——1 T
2ao 4as 2a9 dag

W przypadku, gdy wyréznik A = a? — dasag jest rzeczywisty i nieujemny, rozwiazania réwnania (3.6)
mozemy wyrazi¢ w postaci

—a1 — \/a% — 4dasag _—ap+ \/a% — 4dasag

xTr = o =
2(12 ’ 2(12

Jezeli wyréznik A = a? — 4asag jest ujemny rozwiazania te przyjmuja postaé

—ay1 — 1\/4dasag — a% —ay + i/ 4asag — a?
Il = s xTro = .
2a2 2a2

W ogélnym przypadku, przyjmujac /A = {§, —§} mamy

—a; — 0 —ay1 + 0
Ty = —F—)» €Ty = —(F—-

2a9 2a9
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3.3. Réwnania algebraiczne

3.3.3. Réownania algebraiczne stopnia trzeciego
Aby uzyskaé ogblne wzory na rozwigzania réwnania algebraicznego stopnia trzeciego wygodnie jest
przyjaé, nie tracac ogdlnosci, ze ag = 1:
2+ asx? + a1z + ag = 0. (3.7)

Dokonujac podstawienia r = y — % réwnanie (3.7) przeksztalcamy do postaci

3 2
0= (-5 e (s 2) o)
3 3ai fa%y_ 9a1a2727a072a§
3 27 '

— 3a1— 9a1a2—27ap—2a3 . . .
Przyjmujac p = “52, ¢ = “2 207" ofrzymujemy réwnanie

Y3 +yp—q=0, (3.9)

ktére, po dokonaniu kolejnego podstawienia y = z — Sﬁ, prowadzi do réwnania
z

(%)% — ¢2* — —pP =0,

27
ktére jest réwnaniem algebraicznym stopnia drugiego wzgledem niewiadomej w = 23
1
2 3
w — quw — =0.
q 2717

Réwnanie to potrafimy juz rozwiazaé uzyskujac poszukiwane rozwiazania dowolnego rownania alge-
braicznego stopnia trzeciego — tzw. wzory Cardano.

Przyktad 3.5. Wyznaczymy pierwiastki wielomianu f (z) = x® — 622 + 182 — 18. Dokonujgc podsta-
wienta x = Y + 2 otrzymujemy

0=f(y+2)=w+2>-6(@y+2)2+18(y+2)—18
=y3+6y+2.

Poniewaz p = 6, ¢ = —2, zatem wprowadzajgc kolejng zamiane zmiennych y = z — %, otrzymujemy

2\° 2 ;8
O=(z—-) +6(z2—-)+2==2 ——3—|—2
z z z

=23 (26 +2z3 — 8) .

Oznacza to, Ze pierwiastki wyjSciowego wielomianu znajdziemy wyznaczajec zera wielomianu z —
20 + 223 — 8. Podstawiajgc w = 23 otrzymujemy

O=w?+2w—-8=(w+1)?—-9=(w—2)(w+4),

skqd
22-2=0 vV 23 4+4=0.

Mamy kolejno
0=2*—2= (2= ¥2) (224 V22 + ¥4)
= (z—%) (ZJF;%“';M) <z+;3f—z‘; 3\3/1)
0:z3+4:(z+%> (zz—x‘”’/inrx"/E)

= (z—i—\%l) (z—;%—zéﬁ) (z—é%—i—zé%)
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3.3. Réwnania algebraiczne

2

Dla kazdego z szeSciu wyznaczonych powyzej pierwiastkéw z wyliczamy kolejno wartosciy =z — 3, a

nastepnie r =y + 2. Otrzymujemy sze$¢ pierwiastkow
1 1 1 1
3712\3[—\3/11—#2, $2,3=2w—2€/§+2ii<2\7§\/§+2w\/§>,
1 1 1 1
ri= V- Vi, x5,6—2\71—2\3/§+2ii<2\3/§\/§+2%\/§>.

Zavwazimy na koniec, zZe pierwiastki x1, T2, T3 réwne sq¢ odpowienio pierwiastkom x4, x5, xg. Poniewaz
wyjsciowy wielomian byl stopnia trzeciego wiec jego trzy rozne zera to x1,x2,x3.

3.3.4. Réwnania algebraiczne stopnia czwartego

Przyjmijmy, nie tracac ogélnosci, ze a4 = 1, tj.

2t + a3z + asx® + a1z + ag = 0. (3.10)
Dokonujac podstawienia x =y — % réwnanie (3.10) przeksztalcamy do postaci zredukowanej
y' Y’ +ay +r =0, (3.11)
gdzie
p=os- S
15 1 .
= —a3 — —asa3 +a
q g3 — 51203 15
3 4 n 1 9 1 .
r=———a3 + —aca3 — —aias + aop.
256 ° 16 >0 4 1T

Réwnanie (3.11) przepisujemy w postaci réwnowaznej
y' 2097 +p° = py? —qy —r + 17,
a nastepnie
2
(v*+p)" =py* —qy—r+p°
Stad, dla dowolnego o, mamy
2 2
(v +p+yo) = (v*+p)" +2y0 (v* +p) + 43 (3.12)
=py* —aqy =+ 0" +2y0 (v* + ) + v
=(P+2y0)y" —ay+ (P> — 7+ 2pyo + 45 -
Dobierzmy teraz yy w ten sposéb, aby wielomian
y— (p+2y0) v” —qy+ (° — 7 + 2pyo + 4
posiadatl jeden pierwiastek podwdjny, tj. aby
A (yo) = ¢° = 4(p+2y0) (0° — 7 + 2pyo + y3) = 0. (3.13)

Réwnanie (3.13) jest réwnaniem stopnia trzeciego, ktére potrafimy juz rozwiaza¢ otrzymujac poszu-
kiwana warto$¢ yo. Dla tej wartosci, réwnanie (3.12) przyjmuje postaé

2 q 2
(yQ+p+y0) = (p+ 2yo) <y— 2(p+2y0)> )

z ktéra umiemy sobie juz poradzié.
Ogolne wzory (uzyskane przez Ferrari, opublikowane przez Cardano w Artis Magnae' w 1545 r.)
pozwalajace wyznaczaé analityczna postaé¢ dowolnego réwnania stopnia czwartego sa bardzo ztozone.

! Dzielo to, obok dzieta M. Kopernika De revolutionibus orbium coelestium oraz A. Wezaliusza De humani corporis
fabrica uznawane jest za najwazniejsze dzieto naukowe doby renesansu.
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3.3.5. Réwnania algebraiczne stopnia n > 5

Dla réwnan algebraicznych stopnia n > 5 wykazano, ze podanie ogdlnych wzoréw na ich roz-
wigzania wykorzystujacych wylacznie dziatania dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie oraz
pierwiastkowanie nie jest mozliwe (prace Abela, Ruffiniego, Galois’a).

Ciekawostka Liczba bedaca rozwiazaniem réwnania algebraicznego o catkowitych wspotczynnikach
nazywana jest liczba algebraiczna. Na przyktad v/2, jako rozwigzanie réwnania s> —2 = 0, jest liczba
algebraiczna; z kolei liczby 7, e czy 2V2 nie sa liczbami algebraicznymi (dowody ich niealgebraicznosci
sa bardzo trudne). Zbiér wszystkich liczb algebraicznych (jest ich przeliczalnie wiele), z naturalnymi
dziataniami dodawania oraz mnozenia liczb, tworzy cialo.



Rozdzial 4

Przestrzenie liniowe

Niech X bedzie zbiorem niepustym.
Definicja 4.1. Trdjke (X, +,®) nazywamy rzeczywista przestrzenia wektorowa (liniowqg) jezeli:

(a) +: X x X — X jest dzialaniem wewnetrznym w X, takim Ze struktura (X, +) jest grupg abelowq;
(b) o: R x X — X jest dzialaniem zewnetrznym w X, takim zZe réwnosci:
ae(z+y)=(aex)+ (aey);
(a+B) ez =(ae)+(Fea):
~ ae(Bex)=(aB)eu:
- lex==x
zachodzg dla dowolnych x,y € X oraz o, 5 € R.

Elementy przestrzeni wektorowej nazywamy wektorami; elementy ciata nazywamy skalarami.

Przykltad 4.1. KazZda z ponizszych struktur jest rzeczywistq przestrzeniq wektorowq:

a) (R™, +,e) z naturalnymi dzialaniami dodawania wektoréw oraz mnozZenia wektora przez liczbe:
d

@1y 2n) + W1 s ) L (@1 4 Y1 T+ ) S

d
ae(xy,...,zp) 4 (axy,...,«qxy);

b) (C,+,e) z naturalnymi dzialaniami dodawania oraz mnozenia liczb;
c) (F(A,R),+,e) z naturalnymi dzialaniami dodawania funkcji oraz mnozenia funkcji przez liczbe.

Przyktad 4.2. Ponizsze struktury nie sq przestrzeniami wektorowymi:

a) (R", +,e) z dzialaniami:

(1, ymn) + Wiy yn) = (@14 Y1, o, T+ Yn)
ae(xy,...,xy) = (ax1,0,...,0);

b) {f:R—=R: f(0) =1} z naturalnymi dzialaniami dodawania funkcji oraz mnozenia funkcji przez
liczbe.
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4.1. Podprzestrzen liniowa

Latwo wykazaé, ze w dowolnej rzeczywistej przestrzeni wektorowej (X, +, ) prawdziwe sa naste-
pujace zaleznosci:

— Qex=ae0=0;
- aex=0=>a=01Iubz=0;
-~ —(asz)=(-a)ez—ae(-a)

dla dowolnych x € X, o € R.

Uwaga W powyzszych warunkach wystepuja dwa rézne zera — jedno to element neutralny dla doda-

wania w grupie (X, +), drugie to element neutralny dla dodawania w grupie (R, +). Podobnie, znaki

»— wystepujace w ostatnim warunku to dwa rézne minusy — pierwszy oznacza element przeciwny dla

elementu grupy (X, +), drugi wskazuje element przeciwny w grupie (R, +).
4.1. Podprzestrzen liniowa

Niech (X, +,e) bedzie rzeczywista przestrzenia wektorowa oraz niech Y C X.
Definicja 4.2. JezZeli zbior Y oraz dzialania + i e przestrzeni X spelniajg warunki:

(a) a,peR, z,ycY = aex+foeycY;
(b) 0€Y

to trajke (Y, +,®) nazywamy podprzestrzenia liniowa przestrzeni (X, +,e).

Latwo pokazaé, ze kazda podprzestrzen liniowa Y przestrzeni liniowej X jest przestrzenia liniowa
z dzialaniami indukowanymi z przestrzeni X.

Przyktad 4.3. Niech aq,...,a, € R bedg dowolnymi ustalonymsi liczbami. Zbior
n
{(xl,...,xn) eER™: Y agpxy = O}
k=1

z naturalnymi dzialaniami dodawania wektorow oraz mnozenia wektora przez liczbe jest podprzestrzeniq
lintowq przestrzeni lintowej z przyktadu 4.1.a.

Przyktad 4.4. Zbior {z € C: Rez +Imz = 0} z naturalnymi dzialaniami dodawania oraz mnozenia
liczb zespolonych jest podprzestrzenig liniowg przestrzeni liniowej z przykiadu 4.1.b.

Przyktad 4.5. Zbior {f € F (R,R) :Vz f (z) = f (—2)} 2z naturalnymi dzialaniami dodawania funk-
cji oraz mnozenia funkcji przez liczbe jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni liniowej z przykiadu 4.1.c
(dla A=TR).

Bezposrednio z definicji wynika, ze zbior pusty tworzy przestrzen liniowa, ale nie jest on podprzestrze-
nig liniowg zadnej przestrzeni.

Przyklad 4.6. Niech (X,+,e) bedzie niepustq przestrzenig liniowg. Wowczas struktura ({0}, +, )
jest najmniejszq (w sensie inkluzji) podprzestrzeniq liniowq przestrzeni (X, +,e).

4.2. Liniowa niezaleznos$é¢ wektoréw

Niech (X, +,e) bedzie rzeczywista przestrzenia wektorowa.

Definicja 4.3. Mowimy, Ze wektory vi,...,v, € X s¢ liniowo niezalezne, jezeli dla dowolnych
skalarow aq, . ..,a, € R zachodzi:
a1+ ... +tav,=0=>a1=...=a, =0. (4.1)

Wektory, ktore nie sq liniowo niezalezne sq liniowo zalezne.
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4.3. Baza i wymiar przestrzeni wektorowe;j

Wyrazenie

a1Vl + ...+ apUy
nazywamy kombinacjg liniowa wektoréw v, ..., v,. Zbiér wszystkich kombinacji liniowych wekto-
réw vy, ..., U, przestrzeni wektorowej X, tj. zbiér

span{vy,...,v,} 4 {

n
v o €R (izl,...,n)}

=1

tworzy podprzestrzen liniowa przestrzeni X (éwiczenie).
Zauwazmy, ze zaprzeczenie warunku (4.1), tj. liniowa zalezno$é wektoréw vy, ..., v,, oznacza, ze
przynajmniej jeden z tych wektoréw jest kombinacja liniowa pozostalych.

Przyktad 4.7. Aby sprawdzié liniowq zaleznosé wektoréw
v = (1,0,—-1),v0 = (=1,1,1),v3 = (3, -1, -3)
nalezy rozwigzaé, wynikajgce z warunku (4.1), réwnanie
a1 (1,0,—-1) + a2 (—1,1,1) + a3 (3,—1,—-3) = (0,0,0)
ze wzgledu na niewiadome oy, o, a3 € R. Rownanie to prowadzi do ukladu réwnan

a; —az+3a3 =0
ag—agzo 5
—a1 +as—3a3 =0

ktorego rozwigzaniem jest: a1 = —2t, as = az = t (t € R). Oznacza to, zZe warunek (4.1) nie
jest spetniony, czyli badane wektory sq lintowo zalezne. Faktycznie, z postaci rozwigzania wynika, Ze
Vo = 2U1 — V3.

4.3. Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

Niech vy, ..., v, beda ustalonymi wektorami rzeczywistej przestrzeni wektorowej X. Jezeli kazdy
element przestrzeni X mozna wyrazié jako kombinacje liniowa wektoréw vy, ..., vy, tzn. dla dowolnego
yeX

Yy =011+ ...+ avy, (4.2)
dla pewnych ai,...,a, € R, to méwimy, ze wektory v1,...,v, generujg przestrzen X. Kazdy li-
niowo niezalezny ciag (istotna kolejnosé) wektoréw przestrzeni wektorowej X generujacy te przestrzen
nazywamy jej bazg. Liczbe elementéw bazy przestrzeni wektorowej X oznaczamy dim X i nazywamy
wymiarem przestrzeni wektorowej. Wspolezynniki aq, ..., o, wystepujace w réwnaniu (4.2) nazy-
wamy wspolrzednymi wektora y w bazie vy, ..., v,. Niezwykle wazne jest to, ze wspdlrzedne te sg
wyznaczone w sposéb jednoznaczny. Aby to wykazaé przypusémy, ze wektor y postaci (4.2) mozna
réwniez zapisaé jako

y =B+ ...+ Buvn. (43)

Pokazemy, ze wéwczas «; = 3; (1 = 1,...,n). Z zaleznosci (4.2)-(4.3) otrzymujemy

0=aivy+...+apv, — (B1v1 + ... + Bovn)
= (a1 —B1)vi+ ...+ (an — Bn) vn.

Liniowa niezalezno$¢ wektoréw vy, ..., v, prowadzi do warunkéw o; — 3; =0 (i = 1,...,n).
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Wtasnosci bazy przestrzeni wektorowej:

(i) Kazda niepusta przestrzen wektorowa posiada baze.

(ii) Jezeli wektory vi,...,v, s@ bazg pewnej przestrzeni liniowej, to dla dowolnych niezerowych ska-
larow aq, ..., an wektory aqv, ..., v, rowniez sq baze tej przestrzeni.

(iii) Wszystkie bazy tej samej przestrzeni wektorowej sq réwnoliczne.

(iv) Wektory vy, ...,v, n—wymiarowej przestrzeni liniowej sq jej bazq wtedy i tylko wtedy, gdy sq
wektorami lintowo niezaleznyms.

(v) Kazdy cigg wektoréw liniowo niezaleznych przestrzeni wektorowej moze byé rozszerzony do jej
bazy.

Przyklad 4.8. Rozwazmy rzeczywistq przestrzen liniowg (R™,+,e).  Dla dowolnego wektora
(x1,...,2,) € R" mamy:

(x1,...,2n) = (21,0,...,0) + (0,22,0,...,0) + ...+ (0,...,0,2,)
=21(1,0,...,0) +22(0,1,0,...,0) + ...+ 2, (0,...,0,1),

zatem wektory e; = (1,0,...,0),eo = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) generujg przestrzen R™;
pontewaz wektory te sq rowniez lintowo niezalezne, wiec stanowiq one baze przestrzeni R™— jest to tzw.
baza kanoniczna. Wniosek: dimR"™ = n.

Przykltad 4.9. Rozwaimy rzeczywistq przestrzen liniowg (C,+,e). Z postaci kanonicznej liczby ze-
spolonej wynika, Ze kazda liczba zespolona jest kombinacjq lintowq wektorow 1,1; wektory te sq liniowo
niezalezne, wiec stanowiq baze przestrzeni C. Wniosek: dim C =2.

Przyktad 4.10. Niech
V={(z,y,2) eR¥:z+y—2=0,2+y+2z=0}.

Latwo wykazaé, e Y jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni R3; wyznaczmy wiec jej baze. Rozwig-
zujge uklad réwnan wynikajacy z definicji przestrzeni Y, otrzymamy: v = t,y = —t,z =0 (t € R).
Dowolny element przestrzeni Y ma wiec postaé: (t,—t,0) =t (1,—1,0). Oznacza to, ze Y jest jedno-
wymiarowq podprzestrzeniq przestrzeni R3, ktorej bazq jest wektor (1,—1,0).

Przykltad 4.11. Niech m,(R) oznacza zbior wielomiandw rzeczywistych stopnia nie wigkszego niz n.
Latwo sprawdzié, zZe struktura (m,(R),+,e), gdzie + oraz @ to naturalne dzialania dodawania funkcji
oraz mnozenia funkcji przez liczbe, jest rzeczywistq przestrzeniq wektorowq. Baze tej przestrzeni tworzg
jednomiany

r—1, oz, z—o2 ... oz

mamy wiec: dim 7, (R) =n + 1.
Niech teraz, dla a € R,
Tn(R;a) ={w € m(R) : w(a) = 0}.

Latwo wykazaé, zZe m,(R;a) jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni m,(R). Z twierdzenia Bézout
wynika, zZe dowolny element w € 7,(R;a) mozna zapisaé w postaci

w(z) = (¢ —a)g (), (4.4)

n—1

dla pewnego g € m,_1(R). Poniewaz bazqg m,_1(R) sq jednomiany 1,z, 2%, ..., 2", zatem na podstawie

(4.4), wielomian w jest kombinacjq liniowqg wielomianéw
r—z—a z—zr—a), z—o2(r—a), ... z—z"(z—a);

Wielomiany te sq liniowo niezalezne, zatem stanowiq baze przestrzeni m,(R; a); sted dim m,(R; a) = n.

Cwiczenie Wyznacz baze przestrzeni m, (R;a) w przypadku, gdy a € C\R.



Rozdzial 5

Macierze

Funkcje, ktéra kazdej parze liczb naturalnych (i,7) (i =1,...,n;j = 1,...,m) przyporzadkowuje
dokladnie jedna liczbe a;; € F, gdzie F = R lub F = C, nazywamy macierzg (rzeczywista, gdy F = R,
zespolona w drugim przypadku). Macierze zapisujemy w postaci prostokatnych tablic:

ai;] a2 ... Qaim
Q a e a

A= 21 22 2m : (51)
an1 AaQp2 ... Qpm

bedziemy tez stosowaé uproszczona notacje A = [agj], .. Macierz (5.1) to macierz wymiaru n x m
— ma ona n wierszy (poziome) i m kolumn (pionowe). Zbiér macierzy wymiaru n x m o elementach
z ciala F bedziemy oznaczaé¢ F™*™. Jezeli m = n to macierz nazywamy macierzg kwadratowa
stopnia n. Macierz zerowa to macierz zlozona z samych zer: 0 = [0], ., . Macierz kwadratowa,
ktérej wszystkie elementy — za wyjatkiem byé moze tych stojacych na przekatnej — sa réwne zero
nazywamy macierzg diagonalna:

ail 0 0
. 0
diag (a11, .-, ann) =
: . 0
0 ... 0 apn

Macierz diagonalng z jedynkami na przekatnej nazywamy macierza jednostkowsa (ozn. I lub I,
aby podkreslié, ze jest to macierz wymiaru n X n):

1 0 0
I= 0

0

0 0 1

Jezeli wszystkie elementy macierzy kwadratowej stojace pod (nad) przekatna sa réwne zero to macierz
te nazywamy macierza trojkatna gérnag (tréjkatng dolng). Macierze diagonalne sa jednocze$nie
trojkatne gorne i trojkatne dolne.
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5.1. Dziatania na macierzach

5.1. Dzialania na macierzach

5.1.1. Dodawanie macierzy oraz mnozenie macierzy przez skalar

W zbiorze macierzy F"*™ wprowadza si¢ naturalne dzialania dodawania macierzy oraz mnozenia
macierzy przez skalar:

o jezeli A= [aij]nxm, B = [bij]nxm to A+ B = [aij + bij]
o dlaaeF: ad = |aay]

Przyktad 5.1. Mamy

nxm?’

nxm’

230+1—21_311
1 -2 1 0o 1 2| |0 -1 3

LAa]-15 0]

Zbiér macierzy prostokatnych ustalonego wymiaru (mozemy dodawaé tylko te macierze, ktére maja
ten sam wymiar) z dzialaniami zdefiniowanymi powyzej jest przestrzenia wektorowa nad cialem liczb

oraz

rzeczywistych.
5.1.2. Mnozenie macierzy
Niech A = [a;;] € F**k, B = [b;;] € FF*™. Mozemy wéwczas zdefiniowaé macierz C' = [¢;;] € F™X™:
m . .
cij = > aigbyj, (i=1,...,n; j=1,....,m) (5.2)
k=1
bedaca iloczynem macierzy A i B; ozn. C' = AB.

Uwaga Aby mozna bylo wyznaczyé¢ macierz AB, liczba kolumn macierzy A musi by¢ rowna liczbie
wierszy macierzy B.
Przyktad 5.2. Mamy:

2 3 0 B
[1—21] 2.0

[2~1+3-2+0-(1) 2:(=2)+3-0+0-1
1:1-2-2+1-(=1) 1-(=2)+(-2)-0+1-1

I

1 -2 [2 3 0] [1-24(-2)-1 1-34(-2)-(-2) 1-0+(-2)-1

oraz

=| 2-2+40-1 2.340-(-2) 2-040-1

=21 -1-241-1 —-1-341-(-2) -1-0+1-1

o 7 =2
= 4 6 0
-1 -5 1
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5.1. Dziatania na macierzach

Wtasnosci iloczynu macierzy:

Zakladamy, ze wymiary macierzy A, B,C'" wystepujgcych w ponizszych warunkach sq takie, ze wszystkie
WYrazZenia majq Sens.

(i) Dzialanie okreslone wzorem (5.2) jest:
o lgczne: A(BC) = (AB)C;
e rozdzielne wzgledem dodawania: A(B+ C) = AB + AC,
e posiada element neutralny — jest nim macierz jednostkowa;
(ii) Na ogol: AB # BA,
(iii) AB=0+ A=0 lub B = 0;
(iv) AB=AC,A#+0+ B=C.

Cwiczenie Do punktéw (ii)—(iv) podaé stosowne przyklady.

5.1.3. Macierz transponowana

Niech A = [a;j] € F"™™ bedzie dowolna macierza. Macierz AT € F™*"  odzie

1<

AT = [ag;]" = [aji],

nazywamy macierza transponowang. Kolumny (wiersze) macierzy A sa wiec wierszami (kolum-
nami) macierzy AT,
Wtasnosci operacji transponowania macierzy:
o (A+B)" =AT 4+ BT,
o (ad)l =aAT dlaacT;
(AB)T = BT AT gdzie A, B € F™*".
5.1.4. Macierz sprzezona

Niech A = [a;;] € C"*™ bedzie dowolng macierza. Macierz A* € C™*" okreslona wzorem

* af
A = Jay)" L @),
nazywamy macierzg sprzezona.
Wtlasnosci operacji sprzezenia macierzy:
e (A+ B)"=A*+ B*;
o (aA)" =aA* dlaaeC;
e (AB)" = B*A*, gdzie A, B € F"*".
Przyktad 5.3. Dla macierzy
1 -1 1 147¢ 3
A=1 2 1 oraz B=1[ -2 2 0
0 3 3 2—31 —1
mamy
1 -2 3
AT = 120 oraz B*=| 1—i 2 241
-1 1 3
—1 0 —1
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5.2. Wyznacznik macierzy

5.2. Wyznacznik macierzy
5.2.1. Definicja aksjomatyczna

Niech F"*™ oznacza zbiér macierzy kwadratowych stopnia n o elementach z ciala F = R lub F = C.
Definicja 5.1. Funkcje det : F"*"™ — T speiniajocg warunksi:

(i) dla macierzy kwadratowej A = [a;5] = [A1, ..., Ay, gdzie A; oznacza i—tq kolumne A, przeksztal-
cenie A; — det [A1,..., A, (i=1,...,n) jest liniowe, tzn. dla o, B € F:

det [A1,...,aA; + BB, ..., Ap] = adet[A1,..., Ai, ..., Ay] + Bdet[A1, ..., B;, ..., Asl;
(ii) det jest funkcjq alternujgcq, tzn. dla A; = A; (dla wszystkich i # j):
det[Ay,..., A, ... A, ... A, =0,
(iii) det (1) =1
nazywamy wyznacznikiem.
7 powyzszej definicji wynika natychmiast nastepujacy wniosek.

Whiosek 5.1. Jezeli w macierzy kwadratowej zamienimy miejscami dwie kolumny (wiersze), to jej
wyznacznik zmient znak na przeciwny.

Dowéd: Rozwazmy macierz powstala z macierzy A przez dodanie do jej i—tej oraz j—tej kolumny
odpowiednio kolumny j-tej oraz i—tej:

[, A+ A, A+ A, ]
Z warunku (ii) powyzszej definicji wynika
det[...,A;+Aj,...,Ai+A;,...]=0.
Dodatkowo, z warunkow (i) oraz (ii):

O=det[...,4; +A4;,..., A4+ A4;,. ]
=det[..., A, ..., A+ A, .. ]+det[...,A4;,..., 4+ Aj,..]
=det[..., A, ..., A;, .. ] +det ... A, .. AL ]+
+det[..., A5, ... A, . ] +det]... A, ... Ay ]
=det[..., A, ..., Aj,..J+det[..., A5, ..., A ],

skad ostatecznie wynika

det[...,Ai,...,Aj,...]:—det[...,Aj,...,Ai,...].
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5.2. Wyznacznik macierzy

Przyklad 5.4. Rozwaimy macierz A € R3*3 postaci

Na podstawie definicji 5.1 mamy
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5.2. Wyznacznik macierzy

Kolumny macierzy A € F™*" sa elementami przestrzeni F"; mozemy wiec wyrazié je jako kombi-

nacje liniowe wektoréw bazy kononicznej ey, ..., ey:

n
A; :Zakiek, dlai=1,...,n.

k=1
Stad
detA =det | > ag1€rys- s D QonCh, | = Do -0 D Qkyl--- Ak, ndet [, ..., ek, ]
ki=1 kn=1 ki=1  ky=1
(i) — (i)
=" > sgn(0) o)1 Ao(n)ns
o€Sn
gdzie S, to zbiér wszystkich permutacji zbioru {1,...,n}; sgn (o) to znak permutacji o (1).

Twierdzenie 5.2. Istnieje dokladnie jedna funkcja spelniajgca warunki (i)—(iii) definicji 5.1; funkcja
ta okreslona jest wzorem
det A= > sgn(o) Ag(1)1 " " o (n)n- (5.3)
ogESy
Zauwazmy, ze jezeli dla pewnego i € {1,...,n}: o (i) < i, to dla pewnego j € {1,...,n}: 0 (j) > j.
Stad oraz ze wzoru (5.3) wynika nastepujacy

Whniosek 5.3. Wyznacznik macierzy trojkgtnej rowny jest iloczynowi wyrazow z przekgtney.

WilasnoS$ci wyznacznika macierzy
Dla dowolnych A, B € F**", o € F zachodzi

det A = det AT

det (AB) = det A - det B;

det (aA) = o™ det A;

jezeli do ktdrego$ wiersza (kolumny) dodamy kombinacje liniowq pozostalych wierszy (kolumn) to
wyznacznik sie nie zmient;

e zamiana kolejnosci dwich wierszy (kolumn) zmienia znak wyznacznika na przeciwny.

5.2.2. Metoda Laplace’a
Niech A = [a;j] bedzie dowolna macierzg kwadratowsa stopnia n.

Definicja 5.2. Minorem elementu a;j macierzy A = [a;;| nazywamy wyznacznik M;; macierzy kwa-
dratowej stopnia n — 1 wtworzonej z macierzy A przez usuniecie z niej i—tego wiersza oraz j—tej
kolumny. Liczbe (—1)“” M;; nazywamy dopelnieniem algebraicznym elementu a;;.

Twierdzenie 5.4 (Laplace). Dla dowolnej macierzy kwadratowej A = [a;j] stopnia n > 2:
n L
det A=Y (=1)"" a;jM;; dla kazdego j =1,...,n
i=1
oraz

det A=Y (1) ajjM;;  dla kazdego i =1,...,n.
j=1

! sgn (o) = (—1)°, gdzie s to liczba transpozycji (transpozycja to zamiana kolejnoéci dwéch elementéw) tworzacych
permutacje o.
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5.2. Wyznacznik macierzy

Przyktad 5.5. Dia macierzy A € F2*2, ze wzoru (5.3) otrzymujemy:

d ail a2 |
et = a11a22 — 21012.
as1 a2

Przyktad 5.6. Dla macierzy A € F3*3 zastosujemy metode Laplace’a (do pierwszej kolumny). Mamy
air a2 ais

141
azi az az |=(—1)""an
az1 asz2 ass

@12 Q13
azz2 a33

a22 Q23

+ (_1)2+1 oy
az2 ass

+(=1)*ag

a12 a3
a2 Q23

=011022033 — (11023032 — 021012033 1 (21013032 + 431012023 — G31013022.

Ten sam wynik uzyskamy stosujgc tzw. schemat Sarrusa:

= a116G22033 + a12023a31 + a13021032—

— (31022013 — 432023011 — 433021012

Ciekawostka Stosujac do macierzy kwadratowej stopnia n metode Laplace’a obliczania wyznacznika,
musimy obliczy¢ n wyznacznikéw macierzy stopnia n — 1; kazdy z tych wyznacznikéw wymaga z kolei
obliczenia n — 1 wyznacznikow stopnia n — 2, itd. Obliczenie wyznacznika macierzy kwadratowej
stopnia n wymaga wiec obliczenia %
stopnia n = 20 daje to ponad 10'® wyznacznikéw 2 x 2. Superkomputer wykonujacy 10'° operacji
zmiennopozycyjnych na sekunde potrzebowalby na obliczenie tego wyznacznika 50 minut. Z kolei,
siegajac po przedstawiona ponizej metode przeksztalcen elementarnych obliczymy ten wyznacznik

w czasie 10~ s, Dla duzych n metoda Laplace’a jest wiec wysoce niepraktyczna.

n! wyznacznikow macierzy kwadratowych stopnia 2; dla macierzy

5.2.3. Metoda przeksztalcen elementarnych

Metoda przeksztalcen elementarnych obliczania wyznacznika polega na przeksztalceniu danej ma-
cierzy do postaci trojkatnej. W przeksztalceniu tym wykorzystujemy jedynie tzw. operacje elemen-
tarne na wierszach macierzy:

e dodawanie do wybranego wiersza kombinacji liniowej pozostalych wierszy;
e zamiana kolejnosci wierszy.

Przyktad 5.7. Mamy:

2 3 1 w1— W1 2 3 1 w1 — W1 2 3 1
1 2 4 wo—r wg—%wl 0 % % Wo—r W2 0 % % = 35.
2 =2 1| wy— wz—w, 0 -5 0| wg— ws+10ws | 0O 0 35

Metoda przeksztatcen elementarnych jest jedng z najbardziej efektywnych metod obliczania wyznacz-
nikéw macierzy. Jej numerycznie akceptowalna wersja wymaga wykonania tylko O(n?®) operacji aryt-
metycznych!
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5.3. Macierz odwrotna

5.3. Macierz odwrotna

Definicja 5.3. Macierz A € F™"*™ takq Ze det A # 0 nazywamy macierza nieosobliwa; w przeciw-
nym przypadku mowimy, Ze A jest macierza osobliwg.

Przypomnijmy, ze iloczyn macierzy jest dziatlaniem wewnetrznym w zbiorze macierzy kwadratowych
stopnia n. Latwo sprawdzi¢, ze jest to rowniez dzialanie tgczne, ktérego elementem neutralnym jest
macierz jednostkowa I, stopnia n (dowéd przez bezposredni rachunek). Nasuwa sie wiec nastepujace
pytanie: Czy kazda macierz kwadratowa posiada element odwrotny (wzgledem mnozenia)?

Przyktad 5.8. Niech

11 _ | a1 a2
A—[O 0] oraz B—[am a22].

Wowczas

11 ayr a2 | | a11 +a a2+ a2 10
AB_|:0 0:||:a21 a22:|_|: 0 0 :|?é|:0 1:|'

Oznacza to, ze nie dla kazdej macierzy istnieje element odwrotny.

Definicja 5.4. JeZeli dla macierzy A € F™"*"™ jstnieje macierz X € F™*" taka Ze:
AX = XA=1,,

gdzie I, oznacza macierz jednostkowq stopnia m, to macierz te nazywamy macierzg odwrotng do
macierzy A i oznaczamy A™1.

ann

Twierdzenie 5.5. Warunkiem koniecznym i wystarczajgcym na to, aby macierz A € posiadata

macierz odwrotng jest warunek det A # 0.

Wtlasnosci operacji odwracania macierzy (A, B € F"*"):
o det (Afl) = ﬁ;

. (Afl)il = A;

e (AB)'=B"14"1,

o (AN = (A7) ! oraz (A71)* = (4%)7L.

5.3.1. Algorytmy wyznaczania macierzy odwrotnej
Niech A = [aij] e Fnxn,

Metoda macierzy dopelnien algebraicznych

Ponizej przedstawimy algorytm wyznaczania macierzy A~! oparty na macierzy dopelnien algebra-
icznych.

Krok 1. Obliczamy det A. Jezeli det A = 0, to macierz A™' nie istnieje; jezeli det A # 0, przecho-
dzimy do kroku drugiego.

Krok 2. Wyznaczamy macierz minoréw Ay = [M;j];

Krok 3. Wyznaczamy macierz dopetniern algebraicznych As = {(—1)i+j Mij} ;

Krok 4. Wyznaczamy macierz Az = AT

: -1_ "1
Krok 5. Wyznaczamy macierz A™" = 3557 As.
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5.3. Macierz odwrotna

Przyktad 5.9. Wyznaczymy macierz odwrotng do macierzy

2 -1 1
A=1]11 2 =2
1 0 -1
Poniewaz det A = —5 zatem macierz odwrotna istnieje. Mamy wiec:
[2 -1 1 ] " -2 1 =2 1)+ -2 -1 =2
A=|1 2 2|1 =3 1|2 | -1 -3 1|35
1 0 -1 0 -5 5 0 5 5

2 -1 07 , [2/5 1/5 0
Ll -1 =3 5| |15 3/5 -1 | =41
-2 -1 5 | 2/5 1/5 —1

Metoda Gaussa

Metoda Gaussa wyznaczania macierzy odwrotnej polega na tym, aby z danej macierzy uzyskac
macierz jednostkowa. Te same operacje, ktére wykonujemy na macierzy A przeprowadzamy jedno-
cze$nie na macierzy jednostkowej. W momencie gdy wyjSciowa macierz przyjmuje postaé macierzy
jednostkowej, macierz jednostkowa staje sie macierza A~".

Przyktad 5.10. Rozwazmy ponownie macierz z poprzedniego przykiadu. Mamy:

-1 1 1 0 0 w1 — W1
[AI] = 2 =20 1 0| wy— wa—3zwn
L 0 -1 0 0 1 Ww3— W3—wW2
i -1 1 1 0 0 w1— W1
5/2 —5/2 | —=1/2 1 0 | wa— we
0 -2 1 0 -1 1] ws— wstiws
i -1 1 1 0 0 w3— —wWs
5/2 =5/2 | =1/2 1 0 | wo— wa—3ws
L 0 -1 —2/5 —1/5 1 w1 — w1+ws
2 -1 0]3/5 —1/5 1 w3— w3

5/2 0 | 1/2 3/2 —5/2 | wo—2ws
0 11]2/5 1/5 —1 wi— wi+2ws

OO OO N ©OCDONN OCON ©OCON I

0 01]4/5 2/5 0 | wi—3u

1 0 1/5 3/5 —1 Wwo— W2
L 01 2/5 1/5 -1 ] w3— w3
(1.0 01]2/5 1/5 0 ]

1 0|1/5 3/5 -1 | =[1]4a""].

0 1/|2/5 1/5 —1
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5.4. Rzad macierzy

Niech A € F™*™. Mozna pokazaé, ze liczba liniowo niezaleznych kolumn macierzy jest taka sama
jak liczba jej liniowo niezaleznych wierszy. Liczbe te, dla macierz A, oznaczamy rank (A) i nazywamy
rzedem macierzy A.

WilasnoSci rzedu macierzy

e dla dowolnej macierzy A € F"*™ : rank (A) = rank (A7) ;

e dodanie do dowolnej kolumny (wiersza) macierzy kombinacji liniowej pozostalych kolumn (wierszy)
nie zmienia jej rzedu;

e dowolna zmiana kolejnosci kolumn (wierszy) macierzy nie zmienia jej rzedu.

Przyktad 5.11. Wyznaczymy rzqd macierzy

-4 0 2 0
A= 2 3 -4 6
0 2 -2 4

40 2 0] wi—w -4 0 2 0
2 3 —4 6| werwytgwy | 0 3 -3 6
i 0 2 =2 4_ w3— W3 0 2 =2 4
(-4 0 2 0] wi—»w -4 0 2 0
0 3 =3 6| we—ws 0 3 -3 6
| 0 2 -2 4| wgsws—3w, [ 0 0 0 O

Poniewaz tylko dwa pierwsze wiersze ostatniej macierzy sq liniowo niezalezne, zatem rank (A) = 2.

Twierdzenie 5.6. Rzad macierzy A réowny jest najwickszemu stopniowi (wymiarowi) niezerowego
minora macierzy A.

Przyktad 5.12. Rozwazmy ponownie macierz

-4 0 2 0
A= 2 3 -4 6
0 2 -2 4

-4 0 2 -4 0 0 -4 2 0 0 2 0
2 3 —4|=0, 2 3 6|=0, 2 -4 6|=0, 3 -4 6|=0,
0 2 =2 0 2 4 0 -2 4 2 -2 4
zatem rank (A) < 2. PoniewaZ
-4 0
BRI,

zatem rank (A) = 2.



Rozdzial 6

Roéwnania liniowe

6.1. Przeksztalcenia liniowe
Niech X oraz Y beda dwiema niepustymi przestrzeniami wektorowymi nad ciatem F.
Definicja 6.1. Funkcje f: X — Y spelniajgcg warunki:

a) dla dowolnych x1,79 € X : f(x1 +x2) = f(21) + f (22);
b) dla dowolnych x € X, € F : f (ax) = af (2)

nazywamy przeksztatceniem liniowym.

Przypu$émy, ze wymiary przestrzeni X oraz Y sa skonczone; niech dim X = n oraz dimY = m.

Przyjmijmy, ze wektory ey, ..., e, stanowig baze przestrzeni X, a wektory €1, ..., €, baze przestrzeni
Y. Z odwzorowaniem linjowym f : X — Y mozemy wéwczas stowarzyszy¢ macierz Ay = [a;;] € F™*",
ktorej i—ta kolumne (i = 1,...,n) tworza wspblrzedne wektora f (e;) wyrazonego jako kombinacja li-

niowa wektoréw bazowych przestrzeni Y:

f (el) - allél + a21é2 + -+ amlém, a1 a9 e ain
f (62) = a12é1 + aQQéQ + e + am2ém7 ao1 a99 e aon
f(en) = a1né1 + aznéz + -+ + Gmnlm am1l  Gm2 " dmn

Przyklad 6.1. Rozwazmy odwzorowanie liniowe f : R3 — R? okreslone wzorem
f(r,y,2) = (x+y—22c+2).
Przyjmujec w przestrzeniach X oraz Y bazy kanoniczne mamy:

fler) = f(1,0,0) = (1,2) = & + 2éq,

f(e2) = f(OvlaO) = (170) = éla

f(e3) = f(0,0, 1) = (_L 1) = —e1 + éa.
Odwzorowanie f jest wiec reprezentowane przez macierz

11 -1
Af_[z 0 1 }
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6.1. Przeksztatcenia liniowe

mnymi stowy

X
f(ﬂf,y,Z)Z[; (1) _11]

Przyktad 6.2. Niech F : m — mo bedzie odwzorowaniem okreslonym wzorem:

F(f(z) =2zf () — f (z).
Latwo sprawdzic, Ze F jest odwzorowaniem lintowym. Przyjmujoc w przestrzeniach m oraz wo bazy

wmy el (x) =
2

1,e9 T
wmy: e (x) =16 (x) =z,63(x) ==
mamy:
Fe)) =F(l)=2z—1=—é; + 2éq,
F(ey) = F(x) =22 — x = 0&; — &5 + 2é3.

Przy przyjetych bazach, odwzorowanie F' reprezentowane jest przez macierz

Przyktad 6.3. Rozwaimy ponownie odwzorowanie F z przykladu 6.2. Przyjmujgc w przestrzeni mp
baze
eifx) =x+1, e2(x) =2 —1,

a w przestrzeni my baze

Glz)=x—1, &@)=x+1, &x)=a1>

mamy

~

5
I
~

(x+1)=2z(x+1)—(z+1) =222+ —1=¢ +2¢3,
Feg)=F(x—1)=2x(x—1)— (z—1) =22% — 32+ 1 = a21&; + a2 + 263.

Skalary ao1, e wyznaczymy rozwigzujgc rownanie

—3x+1:a21(x—1)—|—a22(x—|—1).

Po prostych rachunkach otrzymujemy: as1 = —2, a9 = —1. Tym razem odwzorowanie F' jest repre-
zentowane przez macierz
1 -2
Ap=1[0 -1
2 2

7, powyzszych przykladéow wynika, ze posta¢ macierzy reprezentujacej odwzorowanie liniowe
f X — Y zalezy od wyboru baz w przestrzeniach X, Y.
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6.2. Jadro i obraz odwzorowania liniowego

6.2. Jadro i obraz odwzorowania liniowego

Niech f: X — Y bedzie odwzorowaniem liniowym, a V' C X i W C Y dowolnymi podprzestrze-
niami liniowymi. Latwo sprawdzié¢ (éwiczenie), ze zbiory
fWV)={yeY:dweV: y=f(a)},
W) = {ze X3y e W iy = [ (2)}
z dzialaniami indukowanymi z przestrzeni X oraz Y, sa podprzestrzeniami liniowymi, odpowiednio,

przestrzeni X oraz Y.

Definicja 6.2. Zbior ker f = f~1({0}) nazywamy jadrem odwzorowania f; zbiér Imf = f(X)
nazywamy obrazem odwzorowania f.

7 obserwacji poprzedzajacej powyzsza definicje wynika, ze

e jadro odwzorowania liniowego f: X — 'Y jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni X
e obraz odwzorowania lintowego f : X — Y jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni Y.

Przy wyznaczaniu jadra oraz obrazu odwzorowania liniowego przydatne bywa nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 6.1. Niech X oraz Y bedg skoniczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi oraz
niech f : X — Y bedzie odwzorowaniem liniowym. Wdwczas

dim X = dimker f 4+ dim Im f. (6.1)
Dowdd: Niech dimker f = k oraz dimX = n; oczywiscie k& < n. Przypuéémy, ze wektory
e1,...,e, tworza baze przestrzeni ker f. Wektory te mozemy uzupelni¢ o wektory egx41,...,e, tak,
aby span{ej,...,e,} = X.
W celu wykazania réwnoéci (6.1) wystarczy udowodnié, ze Im f = span {f(eg+1),. .., f (en)} oraz,
ze wektory f(ex+1),...,f (en) sa liniowo niezalezne.

Niech y € Im f. Oznacza to, ze istnieje © € X = span{ey,...,e,} dla ktérego y = f (). Mamy
wiec

y=1 @) = (T i) = f (S aies + D0 0ie)
=f (E?:laiel) + f(Cimpie) = F (Cipniei) = Dipoaf (e)

co oznacza, ze Im f = span{f(ex11),..., f (en)}.
Wykazemy teraz, ze wektory f(egt1),...,f (en) sa liniowo niezalezne. Mamy

Z?:k—f—laif (e;))=f (Z?:k+1aiei) =0,

zatem ) ", aue; € ker f = span{ey,...,e;}. Stad, istniejy skalary o, ..., qy dla ktérych

Yo i€ = Zleoziel-,

lub réwnowaznie
Z?:ﬂiei — Y iky10i€ = 0.

Z liniowej niezaleznosci wektoréw ey, ..., e, wynika, ze a; =0 (i =1,...,n). ®

Z powyzszego dowodu wynika, ze Im f = span{f(e1),..., f(en)}, gdzie ey,..., e, jest dowolna
baza przestrzeni X. Niech Ay bedzie macierza odwzorowania f przy ustalonych bazach przestrzeni
X oraz Y. Poniewaz i-ta kolumna macierzy Ay to wspélrzedne wektora f(e;) w ustalonej bazie
przestrzeni X, zatem liczba liniowo niezaleznych kolumn macierzy Ay réwna jest liczbie liniowo nie-
zaleznych wektoréw sposrod wektoréw f(ei),..., f (e,). Wynika stad nastepujace
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6.3. Ukfady réwnan liniowych

Twierdzenie 6.2. Niech X oraz Y bedg skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami liniowymi, niech
[+ X =Y bedzie odwzorowaniem liniowym oraz niech Ay bedzie macierzq odwzorowania f (przy
ustalonych bazach przestrzeni X oraz 'Y ). Wowczas

dimIm f = rank (Ay).
Przyktad 6.4. Rozwaimy ponownie odwzorowanie z przykladu 6.2:
F(f(x) =2xf (x) — f (z).
Wowczas

ker ' ={z — ax +b: 2z (ax +b) —ax — b =0}
:{x—)a:z:—i—b:Qa:L"Q—l—(2b—a)$—b50}:{O}.
Zatem
2 =dimm =dimker F' +dimIm F = 0+ dimIm F.
Stgd Im F = span {e1,es}, gdzie

F(l)=2z-1
Fx)=22—az=202z—1).

e1 (z)

es ()

Ostatecznie Im F' = o (%) .

6.3. Uklady réwnan liniowych

Rozwazmy uktad m réwnan liniowych o n niewiadomych x1, ..., xy:

a11x1 + a12xs + - - + a1pxy = b1
a91x1 + agere + -+ - + a2y, = by

, (6.2)
Am1%1 + Am2T2 +‘- 4 Ty = by
aij,b; €eFdlal<i<m,1<j<n;F=RI1ubF =C. W przypadku, gdy by = --- = by, = 0 uktad
(6.2) nazywamy ukladem jednorodnym. Przyjmujac oznaczenia:
a1 G122 ... Qin b1 1
A— asy a2 ... G9p . b? R L2
Gml Am2 - Gmn b T
uktad réwnan (6.2) mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej:
Ax =b. (6.3)

6.3.1. Twierdzenie Cramera

W przypadku, gdy liczba réwnan ukladu (6.2) jest réwna liczbie niewiadomych, macierz A jest
macierza kwadratowa. Jezeli jest to macierz nieosobliwa, to uklad réwnan (6.2) nazywamy uktadem
Cramera. Rozwiazanie réwnania (6.3) — a wiec i ukladu (6.2) — mozna wéwczas prosto wyliczyé
wykorzystujac macierz A~

z=A"1b.

Rozwiazanie ukladu réwnan (6.2) mozna réwniez wyrazi¢ stosujac wzory Cramera.
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6.3. Ukfady réwnan liniowych

Twierdzenie 6.3 (Cramer). Niech A € F"*" b € F". JeZeli macierz A jest nieosobliwa, to uklad
réwnar (6.3) posiada dokladnie jedno rozwigzanie x = (x1,...,%y):

det Az
i = ,=1,...,n), 4
x ot A (i n) (6.4)

macierz A; oznacza macierz powstatlq z macierzy A przez zastgpienie jej i—tej kolumny wektorem b.

Dowdéd: Niech a.; oraz I.; oznaczaja i—te kolumny odpowiednio macierzy A oraz macierzy jednostkowej
I,,. Wbéwecezas

det A; det [a.l, A2y ey Qi1,0,G541,. .. ,a.n]

detA det A
= det (A_l [a.1,a.2,...,¢i-1,b,ait1,... ,a.n])
= det [A_la.l, A Yas, .. A a1, A7, A Yy, ,A_la.n]
=det[l1,lo,...,Li—1,2, Lit1,...,Ln] = ;.

]

Latwo stwierdzié¢, ze uktad réwnan jednorodnych ma zawsze przynajmniej jedno rozwiazanie; jest
nim rozwiazanie zerowe. 7 twierdzenia Cramera wynika natomiast, ze jezeli jednorodny uktad réwnan
liniowych jest uktadem Cramera, to rozwiazanie to jest jego jedynym rozwiazaniem.

Przyktad 6.5. Rozwaimy uklad réwnan

r+y—z=1
20 +y—22=0
T—y+2z2=2
Mamy
1 1 -1 1
A=12 1 =2 oraz b= 0
1 -1 2 2
Poniewaz det A = —3 zatem jest to uklad Cramera, ktdrego rozwigzanie okresla wzor (6.4):
1 1 -1 1 1 -1 1 1 1
0o 1 -2 2 0 -2 2 1 0
2 -1 2 2 1 2 2 1 -1 2 5
l’:—zf’ y:—:2’ = = —,
-3 3 -3 -3 3

6.3.2. Twierdzenie Kroneckera—Capellego

Rozwazmy, jak poprzednio, uktad réwnan liniowych Ax = b, gdzie A € F™*" b € F™. Niech
U e F*("+1) bedzie macierza powstala z macierzy A przez dolaczenie do tej ostatniej dodatkowej
kolumny — wektora b, tj.

all a2 ... Q1np b1
U— asy ago ... Q9n b2
Ami Am2 .. Omn bm,

Macierz U nazywamy macierzg uzupelniong. Jest jasne, ze rank U > rank A. Z postaci réwnania
(6.2), ktére mozemy zapisa¢ w postaci:

ai a2 a1n by

a2 a2 as by
1 + 9 +... 4, no =

am1 am2 Amn bm
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6.3. Ukfady réwnan liniowych

wynika, ze uklad réwnan Az = b ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy wektor b jest kombinacja
liniowa kolumn macierzy A. Warunek ten mozemy rownowaznie wyrazié¢ jako réwnosé

rank A = rank U.

Twierdzenie 6.4 (Kroneckera-Capellego). Uklad réwnan Az = b, gdzie A € F™*" b € F™, ma
rozwigzanie wtedy  tylko wtedy, gdy rank A = rank U. Ponadto:

e jezeli rank A = rank U = n (n— liczba niewiadomych) to rozwigzanie to jest jedyne;
e jeieli rank A = rankU = r < n to rozwigzan jest nieskonczenie wiele; wszystkie one dajg sie
wyrazi¢ jako funkcja zalezna od n — r parametrow.

Przyktad 6.6. Rozwaimy uklad rownan:

z+y+z=1
20 —y+ 22z = -1
T—2y+z=-2

Mamy n = 3 oraz

1 1 1] 1
U=[Ap]=| 2 -1 2| -1
1 -2 1] =2

Rzedy macierzy A oraz U wyznaczymy korzystajgc z metody eliminacji Gaussa:

1 1 1 1 1 1 1 1
rank 2 -1 2 -1 = rank 0 -3 0 -3
1 -2 1 -2 0 -3 0 -3
1 1 1 1
= rank [ 0 -3 0 ' _3 } .

Oznacza to, Ze rank A = rankU = 2. Z twierdzenia 6.4 wynika wiec, Ze rozwaiany ukiad réwnan
posiada nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od jednego (n — rank A) parametru. Wyznaczymy te
TOZWIQZaNiLa.

Sposdb 1. Majgc wyjsciowy uktad réwnan sprowadzony do postaci trojkgtnej, poszukiwane rozwigzanie
wyznaczymy klasyczng metodq dedykowang dla ukliadow o macierzach trojkgtnych:

r+y+z=1 r=—t
=1
20 —y+2z=-1 @{LE—I-_?J;LZ__S Scy=1 , teR.
r—2y+z=-2 y= z=t

Sposob 2. Skoro rank A = 2 to macierz A zawiera nieosobliwg podmacierz stopnia 2; odnajdujemy
te macierz w rozwigzywanym ukladzie réwnan. Rownania, ktore nie wchodzq w sklad tej macierzy
odrzucamy, z kolei niewiadome, ktorych wybrana podmacierz nie obejmuje, przerzucamy na drugg
strone rownania i traktujemy jako parametry. Ukiad rownan, joki w ten sposéb otrzymujemy, jest
uktadem Cramera — do jego rozwigzania stosujemy wzory (6.4).
W naszym przypadku, poniewaz
1 1

5 L=

zatem ukiady réwnan
r+y+z=1
20 —y+2z2=-1
T—=2y+z=-2
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6.4. Metoda eliminacji Gaussa

oraz
z+y=1-=z2
20 —y =—1—-22

sq réwnowazne (majq te same rozwigzania). Stosujgc do tego ostatniego ukladu wzory (6.4), mamy:

'1—;; 1‘ ‘ll—z

—-1-2z -1 2 —1-2z
T = 3 =—2, Yy=———-=1, zeR.

6.4. Metoda eliminacji Gaussa

Przedstawiony ponizej sposéb rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych jest pewnym uproszcze-
niem algorytmu zwanego metoda eliminacji Gaussa. Metoda ta, niezwykle efektywna pod wzgledem
numerycznym (nie istnieje algorytm rozwiazywania ukladéw réwnan wymagajacy istotnie mniejszej
liczby dziatan niz metoda eliminacji Gaussa), polega na sprowadzeniu macierzy uzupelnionej odpo-
wiadajacej rozwiazywanemu ukladowi réwnan do uogdlnionej postaci tréjkatnej (nazywanej réwniez
postacia schodkowa). Aby osiagnaé ten efekt, na macierzy uzupelnionej wykonujemy dwa rodzaje
operacji:

e dodajemy do wybranego wiersza sumy pozostalych wierszy pomnozonych przez odpowiednio do-

brane state;

e zamieniamy kolejnos¢ wierszy.

Do uzyskanej w ten sposdb macierzy stosujemy twierdzenie Kroneckera—Capellego. Warto przypo-
mnieé¢ w tym miejscu, ze pierwsza z wymienionych powyzej operacji nie zmienia warto$ci wyznacz-
nika, druga moze zmieni¢ jedynie jego znak. W efekcie, metoda eliminacji Gaussa moze by¢ réowniez
stosowana do obliczania rzedu i wyznacznika macierzy oraz do wyznaczania macierzy odwrotnej. Idee
metody eliminacji Gaussa wyjasnimy na kilku przyktadach.

Przyktlad 6.7 (rozwigzywanie ukladu oznaczonego). Celem naszym jest rozwigzanie ukladu
rownar

2z4+y+z4+w=0

—x—2y—z+w=1

r+y—2z—3w=2

dr — 2y + 4w =2

(6.5)

Macierz uzupeiniona U rozwazZanego uktadu ma postaé

2 1 1 1
-1 -2 -1 1
1 1 -2 -3
4 -2 0 4

U:

NN = O

W pierwszym kroku metody eliminacji Gaussa wykorzystujemy pierwszy wiersz, nazywany wierszem
glownym dla pierwszego kroku. Postepujemy w sposéb nastepujgcy: do drugiego wiersza doda-
Jjemy pierwszy pommozZony priez %; do trzeciego pomnozony przez —%; do czwartego pomnozZony przez
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6.4. Metoda eliminacji Gaussa

—2. Liczbe 2 — pierwszy niezerowy element wiersza glownego nazywamy elementem gtéownym dla
pierwszego kroku. Otrzymujemy

2 1 1 1
-1 -2 -1 1

w)p — w1
1
Wz — w2 + 5W1

NN = O

11 -2 -3 T wg o wg — Lwy
4 -2 0 4 Wy — W4 — 2W1
2 1 1 10
0o =3 -1 3 1
— 8 %
0 53 -3 —3|?2
0 -4 -2 2 |2

W kolejnym kroku, wierszem glownym jest wiersz drugi nazywany wierszem gléownym dla drugiego
kroku; elementem glownym dla drugiego kroku jest —%. Postepujemy analogicznie jak w kroku pierw-
szym: do wiersza trzeciego dodajemy wiersz drugi pomnozony przez %; do wiersza czwartego pomnozony
przez —%. Otrzymujemy:

2 1 1 1 0 w1 — w1
0 —% —% % 1 . wy — W2
0 % —g —% 2 w3—>w3+lw2
0 —4 -2 2 2 w4—>w4—§w2
2 1 1 1 0
0 =3 1 3 1
2 2
“1o o —§ 3|z
0 0 -3 —2| -2

W ostatnim, trzecim kroku wierszem glownym jest wiersz trzeci — wiersz glowny dla kroku trze-

ctego; elementem glownym jest —%. Mnozgc trzeci wiersz przez —% 1 dodajgc do wiersza czwartego

otrzymujemy:

2 1 1 1 0 w, — w1
0 -3 1 3 1 wo — W2
2 2
0 0 —§ -3 % — w3 — w3 -
0 0 -5 =2 —% w4—>w—%w3 (6.6)
2 1 1 1 0 '
o -3 -1 3 1
- 0 § _g _23 7
3 5 35
0 O 0 -3 —3%

Uzyskana w ten sposob macierz schodkowa jest macierzq uzupelniong uktadu rownan posiadajgcego te
same rozwigzania, co wyjsciowy ukiad:

224+y+2z4+w=0

Z postact macierzy widaé rowniez, Ze uklad ten posiada dokladnie jedno rozwigzanie. Wyznaczamy je

rozwigzujgc otrzymany uktad rownan w kolejnosci od ostatniego réwnania do pierwszego. Uzyskujemy
kolejno:

w=1z2=-2y=1,2=0.
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6.4. Metoda eliminacji Gaussa

Warto zanotowaé, Ze operacje jakie wykonywalismy na macierzy wyjsciowego ukladu réwnan (6.5),
aby sprowadzié jo do postaci trdjkgtnej (6.6) nie zmienily jej wyznacznika. Poniewa? wyznacznik
macierzy trojkgtnej rowny jest iloczynowi wyrazéw z przekgtnej mamy

2 1 1 1 2 1 1 1
3 1 3
SLo=2 -l 0 =R g (3 (8) (5
1 1 -2 -3 0 0 -5 -3 2 3 4
4 -2 0 4 o0 o0 -2

Przyklad 6.8 (rozwigzywanie ukladu nieoznaczonego). Rozwazmy uklad réwnan

20+ 3y —42z=6

—4dx+22=0
20 —2z=4
Macierz uzupeiniona tego ukiadu ma postac
2 3 —416
U= -4 0 2 0
0 2 —-2|4

W pierwszym kroku metody eliminacji Gaussa do wiersza drugiego dodajemy wiersz pierwszy pomno-
zZony przez 2; wiersz trzeci natomiast przepisujemy bez zmian:

2 3 —4|6 w] — Wi 2 3 —4 6
-4 0 2 0 —= | wo — wo + 2wy — 0 6 —6 12
0 2 —-2| 4 w3 — W3 0 2 -2 4

W kroku drugim, do wiersza trzeciego dodajemy wiersz drugi pomnozony przez —% :

2 3 —4| 6 wy — wy 2 3 —4| 6
0 6 -6 12 | = | wy — wy -1 06 -6/ 12
0 2 —21| 4 w3 — w3 — Lws 00 0 0

3

latwo teraz stwierdzié, korzystajgc z twierdzenia Kroneckera — Capellego, zZe rozwazany ukiad réwnan
jest nieoznaczony (posiada nieskoriczenie wiele rozwigzan). Jest on réwnowazny ukladowi

20+ 3y —4z=6
6y —6z=12 ~’

ktorego rozwigzania, réwne rozwigzaniom wyjsciowego ukladu, majg postac
r=ty=2+42tz2=2t,

gdzie t € R jest dowolnym parametrem.

Przyklad 6.9 (rozwigzywanie ukladu sprzecznego). Rozwazmy uklad réwnan

or—2y—z=1
—2x4+2y—2z=2 |
—x—2y+5z=1

dla ktorego macierz uzupelniona U ma postaé

5 -2 —-1]1
U= -2 2 =212
-1 -2 5 1
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W pierwszym kroku metody eliminacji Gaussa do wiersza drugiego dodajemy wiersz pierwszy pomno-

zZony przez %; do wiersza trzeciego pomnozZony przez %:

5 —2 —1]1 w) — wy 5 -2 -1 |1
-2 2 2|2 |- w2—>w2+%w1 - o & -1 %
-1 -2 511 ws — w3 + 5w 0 -2 Z | ¢

W drugim kroku do wiersza trzeciego dodajemy wiersz drugi pomnozony przez 2:

5 -2 -1 | 1 wy — wy 5 -2 -1 1
o ¢ —? %2 — | wa — we -0 & 22} L
0o -2 2z |2 w3 — w3 + 2wy 00 0 |6

Na podstawie twierdzenia Kroneckera — Capellego stwierdzamy, Ze otrzymany uklad réwnan jest
sprzeczny. Oznacza to, Ze i wyjsciowy uklad réwnan nie posiada rozwigzan.



Rozdzial 7

Wartosci i wektory wtasne

Niech X bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia liniowa nad cialem F =R lub F = C. Niech
f + X — X bedzie endomorfizmem, tj. odwzorowaniem liniowym przeksztatajacym przestrzen
liniowa w nia sama.

Definicja 7.1. Skalar \ € F nazywamy wartoscig wtasng endomorfizmu f jezeli istnieje niezerowy
wektor v € X, taki Ze

f(v) = Av; (7.1)
wektor v nazywamy wektorem wlasnym odpowiadajgcym wartosci wlasnej .
Zachodzi nastepujace

Twierdzenie 7.1. Dla endomorfizmu f : X — X nastepujgce warunki sq rownowazne:

(a) A jest warto$cig wlasng f;

(b) ker (f — Aidx) # {0};
(c) det (Ay — AI) =0, gdzie Ay jest macierzq endomorfizmu f (w dowolnej bazie przestrzeni X ).

Niech teraz A = [a;;] € F"*" bedzie dowolna macierza, a X n-wymiarowg przestrzenig liniowa
o bazie eq,...,e,. Mozemy skonstruowaé¢ endomorfizm f : X — X, ktérego macierza w ustalonej
bazie ey, ..., ey, jest macierz A. Endomorfizm ten wystarczy zdefiniowaé na wektorach bazowych (co

z innymi wektorami?) w nastepujacy sposob:
n
f(ei):Zajiej (i:1,...,n).
j=1

Pojecia wartosci wtasnej oraz wektora wlasnego w sposéb naturalny przenosza sie wiec na macierze.

F’N/XTL

Definicja 7.2. Skalar A\ € F nazywamy wartoscia wlasnag macierzy A € jezeli istnieje wektor

v #£ 0, taki zZe
Av =

wektor v nazywamy wektorem wlasnym odpowiadajgcym wartosci wlasnej .

Zbiér wszystkich wartosci wlasnych macierzy A oznaczamy o (A) i nazywamy jej widmem.
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.
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Wartosci i wektory wtasne

Twierdzenie 7.2. Dla macierzy A € F™*" nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(a) A jest wartoscig wlasng A;
(b) uktad réwnan (A — X)v =0 ma niezerowe rozwigzanie;

(c) det (A—AI)=0.
Dla dowolnej macierzy A € F"*™ odwzorowanie
wa A — det (A— )

jest wielomianem stopnia n (éwiczenie), ktérego pierwiastkami sa wartosci wlasne macierzy A. Wie-
lomian ¢ 4 nazywamy wielomianem charakterystycznym macierzy A.

Uwaga 7.1. Jezeli elementy macierzy A € F™**™ nalezq do ciala T, kidre jest algebraicznie do-
mkniete (tzn. kazdy wielomian stopnia n o wspélczynnikach z ciala F ma n pierwiastkéw w ciele
F), to macierz A posiada n wartosci wlasnych (liczonych z krotnosciami). Jezeli natomiast elementy
macierzy sq elementami ciala, ktore nie jest algebraicznie domkniete (takim cialem jest na przyklad
cialo liczb rzeczywistych!), to macierz ta moze nie mie¢ wartosci wlasnych (zob. przyklad 7.4 ponizej).

Przypus$émy, ze A1,..., A\, € 0 (A) sa wartoSciami wlasnymi macierzy A € F"*". Wéwczas, wielo-
mian charakterystyczny ¢4 macierzy A mozemy zapisa¢ w postaci

AN = ap\" + an N+ N+ ag
=an(A=A1) (A= Ap).
Latwo wykazaé, ze a,, = (—1)" oraz, uwzgleniajac wzory Viete’a,
AMcooos Ay =ag=det A,
MA.o+ A= (=1D)"a,  =tr(A),

gdzie tr (A) = a11 + ... + ap, to $lad macierzy A.

Wtlasnos$ci widma macierzy (A € F"*"):

a) AEU(A),kEN#AkEJ(Ak);

b) A€o (A),detA#0=X"1eco(A);

c) A€o (A),acF=aleco(ad);

d) A€o (A) =X (A%); w szezegdlnosci: A € o (A) = A€o (AT).

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzsze wlasnosci.

Przyklad 7.1. Wyznaczymy wartosci oraz wektory wlasne macierzy

1 2 0
A= 0 2 0
-2 -2 -1
Poniewaz o4 (A) =det (A —AI) =—(1—=X)(2—=A) (1 + A), zatem macierz A ma trzy réine wartosci
wlasne: Ay = —1, o =1, A3 = 2. Dla kazZdej z nich wyznaczymy wektor wlasny:
o dla A\ = —1 mamy:
2 2 0 T 2z 4+ 2y 0
0 3 0 y | = 3y =10
-2 -2 0 z —2x — 2y 0

skad otrzymujemy (x,y, z) = (0,0,%), t € R; przykladowy wektor wltasny vy, = (0,0,1);
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7.1. Twierdzenie Cayleya-Hamiltona

e dla Ao =1 mamy:

0 2 0 T 2y 0
0 1 0 y | = Y =10
-2 -2 =2 z —2x — 2y — 2z 0

skqd otrzymujemy (x,y, z) = (t,0,—t), t € R; przykladowy wektor wlasny vy, = (1,0, —1);
o dla A3 = 2 mamy:

-1 2 0 T -+ 2y 0
0 0 0 y | = 0 =10
-2 -2 -3 z —2r — 2y — 3z 0

skqd otrzymujemy (z,y, z) = (2t,t,—2t), t € R; przykladowy wektor wlasny vy, = (2,1, -2).

7.1. Twierdzenie Cayleya-Hamiltona

Rozwazmy macierz kwadratowa A € C™*" oraz wielomian w postaci
w(s) =ams™ + ...+ a1s+ ap.
Mozemy wéwezas utworzy¢ macierz w (A) okreslona jako
w(A) =anA™ + ...+ a1A+ aply.

Definicja 7.3 (wielomian zerujacy). Jezeli w (A) = 0,, to wielomian w nazywamy wielomianem
zerujacym (wielomianem anulujgcym) macierzy A.

Pytanie jakie moze si¢ nasunaé jest nastepujace — czy dla kazdej macierzy istnieje wielomian
zerujacy? Odpowiedz jest zawarta w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 7.3 (Cayley—Hamilton). Wielomian charakterystyczny macierzy kwadratowej jest
jej wielomianem zerujgcym.

Przyktad 7.2 (odwracanie macierzy). Rozwaimy macierz A € R3*3 postaci

1 2 -1
A= -2 0 3
2 0 0
Jej wielomian charakterystyczny ma postaé
1-x 2 -1
oAM= =2 =X 3 |==X+A2-6r+12.
2 0 —A

Poniewaz ¢ (0) = 12 # 0 zatem macierz A jest nieosobliwa. Wyznaczymy teraz jej odwrotnosé. Na
podstawie twierdzenie Cayleya—Hamiltona mozemy napisac

—A% 4+ A% — 6A + 1215 = 03

lub réwnowaznie !
—A (A% - A+615) = Is.
12 ( + 3) 3
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7.2. Podprzestrzen wiasna

Oznacza to, na podstawie definicji macierzy odwrotnej, zZe

. . -5 2 5 1 2 -1 6 0 0
A*lzﬁ(/ﬁ—A—i—Glg):E 4 —4 2 - -2 0 3 +1 0 6 0
2 4 =2 2 0 0 0 0 6
0 0 6
1
0 4 4

7.2. Podprzestrzen wlasna

Niech A € F"*" oraz niech A € o (A). Zbiér
Vi={veF": Av = v}
sktada sie z 0 oraz wszystkich wektoréw wlasnych odpowiadajacych wartosci wtasnej A. Poniewaz
W={velF": (A-AX)v=0} =ker{v = (A— A\)v}

zatem zbiér ten — jako jadro endomorfizmu — jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni F”; jest to
tak zwana podprzestrzen wlasna macierzy A (ew. podprzestrzen wlasna endomorfizmu wyzna-
czonego przez macierz A) odpowiadajaca wartosci wlasnej \. Wymiar podprzestrzeni wlasnej V) to
tzw. krotno$¢ geometryczna warto$ci wlasnej \ — jest to liczba odpowiadajacych jej liniowo
niezaleznych wektoréw wilasnych macierzy A. Jak si¢ wkrétce okaze, krotnosé geometryczna wartosci
wlasnej A nigdy nie przekracza jej krotnosci algebraicznej, czyli krotnosci wartoéci wtasnej A jako
pierwiastka wielomianu charakterystycznego 4.

Przyktad 7.3. Poniewaz macierz z przykladu 7.1 ma trzy rézne wartosct wiasne, zatem mozemy dla
niej wyznaczyc trzy podprzestrzenie wlasne:

W\, = {(a:,y,z) ERgzx:y:O,z:t,tGR};

Vi, = {(a:,y,z) ER:zx=t,y=0,2=—t,te R};

Vs = {(w,y,z) eR3:x=2y=tz=-21t¢ R}.
Udowodnimy teraz twierdzenie, z ktérego wynika bardzo wazna wtlasnosé podprzestrzeni wlasnych
odpowiadajacych réznym wartosciom wlasnym.
FTLXTL

Twierdzenie 7.4. Roézinym warto$ciom wlasnym macierzy A €
wektory wlasne.

odpowiadajg lintowo niezaleine

Dowdd: Niech Aq,...,A; (k< n) beda réznymi wartoéciami wlasnymi macierzy A, a v; € V),
(1 =1,...,k) odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi. Nalezy wykaza¢ warunek
av+ ...+ =0=>a;=...=a; =0. (7.2)

Dowd6d poprowadzimy przez indukcje wzgledem k. Dla k = 1 teza zachodzi (wektor zerowy, mimo
ze nalezy do kazdej podprzestrzeni wlasnej, nie jest wektorem wlasnym). Zalézmy, ze teza zachodzi
dla dowolnych k£ — 1 wektoréw wlasnych odpowiadajacych réznym wartosciom wlasnym oraz, dla
dowodu nie wprost, przypu$émy, ze warunek (7.2) nie jest spelniony. Oznacza to, ze dla pewnego
ie{l,...,k}:

avy + ...+ agvp =0 oraz a; # 0.
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7.3. Diagonalizowalnos¢

Dla dowolnego r # ¢ mamy

O0=A-NI) (v +...+agvp) = (A= N+ ... +ap (A= NI) v =
=aq ()\1 - >\r) AT I e T | (>\r71 - )\7‘) Up—1+ Qpy1 (>\r+1 - >\r) Up41+
—|—...—i—ozk(>\k—)\,n)vk

skad, na podstawie zalozenia indukcyjnego, wynika, ze wszystkie wspolczynniki ayy, (A, — Ar) sa ze-
rami; w szczegblnosci «; (A\; — A\r) = 0. Poniewaz \; # A, zatem «; = 0, wbhrew zalozeniu. m

7.3. Diagonalizowalnosé

Niech f: X — X bedzie endomorfizmem.

Definicja 7.4. Endomorfizm f jest diagonalizowalny, jezeli istnieje baza przestrzeni X w ktorej
macierz tego endomorfizmu jest diagonalna.

Pojecie diagonalizowalno$ci mozna réwniez wprowadzi¢ w zbiorze macierzy. Zanim to zrobimy
wprowadzimy w zbiorze macierzy relacje podobienstwa.

Definicja 7.5. Niech A, B € F"*". Moéwimy, Ze macierz A jest podobna do macierzy B (ozn. A ~ B)
jezeli istnieje macierz nieosobliwa P € F™"*", taka ze

A=PBpP L (7.3)

Latwo wykazaé (¢éwiczenie), ze relacja podobienstwa macierzy jest relacja réwnowaznosci, tzn. jest:

e zwrotna, tj. A ~ A;
e symetryczna, tj. A~ B = B~ A;
e przechodnia, tj. A~ B,B~C= A~ C.
Przypuéémy teraz, ze A ~ B. Oznacza to, ze A = PBP~!, dla pewnej macierzy nieosobliwej P.
Mamy:

pa(A) =det(A—Al)=det (PBP' = \)=detP(B-X)P ' =
=det Pdet (B — M) det P~ = g ()\)

co oznacza, ze macierze podobne maja ten sam wielomian charakterystyczny; w konsekwencji
majg one réwniez identyczne wartosci wlasne.

Definicja 7.6. Macierz A € F™"*"™ jest macierzq diagonalizowalna, jezeli jest podobna do macierzy
diagonalnej.

Zanim podamy twierdzenie charakteryzujace macierze diagonalizowalne rozwazmy nastepujacy
przyktad.

Przyktad 7.4. Niech

1
Ay =13 = 0

0 11
0|, A,=1]0 1
00 1 0 0

—_ = =

Macierze te majg ten sam wielomian charakterystyczny

par (V) =04, (N) = (1 -2,
Poniewaz widma macierzy Ay oraz As sq jednoelementowe

o (A1) =0 (A2) = {1},
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7.3. Diagonalizowalnos¢

mozemy dla kazdej z nich wyznaczyc po jednej przestrzeni wlasne;.
Dla macierzy A1 mamy:
V)fi)lz{xeR3:x:x} = R3,

co oznacza, ze mozemy dla niej wybrac dokladnie trzy liniowo niezalezne wektory wlasne odpowiadajgce
jej jedynej wartosci wiasnej A = 1. Macierz A1 — jako macierz diagonalna — jest oczywiScie macierzg
diagonalizowalng.

Z kolei dla macierzy As mamy

V/\(i)l:{$€R3:A2x:x}:{$€R3:(AQ—I)x:O}:{(xl,O,O):xleR}.

Oznacza to, Ze dla macierzy Ao znajdziemy tylko jeden liniowo niezalezny wektor wlasny odpowiadajgcy
jej jedynej wartosci wiasnej A = 1. Ponadto, macierz As nie jest diagonalizowalna. Jedyng macierzg
diagonalng, do ktdrej macierz Ay moglaby byé podobna, jest macierz jednostkowa (macierze podobne
majq te same wartosci wlasne). Musialaby wiec istnie¢ macierz nieosobliwa P spelniajgca warunek

Ay = PI;P71 = I3,

ktory nie jest prawdziwy.

Mozliwoéé diagonalizacji macierzy A; oraz brak mozliwosci diagonalizacji macierzy Ao jest wy-
nikiem tego, ze dla macierzy A; mozemy wybraé¢ tyle liniowo niezaleznych wektoréw witasnych, ile
wynosi krotnoéé¢ jej wartosci wlasnej jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego; dla macierzy
Ag warunek ten nie jest spelniony.

Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 7.5. Macierz A € F™"*"™ jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy, gdy

(a) jej wielomian charakterystyczny ma n pierwiastkéw w ciele F (liczonych z krotnosciami);
(b) dla kazdej wartosci wlasnej macierzy A mozna wybraé tyle liniowo niezaleznych wektoréw wla-
snych, ile wynosi krotnosé tej wartosci wlasnej jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego.

Dowdéd: Przypusémy, ze macierz A jest diagonalizowalna. Oznacza to, ze istniejg macierz diagonalna
B = diag (b1,...,b,), b; € F oraz macierz nieosobliwa P € F"*" dla ktérych A = PBP~! lub
rownowaznie

AP = PB. (7.4)
Niech P = [p1,...,pn], gdzie p; € F" (i = 1,...,n). Poniewaz

AP = A[phvpn] = [Ap1>7Ap'rL]

oraz
PB = [pla"'vpn] dlag (blv"'vbn) = [blplv"'abnpn]a

zatem z warunku (7.4) otrzymujemy, ze
Api = bipi (’L == 1, e ,n) . (75)

Z warunku (7.5) wynika, ze wektory pi,...,py, sa liniowo niezaleznymi wektorami wlasnymi macierzy
A odpowiadajacymi wartosciom wlasnym by, ..., b,.

Przypusémy teraz, ze macierz A posiada n liniowo niezaleznych wektoréw wlasnych vq,...,v, € F"
odpowiadajacych wartoSciom wlasnym Ay,..., A, € F. Niech V' = [vy,...,v,] € F**". Macierz V jest
nieosobliwa (dlaczego?). Ponadto:

AV = Alvy, ... 0n) = [Ave, ..o Aoy = [Avr, ..o Aqop] = Vidiag (A, ..., A\,
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skad wynika, ze A = V diag (\1,...,\,) V! Macierz A jest wiec diagonalizowalna. m

Zanotujmy na koniec, ze twierdzenie 7.4, mimo ze sformulowane dla macierzy, pozostaje stuszne
rowniez dla dowolnego endomorfizmu f : X — X, gdzie X jest skonczenie wymiarows przestrze-
nig wektorowa nad cialem F. W szczegdlnosci, jezeli f jest endomorfizmem diagonalizowalnym to
istnieje baza przestrzeni X zlozona z wektorow wlasnych endomorfizmu f, przy ktorej macierz tego
endomorfizmu jest diagonalna.

Przyktad 7.5. Niech A € R?*? bedzie macierzq postaci

0 1
A= .
Poniewaz o (N) = A + 1, zatem macierz A nie ma rzeczywistych wartoéci wlasnych — nie jest
wiec diagonalizowalna w klasie macierzy R**2. Ta sama macierz traktowana jako element przestrzeni
C?*2 ma dwie réine wartosci wlasne \i = i, Ay = —i, ktérym odpowiadajg liniowo niezaleine wek-

tory wlasne réowne odpowiednio vy = (—i,1) oraz voa = (i,1). Z dowodu twierdzenia 7.4 wynika, Ze
A = Pdiag (i, —i) P~!, gdzie

P:[m,m]:[_li ”

1
1 } , zatem

R ER R )

. . . 71 _
Faktycznie, poniewaz P~ = 5 [

I
o

Pdiag (i, —i) P~ =



Rozdzial 8

Posta¢ Jordana macierzy

8.1. Macierz Jordana

Niech F = R lub F = C. Macierz J, () € F"*" postaci

A 1 0 -~ 0
0 X 1

Jr(A) = 0|
: AP N |
_() N §) |

nazywamy klatka Jordana stopnia r. Oczywiscie Jy (\) = [A].
Definicja 8.1. Macierz blokowg J € F™"*™ postaci

Jm (/\1)
an ()‘2)

Jnk ()‘k‘)

gdzie ni+. . .+n, = n oraz wszystkie niewypisane elementy macierzy J sq¢ zeramsi, nazywamy macierza
Jordana.

Skalary Ai,...,Ar tworzace przekatna macierzy J sa jej wartosciami wlasnymi. Zauwazmy réw-
niez, ze kazda macierz diagonalna jest macierza Jordana; wymiar kazdej klatki Jordana .J,,, tworzacej
przekatna tej macierzy jest réwny jeden, tj. J,, = [\;]. Oznacza to, ze kazda macierz diagonalizowalna
jest podobna do pewnej macierzy Jordana (zob. podrozdzial 7.3, str. 50). Prawdziwe jest réwniez
duzo ogdlniejsze

Twierdzenie 8.1. Niech A € C™*"™ bedzie dowolng macierzq. Istnieje wowczas macierz nieosobliwa
P e C™" taka ze

Jnl ()‘1)
PlAP = J = Iz (2) ) (8.1)

Jnk (/\k>
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8.1. Macierz Jordana

oraz ni + ...+ n, = n. Macierz Jordana J macierzy A jest wyznaczona w sposéb jednoznaczny z do-
kladnoscig do kolejnosci klatek Jordana, ktore tworzq przekging macierzy J. Ponadto, jezeli macierz
A € R™™ ma tylko rzeczywiste warto$ci wltasne to macierz P, ustalajgca podobienstwo A oraz J,
rowniez moze by¢ wybrana jako macierz o elementach rzeczywistych.

Przyktad 8.1. Niech
e 0
AE - [ 1 0 } )

dla € # 0. Poniewaz o (A;) = {0,e} zatem macierz A; jest diagonalizowalna. Latwo wykazaé, Ze

-1
10 ¢ 0 0 0 ¢ . -1
=[]0 2][TT] s

00
J pu—
=10 ?]
jest macierzq Jordana macierzy A., dla dowolnego € # 0. Jednak, jezelie — 0 to J. — [0y, , podczas
gdy macierzq Jordana macierzy Ag jest macierz

0 1
J= [ ol ] |
Uwaga 8.1. Macierz Jordana J wyznaczona dla macierzy A nie musi byé funkcjq cigglq elementéw

macierzy A. Oznacza to trudnosci z konstrukcjg numerycznie akceptowalnego algorytmu wyznaczania,
dla zadanej macierzy A, odpowiadajgcej jej macierzy Jordana.

Oznacza to, Ze macierz

8.1.1. Wtasnosci macierzy Jordana
Niech A € F™*" bedzie dowolng macierzg, a J € F**™ jej macierza Jordana.

Wtasnosé 1 Liczba k klatek Jordana tworzgcych macierz J jest rowna liczbie liniowo niezaleznych
wektorow wiasnych macierzy A.

Wtlasno$é 2 Liczba klatek Jordana odpowiadajgcych wartosci wiasnej A jest réwna wymiarowi prze-
strzeni wlasnej macierzy A odpowiadajgcej tej wartosci wlasnej (czyli liczbie liniowo niezaleznych
wektordw wlasnych odpowiadajgcych wartosci wlasnej A). Suma stopni wszystkich tych klatek réwna
jest krotnodci wartosci wltasnej A jako pierwiastka wielomianu charakterystycznego macierzy A.

Przyktad 8.2. Rozwaimy macierz A € R3*3 postaci
2 10
A=|0 2 0
111

Poniewaz

oa(N) =det (A—A)=—(A—1)(A—2)?
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8.1. Macierz Jordana

zatem macierz ma dwie warto$ci wiasne: A1 = 1, do = 2. Wyznaczmy wymiary przestrzeni wlasnych
odpowiadajgcych tym wartosciom wiasnym. Mamy:

dimV), =dim{ker(A—1I)} =3 —dim{Im (A — 1)}

(1 1 0
=3—rank [ 0 1 0 | =1,
|1 10
dim V), = dim {ker (A — 2[)} = 3 — dim {Im (A — 21)}
[0 1 0
=3—rank | O 0 O =1.
11 -1

Na podstawie wlasnosci 1, macierz Jordana macierzy A sklada sie z dwdch klatek Jordana (mozemy
wybraé tylko dwa liniowo niezaleine wektory wlasne). Na podstawie wlasnosci 2, wartosci wlasnej
A1 = 1 odpowiada jedna klatka Jordana stopnia 1, wartosci wlasnej Ao = 2 musi wiec odpowiadaé
jedna klatka Jordana stopnia 2. Macierz Jordana macierzy A ma wiec postac

J =

S O =

00
2 1
0 2

Przyktad 8.3. Rozwaimy macierz J € R¥*® postaci

2 1
J = 0 2 ’
3 1
0 3
3]

S O N
O N =
N = O

w ktorej wszystkie niewypisane elementy sq zerami. Macierz J jest macierzq Jordana. Posiada ona
dwie wartosci wlasne: A\ = 2, Ao = 3. Z wlasno$ci 2 wynika, Ze dla kazdej z nich mozna wybraé tylko
pod dwa liniowo niezaleine wektory wiasne.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze w celu wyznaczenia macierzy Jordana dowolnej macierzy A € F"*™

o znanych wartosciach wlasnych A1, ..., A\g, musimy umieé¢ znajdowaé liczbe N (m, \) klatek Jordana
stopnia m (1 < m < n) odpowiadajacych wartosci wlasnej A macierzy A. Aby wyznaczy¢ te liczbe,
zdefiniujmy ciag rx (A):

ri (A) = rank ((A - Af)k) , keN. (8.2)

Oczywiscie rg (A) = rank I = n. Zauwazmy ponadto, ze dla dowolnego k € N:

ker ((A - AI)’“) C ker ((A . )\I)k“) . (8.3)
Dzieje sie tak, gdyz dla = € ker ((A — )\I)k):
(A M)F e = (A — M) ((A —ADF 1‘) — (A—A)0 =0,

skad wynika, ze = € ker <(A - )\I)kﬂ) .
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8.1. Macierz Jordana

Z warunku (8.3) wynika natychmiast, ze
dmn@r(ua—Ank><<mnka(@4—xfﬁ+ﬂ;
tym samym
T, (A) = rank ((A — )\I)k) =n — dim ker ((A - )\I)k) >
> n — dim ker <(A — )\I)]H'l) = rank ((A — /\I)k+1> =11 (N).

Ciag ri (\) okreslony wzorem (8.2) jest wiec ciagiem nierosnacym. Oznacza to, ze od pewnego miejsca
ciag 1 (A) musi sie stabilizowaé (tzn. staje sie ciagiem stalym).

Wtasno$é 3 Liczba N (m, \) klatek Jordana stopnia m > 1 odpowiadajgcych wartosci wlasnej \ jest
rowna:

N (m,\) =rm_1(A) = 2rm (A) + 71 (A) . (8.4)

Aby zilustrowaé powyzsza wlasnosé rozwazmy nastepujacy przyklad.

Przyktad 8.4. Niech J € R3*® bedzie macierzq z przyktadu 8.3. Macierz J ma dwie wartosci wlasne:
Al =2, o = 3. Poniewaz

o dla )\1 =2:
[0 1 0 1
0 0 1
0 0 0

1 1
0 1
1]
"0 0 -
0 0 0
0 0 0

0 0
(J —2I)? = 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0
(J —2I)° = 0 0
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8.2. Rzeczywista macierz Jordana*

zatem ro (2) = 8,11 (2) = 6,72 (2) =4 orazri (2) =3 dla k > 3. Tym samym:

N(1,2) =8—-12+4=0,
N(2,2)=6—-8+3=1,
N@3,2)=4—-6+3=1,
N (k,2) =0, dlak >4
Oznacza to, Ze wartosci wlasnej Ay = 2 odpowiadajq dwie klatki Jordana: jedna stopnia 2 i jedna
stopnia 3.
e dla )\2 =3:
C 1 -
0o -1 1
0 0 -1
-1 1
J =3I = 0 1
0 1
0 0
0]
1 -2
2 _
(J=3I)" = 0 1
0 0
0 0
0]

zatem 1o (3) = 8,71 (3) =6 orazr (3) =5 dla k > 2. Tym samym:

N(1,3)=8—-12+5=1,
N(2,3)=6—10+5=1,
N (k,3)=0, dla k > 3.

Wartosci wlasnej Ao = 3 odpowiadajg wiec dwie klatki Jordana: jedna stopnia 1 i jedna stopnia 2.
Postac¢ macierzy J potwierdza uzyskane wyniki.

Pewna niedogodnoécia faktoryzacji (tj. rozktadu) Jordana A = PJP~! jest to, ze w przypadku
macierzy rzeczywistej posiadajacej nierzeczywiste wartosci wlasne jej macierz Jordana jest macierza
nierzeczywista. W wielu zagadnieniach praktycznych, oznacza to koniecznos¢ poszukiwania innego
rozkladu macierzy, nie tak prostego jak rozktad Jordana, ale prowadzacego do macierzy rzeczywistych.

8.2. Rzeczywista macierz Jordana*

Niech A € R™*™ oraz niech A i A bedzie para nierzeczywistych sprzezonych wartosci wlasnych
macierzy A. Poniewaz dla dowolnego k € N, zgodnie z (8.2),

7 (A) = rank (A — AI)* = rank (A- Xl)k =7, ()

zatem liczba N (m, A) klatek Jordana stopnia m odpowiadajacych wartoéci wilasnej A\ jest réwna
liczbie N (m, )\) klatek Jordana stopnia m odpowiadajacych wartoéci wtasnej A. Oznacza to, ze klatki
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8.2. Rzeczywista macierz Jordana*

Jordana J,, (A) oraz J,, (X), tworzace przekatng macierzy Jordana, muszg wystepowaé parami. Latwo
wykazaé, ze macierz

2mx2m
0 J.( €€
jest podobna do macierzy
D\ I 0
D ()‘) c (CQmXZm’ (85)
I
0 D ()

A0
gdzie D (\) = [ DY ] oraz I to macierz jednostkowa stopnia 2; macierzg P ustalajaca to podobien-

stwo jest stosownie wybrana macierz permutacji.

Przyktad 8.5. Rozwazmy macierz

0 J(})

[JQ(/\) 0 ]

o o O >
O O > =
o >o o
> o o

Niech L(Li’j) bedzie macierzqg powstalg z macierz jednostkowej I, przez zamiane miejscams kolumn o
indeksach i oraz j. Jest to tzw. macierz permutacji — pomnozenie dowolnej macierzy przez macierz

L(f’j) z prawej (z lewej) strony powoduje zamiane miejscami kolumn (wierszy) o indeksach i oraz j.

. —1 .
Wynika stqd, zZe (I,(f’j )> = I,(f’j )W rozwazanym przypadku mamy

<I§273)>_1 |: J20()\) JZO(/\) :| I4E273) -

_ o O O
O O O >
S O > =
o >o o
M=o o
OO O
O = O O
O O = O
_ o O O

O OO »x OO o

0
1
0
0
1
0
A
0

OO o O oo

o = o

Wracajac do rozwazan, zauwazmy, ze dla macierzy S postaci

—i i
=10 al

dla ktérej

przyjmujac A = a + ib, mamy

SD()\)S_leD(cH-z’b)S—l:;[_i —iHaﬂ'b 0 ][z 1]
-5
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[0

b
Przyjmujac oznaczenie C (a,b) = [ b a ], tatwo stwierdzié, ze macierz (8.5) jest podobna do

macierzy rzeczywistej

C (CL, b) IQ 0
Chn (a,b) = Cla,b) € Cmx2m, (8.6)
Iy
0 C (a,b)
macierza ustalajaca to podobienstwo jest macierz blokowa diag (S, ..., S).

Otrzymane wyniki podsumujemy w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 8.2. Dowolna macierz rzeczywista A € R™™ jest podobna do macierzy rzeczywistej

[ Jm (/\1)

Jreal = Jnk (Ak) (87)

le (a17 bl) ’

Cm, (ag,by) |

w ktorej A1, ..., A\, to rzeczywiste, a ay + iby,...,a; + ib; nierzeczywiste wartoéci wiasne macierzy A;
rzeczywiste macierze blokowe Jp, (N;) to klatki Jordana macierzy A wystepujgce w jej postaci Jordana,
bloki Cpy, (ai, b;) stopnia 2m; sq postaci (8.6); n1+ ... +ng+2(mi+...+my) =n.

Przyktad 8.6. Niech A € R%*® bedzie macierzq dla ktorej o (A) = {1,1 £} i takg ze
N(1,1+4)=N(1,1—i)=2.

Z rozwazan poprzedzajgcych twierdzenie wynika, zZe jezeli \ jest nierzeczywistq wartoscig wiasng macie-
rzy A to liczba N (m, \) réwna jest liczbie macierzy postaci (8.5) stopnia 2m tworzqcych rzeczywistq
macierz Jordana Jrea macierzy A. Tym samym, w rozwazanym przypadku macierze Jordana J oraz
Jreal Majg postac

1 0 0 0 0 1 0 0 0 O
0 1+72 O 0 0 0 1.1 0 0
J=10 0 1+¢ O 0 , Jrea=1]0 -1 1 0 0
0 0 0 1-¢ O 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1-3 0 0 0 -1 1

Przypuéémy teraz, Ze dla macierzy A € R® dla ktorej o (A) = {1,1+ i}, mamy
N(@2,14i)=N(21—1i)=1.

W tym przypadku macierze Jordana J oraz Jiea majg postaé

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 14+i 1 0 0 01 1 1 0
J=|0 0 1+i 0 0 |, Jew=|0 -11 0 1
0 0 0 1-i 1 00 0 1 1
0 0 0 0 1—i 0 0 0 -1 1



Rozdzial 9

Baza Jordana

Niech X bedzie n—wymiarowa przestrzenia wektorowa nad cialem F =R lub F = C. Rozwazmy
dowolny endomorfizm f : X — X. Wiemy, ze postaé¢ macierzy endomorfizmu zalezy od wyboru bazy
w przestrzeni X. Wiemy rowniez, ze jezeli endomorfizm f jest diagonalizowalny, to jego macierz w ba-
zie przestrzeni X zlozonej z jego n liniowo niezaleznych wektoréw wtasnych jest macierza diagonalna.
Poniewaz nie kazdy endomorfizm jest diagonalizowalny, zatem nasuwa sie pytanie o to, jak prosta
moze by¢ postaé¢ macierzy endomorfizmu niediagonalizowalnego. W szczegdlnosci, czy istnieje baza
przestrzeni wektorowej X, w ktorej macierz endomorfizmu f : X — X jest macierzg Jordana?

Przyktad 9.1. Rozwaimy macierz J € R*¥* postaci

A1 00

0 X 10
J_OO)\l’

0 0 0 A

gdzie A € R. Macierz J jest macierzg Jordana. Niech e1,ea,e3,e4 bedzie bazg 4—wymiarowej rzeczy-
wistej przestrzeni X oraz niech f : X — X bedzie endomorfizmem wyznaczonym przez macierz J.
Z postaci macierzy J otrzymujemy

f(e1) = Aey f(e1) = Aer

§E:2§ i 21 i ;\\22 ,  lub réwnowaznie ;E?; B iZQ i Zl
3) — €2 3 3) — 3 — €2

f (64) =e3+ Aey f (64) — Aeq = e3

Z rownan tych wynika, Ze ey jest wektorem wlasnym endomorfizmu f odpowiadajgcym wartosci wiasnej
A; pozostale wektory ea, es, eq spelniajg rownania

(f - )‘ld) <€k+1) =e, k=123

Powyzszy przyklad sugeruje sposoéb konstrukcji bazy przestrzeni wektorowej, w ktorej macierz
endomorfizmu jest macierza Jordana.
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9.1. Wektory gtéwne

9.1. Wektory gléwne

Przy zaltozeniach i oznaczeniach sformutowanych na poczatku rozdziatu, przypusémy ze A € F jest
wartoscia wlasng endomorfizmu f. Oznacza to, ze dla endomorfizmu f istnieje co najmniej jeden
wektor wlasny, ktéry na potrzeby tego rozdziatlu oznaczymy vg\l) i bedziemy nazywaé wektorem
gtéwnym rzedu 1 odpowiadajgcym wartosci wlasnej A. Wektory gltéwne rzedu k > 2 zdefiniujemy
. .. L . (k=1 . ) N .
indukcyjnie: przypusémy, ze vy € X jest wektorem gléwnym rzedu k—1 odpowiadajacym wartosci
wilasnej .

(k)

Definicja 9.1. Jezeli istnieje niezerowy wektor vy’ € X spelniajocy warunek
(f = Aidx) o = o{F D), (9.1)

to wektor ten nazywamy wektorem gléwnym rzedu k odpowiadajgcym wartosci wlasnej .

Powyzsza definicje mozna réwniez sformutowaé dla macierzy. Wektor wlasny ’Ug\l) € F" macierzy

A odpowiadajacy wartoéci wlasnej A\ nazywaé bedziemy wektorem glownym rzedu 1. Przypusémy, ze

vf\k_l) € F™ jest wektorem gléwnym rzedu k — 1 odpowiadajacym wartosci wtasnej A.

Definicja 9.2. JeZeli istnieje niezerowy wektor Ug\k) € F” bedgcy rozwigzaniem réwnania

(A=) = oY (9.2)

to wektor ten nazywamy wektorem gléwnym rzedu k odpowiadajgcym wartosci wlasnej A.

Przyktad 9.2. Rozwaimy macierz A € R3*3 postaci
210
A=1]10 2 0 |. (9.3)
111

Poniewaz a4 (\) = — (A — 1) (A — 2)? zatem macierz A ma dwie réine wartosci wlasne: A\, = 1 oraz
Ao = 2. Wyznaczymy dla tych wartosci wiasnych wektory glowne.

e Dla A\ = 1, rozwigzujgc réwnanie

110 x 0
010 y =10
110 2 0

otrzymujemy: x =y = 0,z € R; wektor gléwny rzedy 1 ma wiec postac vg\ll) =(0,0,t), t € R\ {0}.
Aby wyznaczyé wektory gtéwne rzedu 2 rozwazmy, dla ustalonego t # 0, réwnanie

1 10] = 0
010 y | =
110 2 t

Latwo stwierdzic, zZe réwnanie to nie posiada rozwigzan. Oznacza to, ze dla wartosci wlasnej A\ = 1
nie istniejqg wektory glowne rzedu k > 2.
o Dla Ao = 2, rozwigzujgc rownanie

01 0 x 0
00 0 yl=10
11 -1 2 0
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9.1. Wektory gtéwne

otrzymujemy: x = z,y = 0; wektor gléwny rzedy 1 ma wiec postaé U( ) = = (t,0,t), t € R\ {0}. Aby
wyznaczyé wektory glowne rzedu 2, rozwazmy, dla ustalonego t # 0, mwname

01 0 x t
00 0 y | =
11 -1 2 t

Jego rozwigzaniem jest x = z,y = t; wektor glowny rzedu 2 ma wiec postaé v§\2) = (r,t,r), r € R.

Zavwaimy, zZe postaé wektora v/(\2) zalezy od sposobu wyboru wektora vg\ ) Aby wyznaczyé wektory

gltowne rzedu 3, rozwaimy, dla ustalonych t € R\ {0}, r € R, réwnanie

01 O x r
00 O y =11
1 1 -1 z r

Latwo stwierdzié, Ze réwnanie to nie posiada rozwigzan, a tym samym nie istniejg dla wartosci
wlasnej Ao = 2 wektory glowne rzedu k > 3.

Podsumowujge, dla macierzy A postaci (9.3) udalo sie wyznaczyé trzy liniowo niezalezne wektory
gtowne: jeden odpowiadajgcy wartosci wiasnej A1 oraz dwa odpowiadajgce wartosci wlasnej \o. Przyj-
mujgc na przyklad t = r = 1, otrzymujemy

v = (0,0,1),
(1) =(1,0,1),
<2> = (1,1,1).

Ustalajgc w przestrzeni R? baze kanoniczng, macierz A okresla endomorfizm f : R3 — R3:

2 1 0 T
fx,y,2)= 0 2 0 y | =Qr+y2y,x+y+2),
111 2
Wyznaczone powyzej wektory vgl) , vél), (2) sq réwniez bazq przestrzeni R3, a zatem mozemy zapytad

o postaé¢ macierzy endomorfizmu f w tej wiadnie bazie. PoniewaZz
7 (40) = 7 0,0,1) = (0,0,1) = o + 00" + 005,
f (vé”) = £(1,0,1) = (2,0,2) = 0v{" + 20! + 00?,
f (v§2)) =f(1,1,1)=(3,2,3) = 0U§ )+ vgl) + 2U(2)

wigc macierz Ay endomorfizmu f w bazie ztozinej z wektoréw gléownych macierzy A ma postaé

1
Ar=10
0

O N O

0
1
2

Jest to macierz Jordana macierzy A, ktorg w zupelnie inny sposcb uzyskaliSmy w przykladzie 8.2.
1 @ (2 ..
» 4

Zawwazmy réwniez, e dla macierzy P € R3*3, ktorej kolumnami sq wektory v,y Uy

011
P=[of oo =10 0 1|,
111
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9.1. Wektory gtéwne

mamy
-1 0 1 210 011 1 00
PAP=| 1 -1 0 020 001|=]021]|=J
0 1 0 1 1 1 11 1 0 0 2
Macierz P jest wiec macierzq ustalajgcg podobienstwo miedzy macierzg A oraz jej macierzq Jordana.

Wtasnosci wektoréw gléwnych
Wtasnos$é 9.1. Dla kazdej wartoScit wlasnej istniejg wektory glowne rzedu co najmniej 1.
Wtasnoséé 9.2. Wektory gtowne odpowiadajgce réinym wartosciom wilasnym sq liniowo niezalezne.

Wtasnosé 9.3. Wektory glowne roznych rzedow odpowiadajgce tej samej wartosci wiasnej sq liniowo
niezalezne.

Wtiasno$é 9.4. Dla wartosci wlasnej X o krotnosci r (krotnosci jako pierwiastka wielomianu charak-
terystycznego) istnieje dokltadnie r liniowo niezaleznych wektoréw gléwnych; wsréd nich sq wszystkie
liniowo niezalezne wektory wilasne odpowiadajgce wartosci wlasnej .

7 powyzszych wtasnoéci wektorow gléwnych wynika, ze dla dowolnego endomorfizmu
f: X — X, ktéry posiada n warto$ci wlasnych (liczonych z krotnoSciami, n = dim X)
istnieje baza przestrzeni X zlozona z jego wektoréw gléwnych. Ponadto, z zaleznosci (9.1)
wynika, ze jezeli vg\l) jest wektorem gtéwnym rzedu i (i = 1,..., k) odpowiadajacym wartosci wlasnej
A endomorfizmu f, to

f (Uf\l)> = )\Ug\l),

£(2) =02+ 0,

f (vg\k)) = )\vg\k) + vg\k*l).

(1) (k)

Tym samym endomorfizm f zawezony do przestrzeni liniowej rozpigtej przez wektory vy 7, ..., v\" jest
rowniez endomorfizmem, tj.

I span{vf\l),...,vg\k)} Sx— f(x) € Span{vgl),...,vg’“)};

jego macierza w bazie vg\l), cees vf\k) jest klatka Jordana stopnia k£ odpowiadajaca wartosci wtasnej .

Oznacza to, ze macierz endomorfizmu f w bazie zlozonej z jego wektorow glownych jest macierza
Jordana. Baze te nazywamy baza Jordana przestrzeni X wzgledem endomorfizmu f.

Uwaga 9.1. Czasami macierz Jordana defniuje sie jako macierz blokowgq, ktérej bloki — klatki Jordana
to macierze kwadratowe, na przekgtnej z wartosciami wlasnymi i jedynkami pod przekgtng (a nie nad
przekgtna, jok w przyjetej przez nas definicji 8.1). Aby uzyskaé takg wlasnie klatke Jordana wystarczy
wektory gltowne ponumerowac tak, aby ostatni byl pierwszym, a pierwszy ostatnim, tj.

wg\i) = v/(\k_iﬂ), dlai=1,... k.
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9.2. Macierz przejscia

Poniewaz
() =1 (40) =l 9?4 of?

f (wf)) =f (v§k71)> = )\v/(\kfl) + vg\kﬂ) = )\u)g?) + wg\?’),

f (wf\k))‘: ; (vg\l)) — )\US) _ )\wgk)

zatem klatka Jordana ma w tym przypadku postac:

A 0 .- -0
1 X 0 :
JeN) =10 . . .0
0
| 0 0 1 A
9.2. Macierz przejscia
Niech X bedzie n—wymiarowa przestrzenia wektorowa nad cialem F. Niech e = (ey,...,e,) oraz
¢ = (é1,...,6n) beda dwiema bazami przestrzeni X. Kazdy wektor bazy é mozemy wyrazi¢ jako

kombinacje liniowa wektoréw bazy e:

€1 = p1ie1 +p21e2 + ...+ pnienp,
€2 = p12€1 + paoea + ... + ppaey,

€n = P1ne1 + Pan€2 + ... + Dnntn.

Otrzymang w ten spos6b macierz wspotczynnikéw P = [p;;] € F"*" nazywamy macierzg przejscia
ze starej bazy e do nowej bazy €. Zanotujmy, ze i—ta kolumne macierzy przejécia tworza wspdirzedne
i—tego wektora nowej bazy jako kombinacji liniowej wektoréw starej bazy. Macierz przejscia jest wiec
macierza endomorfizmu

idx :span{éi,...,é,} > x — = € span{ey,...,e,}.

Dowolny element z € X mozemy wyrazi¢ jako kombinacje liniowa elementow bazy e, jak réwniez
bazy €. Poszukamy teraz zaleznosci miedzy tymi reprezentacjami. Mamy

n n
x = E ajej oraz T = E Q€ . (9.4)
i=1 i=1

Wykorzystujac macierz przejécia mamy:

n n n n n
Tr = E ONéjéj = E dj E pijei = E pijONéj €;.
Jj=1 j=1 i=1 i=1 \ j=1

Stad oraz z postaci rozwiniecia wektora x wzgledem bazy e wynika zaleznos¢ miedzy wspdétrzednymi
wektora wzgledem starej oraz nowej bazy:

i P11 p12 - DPin o
a2 = p21 . DPaon a2 (9 5)
Qo Pl o Dnn Qp,
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9.3. Zmiana bazy, a posta¢ macierzy odwzorowania liniowego

Zaleznos¢ te mozemy ujaé krotko:
a = Pa, (9.6)

gdzie o (odpowiednio &) to wektor wspolrzednych x wzgledem starej (nowej) bazy, a P to macierz
przejscia z pierwszej bazy do drugiej. Zauwazmy réwniez, ze z réwnania (9.6) wynika:
&= P la,

co oznacza, ze macierza przejécia z bazy nowej to starej jest macierz P~
Przyktad 9.3. Rozwaimy w R? dwie bazy: starg e; = (1,2),es = (0,1) oraz nowg & = (1,1),
és = (—1,1). Wyznaczymy macierz przejscia z bazy starej do nowej. Mamy

ér = (1,1) = p11 (1,2) + p21 (0,1) = (p11, 2p11 + p21)

é2 = (=1,1) = p12 (1,2) + p22 (0,1) = (p12, 2p12 + p22)

skgd wynika, Ze: p11 = 1,p21 = —1,p12 = —1,p22 = 3. Macierz przejscia ma wiec postac:
1 -1
[ 7]

Niech teraz (2,1) bedzie wektorem wyrazonym w starej bazie. Wyznaczymy jego wspélrzedne w nowej

L AT R - )

Aby sprawdzié poprawnosé wyniku przedstawimy obydwa wektory w tej samej bazie kanonicznej k:

ki = (1,0), ks = (0,1):

(2,1)6 =2e;+e2=2(1,2)+(0,1) = (2,5),
7 3 7 3

(7/2,3/2); = g1 + Se2 = 5 (L) + 5 (-1,1) = (2,5);..

9.3. Zmiana bazy, a posta¢ macierzy odwzorowania liniowego

Na zakonczenie tego rozdzialu zbadamy jak zmienia si¢ macierz odwzorowania liniowego wraz ze
zmiang baz przestrzeni miedzy ktérymi to odwzorowanie jest okreslone.

Niech f : X — Y bedzie odwzorowaniem liniowym oraz niech dim X = n, dimY = m. Przyjmujac
w przestrzeni X baze e = (e1,...,e,), a w przestrzeni Y baze g = (g1, ..,9m), odwzorowanie f
reprezentowane jest przez macierz A € F™*™ .

y = Az. (9.7)

Ustalajac w przestrzeni X nowa baze € = (€1, ..., €,) mozemy wyznaczy¢ macierz przejscia z bazy e do
bazy €; oznaczmy ja przez P. Oczywiscie P € F"*". Podobnie, dokonujac zmiana bazy w przestrzeni
Yzgnag=(q,-..,Jm) mozemy wyznaczy¢ macierz przejscia @ € F"™*"™ z bazy g do g. Niech
Z (odpowiednio g) beda wspodlrzednymi wektoréw z (odp. y) w nowych bazach przestrzeni X i Y.
Otrzymujemy

xr =Pz oraz y=Qy.

Laczac powyzsze zaleznosci z réwnaniem (9.7) mamy
Qy = APz,
lub réwnowaznie

7=Q 'APz.
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9.3. Zmiana bazy, a posta¢ macierzy odwzorowania liniowego

Oznacza to, ze w nowych bazach przestrzeni X oraz Y odwzorowanie f reprezentowane jest przez
macierz Q 'AP. W szczegdlnosci, jezeli f : X — X jest endomorfizmem reprezentowanym
przez macierz A wyznaczona w bazie e¢ przestrzeni X, to macierza tego endomorfizmu
w bazie ¢ jest macierz P~'AP, gdzie P jest macierza przejécia z baze e do bazy é.

9.3.1. Baza zlozona z wektoré6w wlasnych

Rozwazmy endomorfizm f : F" — F" gdzie F = R lub F = C; przestrzenn wektorowa F" rozwa-
zamy nad cialem F. Przypu$émy, ze endomorfizm f jest diagonalizowalny. Oznacza to, ze istnieje
baza v przestrzeni F" zlozona z wektorow wtasnych endomorfizmu f. Niech A bedzie macierza tego
endomorfizmu w wybranej bazie przestrzeni F”. Z powyzszych rozwazan wynika, ze jezeli P jest
macierzg przejScia z wybranej bazy przestrzeni F" do bazy v, to w tej nowej bazie endomorfizm f

jest reprezentowany przez macierz diagonalna diag (A1,...,\,), gdzie \; jest wartoécia wlasna endo-
morfizmu f odpowiadajaca wektorowi wlasnemu v; (i = 1,...,n). Macierza ustalajaca podobienstwo
miedzy macierzami A oraz diag (A1, ..., A,) jest macierz P, tzn.

P71AP =diag(\1,..., \n).

Poniewaz i—ta kolumna macierzy P sa wspoélrzedne i—tego wektora bazy v wzgledem starej bazy
przestrzeni F", zatem wybierajac jako te stara baze baze kanoniczna, i—ta kolumna macierzy P sa
wspolrzedne i—tego wektora wlasnego endomorfizmu f, tzn. P = [vy,...,v,] (zob. przyklad 7.5).

9.3.2. Baza Jordana

Jezeli endomorfizm f : F" — F™ nie jest diagonalizowalny to nie istnieje baza przestrzeni F™
ztozona z jego wektorow wlasnych. Zawsze mozemy natomiast wyznaczy¢ baze przestrzeni F™ ztozong
z jego wektoréw gtéwnych. Oznaczmy te baze przez v. Wiemy, ze w bazie tej macierz endomorfizmu f
ma postaé Jordana. Jezeli A jest macierzg ednomorfizmu f w innej bazie, a P jest macierza przejscia
z tej bazy do bazy zlozonej z wektorow gtéwnych, to wéwczas

P7tAP = J,

gdzie J jest macierza Jordana endomorfizmu f. Wybierajac jako te stara baze baze kanoniczna, i—ta
kolumna macierzy P sa wspoélrzedne i—tego wektora gtéwnego endomorfizmu f (zob. przyklad 9.2).

Na zakoniczenie rozwazmy nastepujacy
Przyktad 9.4. Niech D : w3 — 73 bedzie endomorfizmem okreslonym wzorem
D(f)=1{"

Wybierajgc w przestrzeni w3 baze e1 = 1, eg = x, e3 = 22

. eq = 23, otrzymujemy:
D (61) = 0, D (62) = €1, D (63) = 262, D (64) = 363.

W bazie e, es, e3,eq4 przestrzeni w3 macierz A endomorfizmu D ma wiec postaé

0100
00 20
A70003
0000

Poniewaz pa (N) = A\ zatem \g = 0 jest jedyng wartoscig wlasng macierzy A (endomorfizmu D).
Poniewaz
dimker (A — X\ol) = dimker A =4 —rank A = 1,
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zatem dla macierzy A istnieje tylko jeden liniowo niezalezny wektor wlasny postaci (t,0,0,0). Macierz
A nie jest wiec diagonalizowalna. Wyznaczymy jej wektory gltowne. Dla ustalonego t # 0, mamy:

0100 x t
0020 y | |o
000 3 sl 7o’
0000]|]|w 0

skqd wynika: © = ry =t, z = w = 0, gdzie r € R. Tym samym v = (r,t,0,0) jest wektorem

gltownym rzedy 2. Podobnie, dla ustalonych t # 0 oraz r € R, mamy

01 00 T T
00 2 0 y | |t
0 0 0 3 z | |0’
0 0 0O w 0

skgd wynika: x = s,y =71,z = %t,w =0, gdzie s € R. Tym samym v® = (s,r 1 0) jest wektorem

DRG]
gltownym rzedy 3. Musimy wyznaczyé jeszcze wektor glowny rzedu 4. Mamy

0100 x s
00 20 y | | r
000 3 2 || At |
0 000 w 0

1

skqd wynika, Ze x = p,y = s,z = gr,w = %t, gdzie t # 0 oraz p,s,r € R. Ustalajgc p = s = 1,

r =2t =6 otrzymujemy cztery liniowo niezaleine wektory giéwne macierzy A

oM = (6,0,0,0),
v? = (2,6,0,0),
v®) =(1,2,3,0),
o™ =(1,1,1,1)

Y Y Y

Odpowiadajg one czterem wektorom gtéwnym endomorfizmu D:

vi(z) = 6, va(z) = 2+ 6z, v3(x) =1+ 2z + 322, v4(z) = 14z + 2% 4 2°.

Latwo stwierdzié, Ze macierz

6 2 1 1
— o0 @ @ @] = |V 6 21
P DA T A ) 00 3 1
00 01
jest macierzq przejscia z bazy ey, eq,e3,eq do bazy zloZonej z wektoréw glownych endomorfizmu D.
Faktycznie,
62117 'T0o100][6 211 0100
14| 0 6 21 00 20 06 21 (0010
PAP_OOSl 00 0 3 003 1| |[00O0°1
00 01 00 00 00 01 0000

Macierz Jordana J jest macierzg endomorfizmu D w bazie ztozonej z jego wektoréw gtéwnych.



Rozdzial 10

Formy kwadratowe

Rozwazmy rzeczywista macierz symetryczna A = AT € R?*",

Definicja 10.1. Funkcje h: R® — R postaci
h(z) =z Az (10.1)

nazywamy forma kwadratowa. Macierz symetryczng A wystepujgeq w powyzszym rownaniu nazy-
wamy macierzg formy kwadratowej h.

Uwaga 10.1. Zauwaimy, ze wyrazenie ! Az ma sens réwniez w przypadku dowolnej kwadratowej
macierzy niesymetrycznej. Okazuje sie jednak, ze forme kwadratowq zdefiniowang przez dowolng ma-
cierz niesymetryczng zawsze mozna rownowaznie zdefiniowac przez macierz symetryczng. Faktycznie,

T AT T _ AT
xTAx_xT<A+A A A)x_xTAJrA rA—A

> 2 A
ale
Aty (a7} e
zatem
2T Az = xTA—gATx,
Macierz A+TAT jest juz macierzq symetryczng.

Przyjmujac A = [aij]?jzl, wz6r (10.1) mozemy réwnowaznie wyrazi¢ w postaci

n o n
h (1'1, e ,.’Bn) = ZZaijxixj.

i=1j=1
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10.1. Okreslono$¢ formy kwadratowej

Przyktad 10.1. Odwzorowania
hi (x1, 2, x3) = —x2 + 23120 + 25 — 4T073

oraz
2 2
hg (:Ul, o, X3, $4) = —I + 2%1.@2 + Ty — 4x2$3

sq formami kwadratowymi o macierzach

o PR

A, =11 1 =2 oraz Ap, =
0 —2 o0 0 -2 0 O
0O 0 0 ©

Odwzorowania
g1 (x1,29) = :n% + 2119 + 22 Oraz  go (r1,22) = x% + x% +1

nie sq¢ formamsi kwadratowymi.

10.1. Okreslonosé formy kwadratowej
W klasie wszystkich form kwadratowych szczegdlna role odgrywaja formy okreslone.
Definicja 10.2. Forme kwadratowq h (z) = 7 Az nazywamy

e dodatnio okreslong, jezeli

2T Az >0, VeeR™ {0};

o ujemnie okreslong, jezeli
eT Az <0, Ve R™ {0};

e dodatnio polokreslong, jezeli
2T Az >0, VreRY

o ujemnie pélokreslonqg, jezeli
tT Az <0, VzeRY

o nieokreslong, jezeli nie zachodzi Zaden z powyzszych warunkéw.

Przyktad 10.2. Rozwazmy ponownie forme kwadratowq
hyi (z1, 2, x3) = —x? + 23129 + 25 — 4T03.

Poniewaz hq (1,0,0) = —1 oraz hy (0,1,0) = 1, zatem forma kwadratowa hy jest nieokreslona. Forma
kwadratowa
h(x1,x2) = 22 + 223

jest dodatnio okreslona; z kolei forma
g (I‘l,l‘g,l’g) = Jj% + 21‘%

jest pétokreslona dodatnio (dlaczego?).
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10.2. Metody badania okreslonosci formy kwadratowe;j

10.2. Metody badania okreslonosci formy kwadratowej

Ponizej przedstawione zostana (bez dowodéw) najczesciej stosowane metody badania okreslonosci
form kwadratowych.

10.2.1. Kryterium Sylvestera
Twierdzenie 10.1. Forma kwadratowa h (v) = 27 Az, gdzie A = AT € R™ " jest:

— dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory wiodgce macierzy A sq dodatnie:

aip - a1y

air -0 a1

Przyktad 10.3. Dla formy kwadratowej

h(x1,x,23) = Bm% + 22129 + a:% — 2x123 + 237?),

mamy:
3 1 -1 1
h(ml,xg,:cg) = [xl T2 1'3] 1 1 0 T2
-1 0 2 T3
Poniewaz
3 1 1 -1
D =3>0, DQZ‘l 1‘:2>0, Dy=| 1 1 0 |=3>0,
-1 0 2

zatem forma kwadratowa h jest dodatnio okreslona.

Warto zwrécié uwage na fakt, ze z warunkéw D; > 0 (j = 1,...,n) nie wynika dodatnia pétokre-
$lonoéé formy kwadratowej h (z) = 27 Az.

Przyktad 10.4. Dla formy kwadratowej

h(z1,72) = 1 2] {8 Y ] [2 } = a2

mamy D1 > 0 oraz Do > 0, podczas gdy forma kwadratowa h jest ujemnie pétokreslona.

Twierdzenie 10.2. Forma kwadratowa h (z) = x7 Az, gdzie A = AT € R™", jest:

— dodatnio pétokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory gléwne macierzy A sq nieujemne,
tj.

Agqidq Ao e ail’ip
iy Qigig Qg

20,
a’ipil a’ipiz Tt aipip

dlal<ip <...<ip<n, 1 <p<n;
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10.2. Metody badania okreslonosci formy kwadratowe;j

— ujemmnie potokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy

Aj1i;  Agrig " ailip
(_1)p Qigiy  Qigiy  ** Qigiy >0,
Qipiy  Qigip " Qiyiy
dlal1<ip<...<ip<n, 1<p<n.
Przyktad 10.5. Dla formy kwadratowej
-1 -1 1 1
h(xy,xe,x3) = —x% — 2x129 + 22129 — 23:% — 23:% =[x1 x2 x3) | -1 -2 0 9
1 0 -2 T3
mamy
e trzy minory glowne stopnia jeden: a1 = —1, asg = —2, azz = —2;
o trzy minory giéwne stopnia dwa:
-1 -1 -2 0 1 1
‘ o )_1>o, ' 20 ’_4>0, ’ R ‘_1>0,
e jeden minor glowny stopnia trzy:
-1 -1 1
-1 -2 0 |=0.
1 0 =2

Z twierdzenia 11.2 wynika, Ze forma kwadratowa h jest ujemnie potokreslona.

10.2.2. Kryterium wartosci wlasnych

Mozna udowodnié, ze rzeczywista macierz symetryczna A ma rzeczywiste wartoéci wiasne. Niech
v = (v,...,v,)T bedzie wektorem wlasnym macierzy A odpowiadajacym jej wartoéci wlasnej \ (A)
oraz przypuéémy, ze forma kwadratowa h (z) = 27 Az jest dodatnio okreslona. Wéwczas

0<vlAv=2v"A(A)v=X(A)vTv=\(A) ng, (10.2)
i=1

a stad A (A) > 0. Oznacza to, ze jezeli forma kwadratowa jest dodatnio okreslona to jej macierz ma
dodatnie wartoéci wiasne. Latwo o podobne zaleznosci dla form okreslonych ujemnie oraz pétokreslo-
nych.

Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 10.3. Niech Ay (A), ...,  \, (A) bedg wartoéciami wlasnymi macierzy A = AT € R™¥",
Wowczas forma kwadratowa h (z) = 7 Az jest

— dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy
Ai(A)>0 (i=1,...,n);
— ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy

ANi(A) <0 (i=1,...,n);
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10.2. Metody badania okreslonosci formy kwadratowe;j

— dodatnio polokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy
Mi(A) =20 (i=1,...,n);
— ujemnie potokreslona wtedy + tylko wtedy, gdy
Ni(A) <0 (i=1,...,n).
Przyktad 10.6. Rozwazimy forme kwadratowq h z przykiadu 11.5:

-1 -1 1 1
h($1,$2,1‘3) = [.7}1 T2 .7}3] -1 -2 0 X9 . (10.3)
1 0 -2 T3

Jej macierz ma trzy rzeczywiste wartosci wlasne A\1 = —3, Ao = =2, A3 = 0. Z twierdzenia 11.3
wynika, zZe forma kwadratowa (10.3) jest ujemnie pélokreslona.

10.2.3. Sprowadzenie do postaci kanonicznej (metoda Lagrange’a)
Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 10.4. Dia kazdej macierzy symetrycznej A € R™ ™ istnieje macierz nieosobliwa P €
R™ " dla ktorej macierz PT AP jest diagonalna. Innymi stowy, dla kazdej formy kwadratowej

h(z) =z Ax

istnieje nieosobliwe przeksztalcenie liniowe x = Py, dla ktorego forma kwadratowa h (Py) = y* PT APy
przyjmuje postac kanoniczng, tj.
h(Py)=cyi+... + cnyg, (10.4)

dla pewnych skalaréw c1,...,c, € R.
Zauwazmy, ze forma kwadratowa zapisana w postaci kanonicznej (10.4) jest:

dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; >0 (i =1,...,n);
ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; <0 (i =1,...,n);
dodatnio pélokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; >0 (i =1,...,n);
ujemnie polokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; <0 (i=1,...,n).

Metoda Lagrange’a Forme kwadratowsg

h(z) =zl Az = Zn:iaijwixj

i=1j=1
mozemy zapisa¢ w postaci
h(z,...,xy) = allx% + (1221'% + ..+ annx% + 2 (a12z122 + a132123 + ... + Ap—1 nTp—1Tn) -
Rozwazmy trzy przypadki:
e «a;; =0 dla wszystkich 4,5 € {1,...,n}. Wowczas h (z) = 0, tzn. forma kwadratowa jest jednocze-

$nie ujemnie oraz dodatnio pétokreslona;
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10.2. Metody badania okreslonosci formy kwadratowe;j

a;; = 0 dla wszystkich ¢ € {1,...,n} oraz istnieja indeksy k, [ dla ktérych ag; # 0. Niech ey oraz ¢
beda odpowiednio k-tym oraz I-tym wektorem bazy kanonicznej przestrzeni R”™. Niech v = e; +¢;
oraz v~ = e — €;. Wowczas

n n
_ +,,+
=D aivivf = 2ay

i=1j=1

n o on
= E E aijvi_vj_:—Qakl

i=1j=1

skad wynika, ze w rozwazanym przypadku forma kwadratowa h jest nieokreslona;
a;; # 0 dla pewnego indeksu i; bez straty ogdlno$ci mozemy przyjaé, ze i = 1. Wowcezas

h(xi,...,zy) = anxl + 2x12a1jx3 + ZZawxﬁ]

1=275=2
= a1 xl + 23:12—:1:] + Zzaw%%
1=275=2
2
n a1 ay; n o n
=ai1 | r1 + Z—ij — all foj + ZZaijxmj.
— a1 — a1l ——
Jj=2 j=2 1=2j=2
Do formy kwadratowej h mozemy teraz zastosowa¢ zamiane zmiennych:
( n
y1—$1+22ﬁ xlzyl—ZZii%
j=2
Y2 = 2 lub réwnowaznie T2 = Y2 (10.5)
Y3 = T3 T3 = Y3
Yn = Tn Tn = Yn
Roéwnania (10.5) okreslaja nieosobliwe przeksztalcenie liniowe postaci x = Py, gdzie
_a2 _ai3 ., _da
ait ait a1
p_ 0 1 o - 0
0 0 e 0 1
W wyniku zamiany zmiennych (10.5) otrzymujemy
h(z) =h(Py) = anyi +h(y2, - ),
gdzie h jest formg kwadratowa zmiennych ysa, . . ., yn, do ktérej ponownie stosujemy przedstawione

rozumowanie rugujac systematycznie kolejne zmienne i sprowadzajac ja do postaci kanonicznej
(lub wczesniej stwierdzajac jej nieokreslonosc).
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Przyktad 10.7. Rozwazmy forme kwadratowq
_ 2 2
h (1,2, 23) = —x7 + 22122 + 15 — dX2X3.
Stosujgc opisang powyzej metode Lagrange’a sprowadzimy jg do postaci kanonicznej. Mamy:

h(x1,x9,x3) = —x% + 2x129 + x% — 4x9x3
— (:L'% — 2:1711‘2) + :Ug — 4x9x3
T — x2)2 + 230% — 4x9x3
x2)2 +2 (m% — 22073 + x%) — 29:§

— 29)? + 2 (zg — x3)* — 222,

= (
:—(ml
_(-731

Rozwazana forma kwadratowa jest wiec nieokreslona. Zauwazmy ponadto, zZe dokonujgc zamiany
zmiennych

x9g —x3=1y2  lub réownowaznie T2 =Y2+Y3 )

ktora jest przeksztatceniem liniowym x = Py o macierzy P postaci

111
P=|011/[,
00 1
otrzymujemy
-1 1 0 T
h(iL‘l,ZCQ,xg) = [.1‘1 T2 $3] 1 1 —2 X9
0 -2 0 I3
11 17°-11 o0 1117w
=[yiy2ys] | O 1 1 1 1 -2 011 s
0 0 1 0 -2 0 001 U3
_—1 0 0 ] Y1
=yl | 0 2 0 y2 | = —ui +2y5 — 243
L 0 0 —2_ Y3

Jest to postaé kanoniczna rozwazanej formy kwadratowej (cy = —1, co =2, c3 = —2).



Rozdzial 11

Przestrzenie unitarne

Niech X bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa.
Definicja 11.1 (iloczyn skalarny). Funkcje s: X x X — R spelniajgcqg warunki:

(a) Va,B e R, Va,y,z € X :
s(ax + By, z) = as(z,2) + Bs (y,2);

(b) Vz,y € X :
s(z,y) =s(y,x);

(c) Vo e X :
s(z,z) 20 oraz s(z,x)=0<2x=0

nazywamy iloczynem skalarnym. Pare (X, s) nazywamy przestrzenia unitarna.
Tloczyn skalarny wektoréw x,y bedziemy réwniez oznaczaé jako (x,y) lub z o y.

Przyktad 11.1. Odwzorowanie
n
(xla'”vxn)o(ylv"')yn):Z‘rkyk (111)
k=1

to naturalny iloczyn skalarny w R™.

Przyktad 11.2. Odwzorowanie ,
s(f.0) = [ f@gta)ds
jest iloczynem skalarnym w przestrzeni Lo (a,b) tzw. funkcji calkowalnych z kwadratem, tj.
b
Lo (a,b) = {f :(a,b) - R :/a () dx < +oo}.

Przyktad 11.3. Odwzorowanie
s(A,B) =tr (ATB)

jest iloczynem skalarnym w przestrzeni R™*™,
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11.1. Norma okre$lona przez iloczyn skalarny

11.1. Norma okreslona przez iloczyn skalarny
Niech X bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa.
Definicja 11.2 (norma). Funkcje ||| : X — R spelniajacqg warunki

(a) Vx e X :
||| >0 oraz |z]| =0« z=0;

(b) Vz € X,V e R :

loz]} = |af - [|l]

(c) Vo,ye X :
lz +yll < [zl + [yl

nazywamy norma. Pare (X, ||-||) nazywamy przestrzenia unormowana.

Warunki wystepujace w powyzszej definicji to naturalne wymagania stawiane przed funkcja mie-
rzacg dlugosé wektordw.

Przykltad 11.4. KaZda z poniiszych par (X, ||-||) jest przestrzeniq unormowang:
a) X =R" z normg
1@,y wn) | = yfaf + -+ 23

b) X = Clqy z norma
If1l = max{[f (z)] : x € [a,b]};

c) X =R"™™ z normg

1Al = \/max {|A] : A € o (AT A)}.

Wykazemy teraz, ze jezeli w rzeczywistej przestrzeni liniowej X zdefiniowano iloczyn skalarny s to
funkcja |||, : X — R okreslona wzorem

2]l = /s (z, x) (11.2)

jest norma w X.

Zauwazmy na poczatek, ze na podstawie warunku (c) definicji 10.1, funkeja ||-||, jest dobrze okre-
Slona — wartosci s (z,x) sa nieujemne; ten sam warunek gwarantuje réwniez, ze punkt (a) definicji
10.2 jest spelniony. Poniewaz

laz||, = /s (ax, ax) = Vas (z,az) = \/as (az, ) = /a5 (z, )
= lalV/s(z,2) = laf - |[=]]

zatem punkt (b) réwniez zachodzi. Zanim uzasadnimy punkt (c), wykazemy nastepujace

Twierdzenie 11.1 (nieréwno$é Schwarza). Dla dowolnych wektoréw x,y rzeczywistej przestrzeni
lintowej wyposazonej w tloczyn skalarny s zachodzi

s (z, 9)| < llzlls - llylls - (11.3)
Dowdéd: Dla dowolnych ustalonych wektoréw z, y rozwazmy funkcje

o) =s(z+ty,x +ty)
zmiennej t € R. Bez straty ogdlnoéci mozemy zaltozy¢, ze y # 0. Z warunku (c) definicji 10.1 wynika,

ze

e(t) >0, dlateR. (11.4)
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11.2. Ortogonalno$é

Poniewaz
o (t) =t%s (y,y) + 2ts (z,y) + s (z,z)

zatem ¢ jest funkcja kwadratowa, ktéra — wobec warunku (11.4) — ma niedodatni wyréznik, tj.
A =45 (z,y) — 4s (x,2) s (y,y) <0,
lub réwnowaznie

s* (z,y) <s(z,2)s(y,y) .-

Stad wynika zalezno$¢ (11.3). m
Dla dowolnych z,y € X mamy wiec

lz+yl2=s(x+y.z+y) =s(x,z)+2s(2,y) +5(Y,y) <

<s(x,x) +2v/s(z,2) s (y,y) + s (y,y) =
= (V@) +vswm) = (lal, + ol

Oznacza to, ze wzér (11.2) definiuje norme w dowolnej przestrzeni unitarnej.

11.2. Ortogonalnosé

7 nierownosci Schwarza wynika, ze dla niezerowych wektoréw x,y rzeczywistej przestrzeni X:

s(x,y)
~ ~ .
zlls - Nyl

Wiynika stad, ze iloraz s (x,y) / (||z]|, - ||y||,) jest kosinusem &cisle okreslonego kata £ (z,y):

cos £ (z,y) = _s@y) £ (z,y) € [0,7].

el Tl

Na podstawie definicji przyjmujemy, ze jest to kat miedzy wektorami z oraz y. Mamy wiec

s(z,y) = llzlls - lylls - cos £ (x,y) .
Definicja 11.3. Dwa wektory nazywamy ortogonalnymi, jezeli ich iloczyn skalarny jest rowny zero.

Wektor zerowy jest jedynym wektorem prostopadlym do kazdego wektora (réwniez do siebie sa-
mego).

Przyktad 11.5. Rozwazmy przestrzen R® z naturalnym iloczynem skalarnym (zob. przyktad 10.1).
Dla wektoréw vy = (1, V3, O) ,ua = (0,1,0) mamy

5 (v1, vo) 1-0+v3-14+0-0 /3
cosp = = =,

loills - flo2lly, — VIF3-V1 2

Tym samym £ (v1,v2) = @ = §.

Przykltad 11.6. W przestrzeni m,(R) definiujemy funkcje:
1
s1(f.9) = [ f@)g @)

s2(£,9) =2 W (=1)g® (-1).
k=0
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11.3. Ortogonalizacja Grama—-Schmidta

Przestrzenie (m,(R),s1) oraz (m,(R), s2) sq przestrzeniami unitarnymi. Niech f(x) = 2x + 1 oraz
g(x) =32% - 32+ 1. Wowczas

1 1
sl(f,g):/l(Zx—I—l)(3x2—3x+1)da::/16m3—3x2—x—|—1d$:()

s2(f,9)=f(-D)g(-1)+f(-1)g (-1)+ f"(-1)¢" (-1) = —25.

Oznacza to, Ze rozwazane wielomiany sq ortogonalne w przestrzeni (my(R), s1), natomiast nie sq¢ or-
togonalne w przestrzeni (m,(R), s2).

11.3. Ortogonalizacja Grama—Schmidta

Rozwazmy ciag v1,...,v, wektoréw rzeczywistej przestrzeni liniowej X wyposazonej w iloczyn
skalarny s. Jezeli
v; Lo; dla i# 7,

to méwimy, ze ciag vi, ..., v, jest ciggiem wektoréw ortogonalnych. Jezeli dodatkowo ||v;||, = 1
(1=1,...,n), to ciag ten nazywamy ciggiem ortonormalnym.

Przypusémy, ze wektory vy, ..., v, stanowia baze przestrzeni X. Podamy teraz algorytm modyfi-
kujacy te baze w taki sposob, ze nowo otrzymana baza 91, ..., 7, jest baza ortonormalng przestrzeni
X.

Twierdzenie 11.2 (algorytm Grama—Schmidta). Niech cigg vy, ..., v, stanowi baze rzeczywistej
przestrzeni X wyposazonej w iloczyn skalarny s. Wowczas cigg wektorow vy, ..., 0, okreslonych wzo-
ramsi

. vr . Vg — Sk Ls (vg, 52) B

Jor][ Uk — S8 (g, 1) U

k=2,....n

s

jest taki, ze:

a) dla kazdego k € {1,...,n} : span{vy,...,vp} =span{01,...,0%};
b) cigg ¥1,...,0, jest bazq ortonormalng przestrzeni X .

Dowdéd: Dowdd poprowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 twierdzenie jest prawdziwe, tj.

|01]]; = 1 oraz span {v1 } = span {?; }. Przypusémy wiec, ze uktad o1, ..., 0,_; jest baza ortonormalna
przestrzeni span {vy,...,vp_1}. Niech v = v — Zf;lls (vk, 0;) v;. Wykazemy teraz, ze wektor v jest
ortogonalny do wektoréw v1,...,0,_1. Mamy dla j =1,...,k —1:

s(v,05) = s (’Uk — s (o, ) ’51‘7%‘) = 5 (08, Tj) — 24y s (g, T) s (B3, )
= 5 (vk, U5) — s (vk, U;) = 0.

Zauwazmy ponadto, ze v # 0. W przeciwnym przypadku mieliby$my

vk € span{01,...,0k_1} =span{vy, ..., Vk_1}
wbrew liniowej niezaleznoéci wektoréw vy, ..., v,. Mozemy wiec przyjac
k—1 N
e Y Uk — D i1 8 (Vk, U) U
k= =
v k—1 ~\ ~
Wl floe = 82 (o, 50)
S
Tym samym wektory 01, ..., 0 tworza uktad wektoréw ortonormalnych oraz rozpinaja te samg prze-
strzen co wektory vi,...,vp. ®
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11.4. Rzut prostopadty na podprzestrzen liniowa

Przyktad 11.7. Niech X = {(z,y,z,w) €R* 12+ 2y + 32+ w=0,2+y+2=0}. Latwo stwier-
dzié, ze
X = {(_y_zayaZ,_y_Qz):y,Z GR}

Jest to wiec podprzestrzen liniowa przestrzeni R*, a poniewas
(_y — %Y,z 7Y — 22) =Y (_17 17 07 _1) +z (_17 07 17 _2)

zatem jej bazq sq wektory ey = (—1,1,0,—1),e2 = (—1,0,1,—2). Wyznaczymy baze ortonormalng
przestrzeni X w sensie naturalnego iloczynu skalarnego indukowanego z przestrzeni R*. Z twierdze-
nia 11.2 wynika, Ze szukana baza €1,€y moze byé wyznaczona ze wzorow

€1 - €9 — (62 (e] él) él

é = — =

€9 — — .
e’ |e2 — (e2 0 &1) é1|

Poniewaz |le1|| = \/e1 0 e1 = V3, zatem & = @ (=1,1,0,—1). Podobnie, poniewaz
3 3
es— (ex0é1)ér = (—1,0,1,-2) — ((—1,0, 1,-2)o ‘3[ (—1,1,0, —1)> \3[ (=1,1,0,-1) =

= (_1707 17 _2) - (_1> 1707 _1) = (07 _17 1> _1)

wiec
—1,1,-1
. \/(07_1’(3:_1)707(0’)_171’_1) . {f (0,~1,1,-1).
Wektory
= \gg (-1,1,0,-1), €2 = \f (0,-1,1,-1)

sq bazg ortonormalng przestrzeni X.

11.4. Rzut prostopadly na podprzestrzen liniowg

Niech V' bedzie n-wymiarowa podprzestrzenia liniowa rzeczywistej przestrzeni unitarnej (X, s).
Rozwazmy dowolny wektor u € X\V.

Definicja 11.4 (rzut ortogonalny). Wektor u* € V' spelniajacy warunek
YVoeV: wu—u" Lo (11.5)

nazywamy rzutem ortogonalnym wektora u na podprzestrzen V.

0° > "

Wykres 3. Rzut ortogonalny wektora u na podprzestrzen liniowa V.
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Przypu$émy, ze wektory ui,...,u, sa baza podprzestrzeni V. Warunek (11.5) réwnowazny jest
woéwcezas warunkowi
u—u Lu (i=1,...,n). (11.6)

Poniewaz u* € V zatem istnieja skalary o; € R (i = 1,...,n) dla ktérych
ut=aojur + ..+ oy,

Aby wyznaczy¢ rzut ortogonalny u* wektora u wystarczy wiec wyznaczy¢ jego wspélrzedne of, ..., o,
wzgledem dowolnej bazy przestrzeni V. Zaleznosé (11.6) oznacza, ze dlai =1,...,n:

0=s(u—uu) =s(u—> p_j0qup,u) =s(u,u) — > p_qyops (ug, ui),

lub réwnowaznie
> oh18 (uisup) af = s (u,u;) .

Szukane wartosci af, ..., o), sa wiec rozwigzaniem ukladu réwnan liniowych
s(uy,up) -+ s(ur,up) fo%) s (u,uy)
= : . (11.7)
S (up,u1) - 8 (Un,up) al s (u, up)

Macierz G' = [s (u;, u;)] tego ukladu — tzw. macierz Grama — posiada wiele waznych i interesujacych
wlasnosci. Mozna na przyklad pokazaé, ze jej wyznacznik jest rézny od zera wtedy i tylko wtedy, gdy
wektory up,...,u, sa liniowo niezalezne (zob. zestaw 12, zad. 5). Postaé¢ macierzy G zalezy od
wyboru bazy przestrzeni V. W przypadku, gdy baza ui,...,u, jest baza ortonormalna, macierz G
jest macierza jednostkowa, a rozwiazaniem ukladu (11.7) sa skalary

af =s(u,u;), (i=1,...,n).

Wynika stad nastepujace

Twierdzenie 11.3. Niech uy,...,u, bedzie bazg ortonormalng podprzestrzeni V' przestrzeni liniowej
X wyposazonej w iloczyn skalarny s. Dla dowolnego wektora uw € X istnieje dokladnie jeden wektor
u* €V bedgcy rzutem ortogonalnym wektora u na podprzestrzen V. Wektor ten okreslony jest wzorem:

n

ut = Zs (w, ui) u;. (11.8)

=1

Przykltad 11.8. Wyznaczymy rzut ortogonalny wektora uw = (1,1,1,1) na podprzestrzen X przestrzeni
R?* rozwazang w przyktadzie 11.7 (z naturalnym iloczynem skalarnym). Przypomnijmy, Ze ortonor-
malng baze X stanowiq wektory

u = *f (—1,1,0,-1), us= \f (0,-1,1,-1).

Poszukiwany wektor u* wyznaczymy ze wzoru (11.8). Otrzymujemy

1 1
u* = (uowuy)us + (wouz)ug = —= (—1,1,0,-1) — 3 0,-1,1,-1) =

1,0,—-1,2).
3 (77 7)

W =



Rozdzial 12

Elementy geometrii analitycznej w R?

Elementy tréjwymiarowej przestrzeni rzeczywistej R® = {(x,y, 2) : x,y, 2 € R} mozemy interpre-
towaé co najmniej na trzy sposoby:

e jako zbior punktéw (z,y, z) (wykres 4a)); bedziemy je oznaczaé¢ duzymi literami A, B, C'itd. Liczby
rzeczywiste x,y, z nazywamy wspolrzednymi punktu A = (z,y, z). Punkt nie jest wielkoscia wek-
torowa — nie ma zwrotu, kierunku, dtugoéci.

e jako zbiér wszystkich wektoréw zaczepionych @, ?,?, 7 itd. (wykres 4b)). Wektory te maja
wspélny poczatek w punkcie O = (0,0,0). Kazdy punkt P = (z,vy, z) wyznacza dokladnie jeden
wektor zaczepiony OP = (z,y, 2).

e jako zbiér wszystkich wektoréw swobodnych 7, przy czym przez wektor swobodny ¥ rozumiemy
zbior wszystkich wektoréw zaczepionych w dowolnym punkcie, ktére maja te sama dlugosé, ten sam
zwrot oraz ten sam kierunek co wektor @ (wykres 4c¢)). Kazde dwa rézne punkty A = (24, Ya, Za)
oraz B = (xp, yp, 2p) Wwyznaczaja dwa wektory swobodne

—
fﬁ = (LL’(, — ZarYb — Ya, b — Za) oraz BA = (xa — by Ya — Yby Za — Zb) ;

—
wektor BA nazywamy wektorem przeciwnym do wektora B . Punkt A (odpowiednio B) nazywamy

poczatkiem (koncem) wektora AB. Poczatek (koniec) danego wektora jest koncem (poczatkiem)
wektora do niego przeciwnego.

Niech @ = (Tuy Yu, 20) OTAZ v = (v, Yu, 2v) beda dowolnymi wektorami oraz niech aw € R. Wpro-
wadzamy dwa naturalne dzialania: sume wektoréw

d;
7+7=f($u+$myu+yv,2u+%)

oraz mnozenie wektora przez skalar:

d
a7 (QXyy, Yy, 02y -

Dlugosé wektora U okreslamy wzorem:

d
171 L a2+ 42 + 22
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12.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

TN g ’ Y
- A.: (20, Y0, 20) a

.
- i .
20 IR el

Wrykres 4. Punkty, wektory zaczepione, wektory swobodne.

)

12.1. Iloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

12.1.1. Tloczyn skalarny
Rozwazmy dwa wektory U i U przestrzeni R3.
Definicja 12.1 (iloczyn skalarny). Iloczyn skalarny wektoréw U oraz U to liczba (skalar) o

okreslona wzorem
o7 LY@ |7 cos£ (X, D), (12.1)
gdzie £ (U, V) to kgt miedzy wektorami W i U ; zakladamy, ze 0 < £ (U, V) < .
Mozna wykazaé, ze jezeli U = (Tws Yu, 20u) OTAZ v = (v, Yo, 2v) tO
ﬁoﬁzxu'wy—i—yu-yv—i—zu-zv. (12.2)
Ze wzoréw (12.1) oraz (12.2) wynika, ze kat miedzy niezerowymi wektorami @ i ¥ wyraza sie wzorem

Ty Ty + Yu Yo T 2u - 20

£ (U, ) = arccos — s
\/$u+yu+zu' \/xv—i_yv_‘_zv

WtasnoSci iloczynu skalarnego
Dla dowolnych 7, 7, W € R3 oraz a € R zachodzi

a) Wod =7 ou;

b) ol = ||

¢) (a-WoW =a-(Uo);

&) (7 + 7)o = (7 o W) 1 (7o ):

e) |« oW| < | W |V (nieréwnosé Schwarza);

f) W1V < W oW =0 (warunek ortogonalnosci wektoréw).

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzsze wlasnosci iloczynu skalarnego.

Uklad wspéirzednych

Uktadem wspdtrzednych w przestrzeni R? nazywamy trzy ustalone wzajemnie prostopadle proste,
przecinajace si¢ w jednym punkcie zwanym poczatkiem uktadu wspoélrzednych. Zwyczajowo proste
te oznacza si¢ Oz, Oy oraz Oz i nazywa si¢ osiami uktadu wspotrzednych Oxyz. Poczatkiem uktadu
wspolrzednych jest zazwyczaj punkt (0,0,0). Geometria analityczna to geometria uprawiana w wy-
branym uktadzie wspotrzednych.
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12.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

12.1.2. Tloczyn wektorowy
Niech o = (Tuy Yu, 20) OTAZ v = (T4, Yu, 2v) beda dowolnymi wektorami z przestrzeni R3,

Definicja 12.2 (iloczyn wektorowy). Illoczynem wektorowym wektoréw U oraz nazywamy wek-
tor
U XV = (yuzv — Yv2u, Tyly — Tuly, Tuly — xvyu) . (12.3)

Latwo sprawdzié przez bezposredni rachunek, ze wzoér (12.3) mozna wyrazi¢ w postaci symbolicz-

nego wyznacznika
- = 2
Tk

Loy Yo 2o
_>
gdzie 7= (1,0,0), 7 =(0,1,0), & =(0,0,1). Mozna réwniez wykazaé, ze
1T x TN =T - |7 -sin £ (L, T)
gdzie, podobnie jak poprzednio, £ (7, ¥) to kat miedzy wektorami @ i ¥ (0 < £ (W, V) < ).
Wtasnosci iloczynu wektorowego

Dla dowolnych 7, 7, W € R3 oraz a € R zachodzi

a) Ux VU =—(7xu);

b) (- W) x V=" x(a-V)=a- - (U xT);

) (U+V)xW=(UxW)+(V xW);

d) !7><7!< 11| (21

) O <:>{7 I 7\/7—0\/7—0} (warunek réwnoleglosci wektoréw);
f) 7><7J_7,7><7J_7.

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzsze wlasnosci iloczynu wektorowego.

Przyktad 12.1. Rozwazmy trzy punkty
A=(0,1,0), B=(1,0,1), C=(1,1,1)

bedgce wierzchotkami pewnego trojkgta. Obliczymy jego pole.
Zavwwazmy, ze dwoma bokami tréjkgt o wierzchotkach A, B,C sq¢ wektory 1@ oraz /ﬁ jego pole
P wyraza sie wiec wzorem

= JIAB| - |AC| -sin £ (4B, AC) = || AB x AT

Poniewaz
AB=(1,-1,1), AC=(1,0,1),
zatem SO ?
? J
ABxAC=|1 11 |=-7T+¥%=(-1,0,1)
1 0 1
1 ostatecznie P = I=10.D] 0 DI — ?
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12.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

Orientacja uktadu wspétrzednych

Rozrézniamy dwie orientacje ukladu wspélrzednych Oxyz — orientacje dodatnia (uklad prawo-
skretny) oraz ujemna (uktad lewoskretny). Orientacja uktadu zalezy od wzajemnego polozenia osi
uktadu Oz, Oy oraz Oz. Jezeli wyprostowany kciuk prawej reki umiescimy w ten sposéb, aby wskazy-
wal dodatnia czesé osi Oz, a zgiete palce wskaza kierunek obrotu od osi Oz do osi Oy (odpowiednio:
od osi Oy do osi Ox) to wéwczas mamy do czynienia z ukladem prawoskretnym (lewoskretnym).

a) . b) 5

Y T
Wykres 5. Orientacja ukladu wspélrzednych: a) uktad lewoskretny, b) uktad prawoskretny.

Iloczyn wektorowy U x U dwoéch niezerowych, niewspétliniowych wektoréw U,V przestrzeni
R3 ma te wlasnoéé, ze orientacja tréjki wektoréw UV, U x U jest zgodna z orientacja uktadu
wspoirzednych Ozyz.

12.1.3. Iloczyn mieszany

Niech ¥ = (Tus Yuy 2u) U = (Tv, Yo, 2v) 0 = (Zw, Yw, 2w) beda dowolnymi elementami przestrzeni
R3.

Definicja 12.3 (iloczyn mieszany). lloczynem mieszanym  uporzgdkowanej tréjki  wektoréw
U, U, W nazywamy liczbe (7, o, W) okreslong wzorem

(@, 7,8) L (@ x 7)o . (12.4)

Latwo wykazaé, ze iloczyn mieszany wektoréw jest wyznacznikiem macierzy, ktorej wiersze (lub
kolumny) sa wspélrzednymi tych wektoréw, tj.:

LTy  Yu Ru

(77 77 ﬁ) = | Tv Yo Zv |- (12.5)
Tw Yw 2w
WtasnoSsci iloczynu mieszanego
Dla dowolnychﬁ, 7, W € R3 oraz a € R zachodzi:
a) (77 7’3) == (7’7a m) = (7a Ba 7) ;
b) a - (4,7, %) =(a- W, 7, W) = (L, ¥, W) = (W, 7, W);

c) (ul +ub, v, W) = (uf, ¥, W) + (us, ¥, W)
d) [(Z, 7, &) < |2 |7 - 7]

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzsze wlasnodci iloczynu mieszanego.
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12.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

12.1.4. Zastosowanie geometryczne iloczynu wektorowego oraz mieszanego

Niech @ = (a:u,yu,zu),7 = (:vv,yv,zv),i2 = (Tw, Yuw, 2w). lloczyny wektorowy oraz mieszany
maja liczne interesujace zastosowania geometryczne. Mozna przy ich pomocy wyznacza¢ miedzy
innymi:

v' pole réwnolegloboku: pole P, réwnolegtoboku rozpietego przez wektory Ui wyraza sie
wzorem (zob. wykres 6a))

P =7 x 7; (12.6)
v' pole trdjkata: pole P; trdjkata rozpietego przez wektory i wyraza sie wzorem

P, = % |7 x 7| ; (12.7)

v' objetos¢ rownolegloscianu: objetos¢ V, réownolegloscianu rozpigtego na wektorach 1,7,
wyraza sie wzorem (zob. wykres 6b))

Ve = (W, 7, 0); (12.8)

v' objetos¢ czworoscianu: objetosé V. czworodcianu wyznaczonego przez wektory AT wyraza
sie wzorem (zob. wykres 6¢))

V. — é (2,7, 7). (12.9)

a) b) c)

—
— w,

Wykres 6. Zastosowanie iloczynéw wektoréw: a) wektorowego; b) i ¢) mieszanego

Przykltad 12.2. W celu uzasadnienia wzoru (12.8) zavwazmy, Ze

cos (U x U, W) = H%T

gdzie h to dlugosé wysokosci poprowadzonej do podstawy rozpietej przez wektory U oraz U. Stad,
objetosé V,. rownolegloscianu rozpietego przez wektory , 7, W to

Vi=P, - h= "« x V|- |&]-cos&(d x 7, W)= (U x ¥) oW = (U, V,d).

Zauwazmy, ze w ten sam sposéb uzasadniamy wzor (12.9): objetosé V. czworoscianu rozpietego przez

wektory 7,7,@2 to
-Pp-h:é-Hﬁx7\\-h:é-H7><7\\-||E?H-cosi(7><7,ﬁ):
(U x VoW == (U, V, D).

SR W| -
=
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12.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

Przyktad 12.3. Aby obliczyé dlugosé h wysokosci tréjkata o wierzchotkach w punktach
A=(1,1,1), B=1(2,22), C=(34,5)

opuszczonej z wierzcholka C, mozZemy zastosowaé wzor (12.7). Mamy ﬁ =(1,1,1), 1@ =(2,3,4)

oraz 1 1
P= §||,H§ x AC| = 5||H§H h.
Poniewaz 7 7 ?
ABxAC=|1 1 1 |=@,-2,1)
2 3 4
zatem
IAB x AC|| V6
|AB]| V3

Przyktad 12.4. Aby obliczyé diugosé h wysoko$ci czworoscianu o wierzchotkach
A=(0,0,0), B=(1,0,0), C=(0,2,3), D=(3,4,5)

opuszczonej z wierzcholtka D, zastosujemy wzor (12.9). Mamy
1 1

gdzie Paapc to pole tréjkgta o wierzcholkach w punktach A, B,C. Mamy

AB = (1,0,0), AC =(0,2,3), AD = (3,4,5).

Zatem 5 o ?
i
ABxAC=|1 0 0 |=(0,-32).
0o 2 3

Stqd oraz ze wzoru (12.7) wynika, e Paapc = 5 [|(0,—3,2)|| = \/?173 Poniewaz

_2’

(35,40, 75) - | ¢
3

N
otw o
I

zatem ostatecznie otrzymujemy

L 1|(ABACAD)| 5
T2 Pprape 13
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12.2. Ptaszczyzna w przestrzeni R3

12.2. Plaszczyzna w przestrzeni R?

12.2.1. Roéwnanie normalne plaszczyzny

Roéwnanie plaszczyzny 7 przechodzacej przez punkt P = (xg, Yo, z0) oraz prostopadlej do niezero-
wego wektora 7 = (A, B,C') ma postaé

T A(x—xzo)+B(y—1y0)+C(z— 2) =0. (12.10)

Jest to tzw. ré6wnanie normalne ptaszczyzny; wektor w jest jej wektorem normalnym.

Latwo stwierdzié, ze réwnanie
Ax+ By+Cz+ D =0,

gdzie A% + B? + C? > 0, réwniez opisuje plaszczyzne — jej wektorem normalnym jest wektor
7 = (A,B,C) i przechodzi ona przez punkty P, = (—%,0,0), P = (O,—%,O), Py = (0,0,—%)
(o0 ile oczywiscie ABC' # 0).

12.2.2. Roéwnanie odcinkowe ptaszczyzny

Roéwnanie postaci

r Yy =z
: -4+ =4+ -=1 12.11
m oty to=L ( )

w ktérym a, b, ¢ € R\ {0}, nazywamy réwnaniem odcinkowym plaszczyzny 7. Plaszczyzna opisana
réwnaniem (12.11) przecina osie Oz, Oy oraz Oz ukladu wspélrzednych Oxyz w punktach réwnych
odpowiednio P, = (a,0,0), P, = (0,b,0), P, = (0,0, ¢).

12.2.3. Roéwnanie parametryczne plaszczyzny

Roéwnanie plaszczyzny 7 przechodzacej przez punkt P = (xq,yo, 20) i réwnolegtej do dwdch nie-
wspolliniowych (nielezacych na jednej prostej) wektoréw o = (2, 9, 20) » W = (Lu, Yuws 20 ) Ma postaé:

T =29+ TTy + STy
T Y=19yYo+ 7Yy + SYw , gdzier,seR.
2 =20+ T2y + Szw

Jest to tzw. ré6wnanie parametryczne plaszczyzny.

12.2.4. Roéwnanie plaszczyzny przechodzacej przez trzy punkty

Kazde trzy niewspoélliniowe punkty Pp, P, P3 wyznaczaja dokladnie jedna plaszczyzne m, ktéra
je zawiera. Niech P; = (wz;,vy;,2) (i=1,2,3). Punkt P = (x,y,2) lezy na plaszczyZnie wy-
znaczonej przez punkty Pp, P>, P3 wtedy i tylko wtedy, gdy wektory PiP, PPy oraz P P5; sa li-
niowo zalezne. ROownanie plaszczyzny m przechodzacej przez trzy niewspoélliniowe punkty
P, = (zi,vyi,2:), 1 = 1,2,3, mozna wiec wyrazi¢ w postaci:

r—r1 Y—y1 z2—z2

VI T2 —T1 Y2 —Yir <2 — 21 =0. (12.12)
T3 —T1 Ys— Y1 23— 21
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12.3. Prosta w przestrzeni R3

12.3. Prosta w przestrzeni R?

12.3.1. Roéwnanie parametryczne prostej
Rozwazmy dowolny punkt P = (xg, yo, 20) oraz niezerowy wektor U = (v Yuy 20). ROéwnanie
T =T+ tx,

l: y=1yo+1ty, , gdzieteR (12.13)
z2=2z0+tzy

jest r6wnaniem prostej | przechodzacej przez punkt P i ré6wnolegtej do wektora .

12.3.2. Roéwnanie kierunkowe prostej

Przypusémy, ze prosta [ jest zapisana w postaci parametrycznej (12.13) oraz zalézmy, ze zadna
ze wspolrzednych wektora ¥ nie jest zerem. Wyliczajac z kazdego z trzech réwnan ukladu (12.13)
parametr £, otrzymujemy réwnanie kierunkowe prostej:

. Y27 R (12.14)
x’U y’U Z’U
12.3.3. Roéwnanie krawedziowe prostej
Rozwazmy dwie nieréwnolegte ptaszczyzny
m Az +Biy+Ciz+ Dy =0 oraz my: Asx + Boy + Coz+ Dy = 0.
Czescig wspolna tych plaszezyzn jest prosta
Aix+Biy+Ciz+ D1 =0

l: ; 12.15
{AQx—i-BQy—l-CQZ—i-DQ—O ’ ( )

réwnanie (12.15) to jej réwnanie krawedziowe.

Zauwazmy, ze plaszczyzny mw; oraz mo nie sg réwnolegle wtedy i tylko wtedy, gdy ich wektory
normalne 7] = (Ay,B1,Ch) i % = (Ag, By, C) nie sa réwnolegtle, tj. X b % 0. Wektor ] X b
jest jednoczesnie wektorem kierunkowym (réwnoleglym) prostej [.

12.4. Wzajemne polozenie ptaszczyzn i prostych

12.4.1. Kat miedzy pltaszczyznami oraz prostymi

Przyjmuje sie, ze kat miedzy dwiema prostymi (dwiema plaszczyznami) to kat jaki tworza wektory
kierunkowe tych prostych (wektory normalne plaszczyzn). Kat miedzy prosta i plaszczyzna, to kat
5 — a, gdzie « to kat ostry jaki tworza wektor kierunkowy prostej oraz wektor normalny plaszczy-
zny. Znajac wektory normalne plaszczyzn oraz wektory kierunkowe prostych, szukane katy mozna
tatwo wyliczy¢ wykorzystujac stosowne wlasnosci iloczynu skalarnego lub iloczynu wektorowego tych

wektorow.

12.4.2. Odlegloéé punktu od ptaszczyzny

Latwo wykazaé, ze odleglosé punktu Py = (x0,yo, 20) od plaszczyzny 7 : Axr + By +Cz+ D =0

wyraza sie wzorem
A B C D
d(Py, ) = 1A%+ Byo + Czo + D] (12.16)
VA% + B2+ (C?

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzszy wzor.
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12.4.3. Odlegtos$é¢ punktu od prostej

Mozna wykazaé (zob. wykres 7a), ze odleglo$é punktu Py od prostej [ przechodzacej przez punkt
Py i réwnoleglej do wektora ¥ wyraza sie wzorem

—
d(Py,l) = ”P11HD° XH Il (12.17)

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzszy wzoér.

Wykres 7. Odleglosé punktu Py od prostej [ (rys. a) oraz
odleglo$é miedzy prostymi skosnymi I ila (rys. b).

12.4.4. Odleglo$é¢ miedzy plaszczyznami

Rozwazmy dwie plaszczyzny réwnolegte my : Az+By+Cz+D1 = 0oraz mo : Ax+By+Cz+Dy =0
(plaszczyzny réwnoleglte maja ten sam wektor normalny). Ze wzoru (12.16) wynika natychmiast, ze
odleglto$¢ miedzy tymi plaszczyznami wyraza sie wzorem

| D1 — Dy
VAZ X B2 02

d(m,m) =

12.4.5. Odleglos$é miedzy prostymi

Niech l; (odpowiednio l2) bedzie prosta przechodzaca przez punkt P; (odpowiednio P,) réwnolegla

do wektora v{ (odpowiednio v3).

Proste réwnolegle

W przypadku, gdy proste I i Iy sg réwnolegle (mozemy woéwczas przyjaé, ze u o= @), wzOr na

odlegto$¢ miedzy nimi wynika ze wzoru (12.17). Mamy

—_—
IR x |
d(li,lp) = —=—.
[[o1 |
Proste skos$ne

_)

_>
Jezeli proste [ 1 [y nie sa réwnolegle (tzn. X U3 # 0; zob. wykres 7b), odleglo$é¢ miedzy nimi

obliczamy ze wzoru
oo
P1P2a ’Ula,UZ)‘

Hhb) = T




Rozdzial 13

Zadania egzaminacyjne

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 1 — 03.02.2011

Zadanie 1. Wyznacz sume rozwigzan réwnania:
(8z+1—i)* =27zt = 0.
Zadanie 2. Niech ug = (1,2,1). Rozwazmy odwzorowanie
f:R33v—uyxveR3

gdzie X oznacza iloczyn wektorowy.

a) Uzasadnij, ze f jest endomorfizmem.

b) Wyznacz jadro oraz obraz endomorfizmu f.
Zadanie 3. Rozwazmy dwie macierze:

30 4 10 0
A= 0 -1 o |, B=[o0 -1 1
-2 0 -3 00 -1

a) Sprawdz, czy macierze A i B sa podobne.
b) Wyznacz macierz I + A2 + A*... 4+ A0,
Zadanie 4. Rozwazmy podprzestrzen liniowa

V:{(:z:,y,z)eR3:2x+y—z:O, w—2y—|—z:0}

przestrzeni R3. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (1, —1,1) na podprzestrzen V. W prze-
strzeni R? przyjmij naturalny iloczyn skalarny.
Zadanie 5. Wyznacz wszystkie wartoéci parametru a € R, dla ktérych macierz
a—1 1 -1
A= 1 1 —a
-1 —a 4

ma tylko nieujemne wartosci wlasne.
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Zadania egzaminacyjne

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 2 — 10.02.2011

Zadanie 1. Na plaszczyznie zespolonej zaznacz zbiér:

{ZG(C:

Zadanie 2. W zbiorze Z = Q\ {1} wprowadzamy dzialanie % okre$lone wzorem a * b = a + b — ab.
Sprawdz, czy struktura (Z, x) jest grupa.

Zadanie 3. Wyznacz macierz Jordana endomorfizmu F : w9 > f — f + [/ € mo.

Zadanie 4. Wyznacz wartosci parametru a € R, dla ktorych uktad réwnan

< arg ! <7r}
arg———5 < — ».
(z +i2)> 4

E

r+y=—a(l+y)
2r4+y=ax —2
2c+ay=1—a

posiada niezerowe rozwiazanie.
Zadanie 5. Wyznacz rzut ortogonalny macierzy

L [1 21
R I

a b c
V—{[b c d].a,b,c,dGR}

2 3
przestrzeni R?*3. Przyjmij iloczyn skalarny [a;;] o [bi;] = > > aijbijs.
i=1j=1

na podprzestrzen

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 3 — 24.02.2011

Zadanie 1. Dnia 10 lutego 2011 roku studenci pierwszego roku jednej z krakowskich uczelni zdawali
pisemny egzamin z algebry liniowej. Kazdy ze studentéow uzyskal inng liczbe punktow. W grupie
zdajacych wprowadzono dwa dzialania: ry, ktére z dwoch oséb wybiera te, ktéra uzyskatalepszy
wynik z egzaminu oraz rg, ktére z dwoch os6b wybiera osobe mtodsza (decyduje numer PESEL).
a) Sprawdz, czy struktura algebraiczna zlozona z powyzszej grupy studentéw oraz dzialania r;

jest grupa?
b) Sprawdz rozdzielno$é dzialania r; wzgledem dzialania rs.

Zadanie 2. Prosta y = ax + b przecina wykres funkcji y = 22° — 22 + 42% + 3z — 7 w pieciu réznych
punktach (z1,y1), (z2,92), (¥3,¥3), (z4,94), (z5,ys5) . Pokaz, ze liczba LLHE2EI3424%Es pje alesy
od parametréw a i b.

Zadanie 3. Niech A € R3*3 bedzie macierza, taka ze

-1 -1
2

1

A+ A=

O O N

0
0
Czy macierz A3 + (A_1)3 jest diagonalizowalna? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 4. Zbadaj, w zaleznosci od wartosci parametru ¢ € R, wymiar obrazu endomorfizmu
f: R?® = R3 okreélonego wzorem

f@,y,2)=(—22+ (-1—a)y+2z,az —az,—z + (a +a*) y + 2).
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Zadania egzaminacyjne

Zadanie 5. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (1,2, 3) na podprzestrzen liniowa x +y + 2 =0
przestrzeni R®. Przyjmij naturalny iloczyn skalarny.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 1 — 03.02.2012

Zadanie 1. Liczby a,b,c € C to pierwiastki wielomianu f (z) = 323 — 1422 + 2 + 62. Oblicz

1 N 1 N 1
a+3 b+3 c+3

Zadanie 2. Niech R}*™ oznacza zbiér macierzy wymiaru n x m o elementach nalezacych do zbioru
R, =R\ {0}. W zbiorze R?*™ wprowadzamy dzialanie o okreslone wzorem:

air v Gim bir -+ bim aitbin - aimbim

Gp1 - OGnm bnl e bnm anlbnl e anmbnm

Czy struktura (R?*", o) jest grupa abelowa? OdpowiedZ uzasadnij.
Zadanie 3. Sposréd rozwiazan réwnania

(2° —27i) (2 = (3+i)z+2+2i) =0

wybierz te, ktore naleza do zbioru {Z eC:0<Argz < %} .
Zadanie 4. Rozwazmy odwzorowanie liniowe L : R? — R3 postaci

L(2,y,2) = (x + 2,32 + 22, 2) .

Czy istnieje baza przestrzeni R3, w ktorej macierz A, odwzorowania L jest diagonalna? OdpowiedZ
uzasadnij; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz te baze.
Zadanie 5. W przestrzeni R3*3 iloczyn skalarny s okreslono wzorem:

3 3
s (lais] b)) = D ) aujbi;.
i=1 j=1

Wyznacz rzut ortogonalny wektora

<

Il
— o O
SN O
S O W

na podprzestrzen V = {A ER>3: A= AT}.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 2 — 09.02.2012
Zadanie 1. Niech
50 1 1
A= 2 6 -2 |, uy = 0
-1 0 7 -1

W zbiorze V = {v € R®: (A — 6I) v = 0} wprowadzamy dzialanie ® okreslone wzorem
v ® vy = (ug X v1) — (V2 X ug),

gdzie x to iloczyn wektorowy. Sprawdz czy: a) dzialanie ® jest wewnetrzne w zbiorze V; b) dzia-
lanie ® jest przemienne; c) dzialanie ® posiada element neutralny. Czy struktura algebraiczna

(V,®) jest grupa?
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Zadania egzaminacyjne

Zadanie 2. Rozwiaz rownanie

2

(432 (gin%+z‘cos§)z+1+z‘) 42 =0
ze wzgledu na niewiadoma z € C.

Zadanie 3. Znajdz rozwigzania ponizszego uktadu réwnan

2r4+y—z+t=1
y+3z—-3t=1
r+y+z—t=1

Zadanie 4. Wyznacz wszystkie wartosci parametru a € R, dla ktérych macierz

1 — a?
1

00
A=11 0 1+a?
01 -1
jest diagonalizowalna.
Zadanie 5. Na rzeczywistej przestrzeni liniowej V:

V = span {sin z, cos z, x sin x, x cos = }

okres§lono odwzorowanie liniowe £ : f — f + f'. Wyznacz ker £, Im £ oraz sprawdz, czy jest
to endomorfizm na V; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz réwniez jego rzeczywiste
wartosci wlasne.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 8 — 24.02.2012

Zadanie 1. Sprawdz, czy zbior G = {(t, 2t) 1t e R} wraz z dzialaniem

h((z1,y1), (x2,y2)) = (1 + 22 + 2,4y12)

tworzy grupe. Czy jest to grupa abelowa?

Zadanie 2. Rozwiaz réwnanie 26 — 223 + 2 = 0 ze wzgledu na niewiadoma z € C.

Zadanie 3. Sposréd wielomianéw vy (z) = 23 + 222 + 2 — 1, vo (x) = 22% + 422 — 2 — 2, v3 (2) = =,
vy () = 23 4+ 222 + 2 + 1 wyznacz te, ktére sa liniowo niezalezne; nastepnie uzupeij je do bazy
przestrzeni wielomianéw stopnia co najwyzej cztery.

Zadanie 4. Czy macierze

1 2 3 1 0 0
A=102 2|, B=|[2 2 0
0 0 -1 3 2 -1

sg podobne? Odpowiedz uzasadnij; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz macierz ustala-
jaca to podobienstwo.

Zadanie 5. Wyznacz dtugos$é wektora @ , gdzie A to punkt w ktérym prosta [ : %‘1 =y+1= 256
przecina plaszczyzne 7 : 4 (x + 1) + 2y + 62 = 0, a B to rzut ortogonalny, w sensie naturalnego
iloczynu skalarnego przestrzeni R3, wektora u = (1, —1,6) na plaszczyzne 2z +y + 3z = 0.
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Zadania egzaminacyjne

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 1 — 01.02.2013

Zadanie 1. Wyznacz sume oraz iloczyn wszystkich elementéw zbioru *°8/1 + i.
Zadanie 2. Dla jakich wartoéci parametru p € R uktad réwnan

r+ply+z =-p
x+y—pz =p°
y+z =1

ma dokladnie jedno rozwigzanie? Zbadaj liczbe jego rozwigzan w pozostatych przypadkach.
Zadanie 3. Wyznacz wszystkie wartoéci parametru a € R dla ktérych funkcja

1" 1 20 -4 1
@:R39(:U1,:L‘2,333)—> T2 -2 a-—1 0 o | €R
T3 2a 0 2—a T3

przyjmuje jedynie wartosci nieujemne.
Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (1,0,0) na podprzestrzen liniowa

V:{(;U,y,z)6R3:x—l—ﬁy—z:O,—x—|—2y+z:0,3x—|—2y—3z:0}.

W przestrzeni V' przyjmujemy naturalny iloczyn skalarny przestrzeni R3.
Zadanie 5. Niech A € R?*2. Uzasadnij, ze jezeli dla pewnej liczby naturalnej n zachodzi A™ = g2,
to A2 = 02><2.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 2 — 08.02.2013

Zadanie 1. Uzasadnij, ze punkty (a1,b1), (ag,b2), (a3, bs) stanowia wierzcholki tréjkata réwnobocz-
nego o srodku w punkcie (0,0) wtedy i tylko wtedy, gdy ich wspélrzedne spelniaja nastepujace
warunki:

ar+as+a3=0 aias + ajas + asag — biby — b1bg — bobg =0

b1 +ba+b3=0 a1by + asby + aibs + asby + agbs + asby =0

Zadanie 2. Rozwiaz réwnanie (z 4+ a)3 = i ze wzgledu na niewiadomg z € C; nastepnie zaznacz na
plaszczyznie zespolonej te wartosci parametru a € C, dla ktérych rozwiazania te naleza do zbioru
{zGC:§<Argz<7r}.

Zadanie 3. Oblicz odlegto$¢ punktu przeciecie si¢ prostych

r=1+2t r=1+1
l1: Yy=—1 Iy : y=-3+1, teR
z=4— 3t z=3—1t

od podprzestrzeni liniowej V C R? rozpietej przez wektory u; = (1,0,1), uz = (2,1,0).

Zadanie 4. Rozwazmy endomorfizm F : m > f — f(0) + f(1)x + f(=1)2? € mo, gdzie m to
rzeczywista (tj. nad cialem R) przestrzen wielomianéw rzeczywistych stopnia nie wigkszego niz dwa
z naturalnymi dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu przez skalar. Sprawdz,
czy endomorfizm F jest diagonalizowalny; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz dla niego
baze Jordana przestrzeni ms.

Zadanie 5. Rozwazmy baze przestrzeni R? v; = (1,0,2),v2 = (—1,1,0),v3 = (1,1,1) ortonormalna
wzgledem iloczynu skalarnego s. Wyznacz kat, wzgledem tego iloczynu skalarnego, pomiedzy
wektorami u = (1,2,3) oraz w = (1, 1,4).

94



Zadania egzaminacyjne

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 8 — 19.02.2013

Zadanie 1. Niech T3 oznacza zbiér macierzy tréjkatnych gérnych wymiaru 3 x 3 z jedynkami na
przekatnej. Sprawdz, czy struktura algebraiczna (73, -) jest grupa; dzialanie - to iloczyn macierzy.

Zadanie 2. Sprawdz, czy macierz
1

9
A=| -1 4
-1 5

= w o

jest diagonalizowalna.
Zadanie 3. Wyznacz wektory wtasne endomorfizmu

Fimys f(z) = —f (@) + f (x) — " (2) + [ (0) € ms,

gdzie Ty to rzeczywista przestrzen wielomianéw stopnia nie wiekszego niz dwa z naturalnymi dzia-
laniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu przez skalar.

Zadanie 4. Wielomian charakterystyczny macierzy A ma posta¢ 4 (A) = —A3 —3A\2 + X 4+ 2. Oblicz
wyznacznik macierzy A3 + A%2 — A — 1.

Zadanie 5. Sposréd wektorow

vy = (1,3,1,—1),v9 = (2,4,0,—6) ,v3 = (0,2,2,4) ,u4 = (0,1, -1, =5)
wybierz baze rzeczywistej przestrzeni wektorowej
V= {(a:,y,z,w) €R4:x+y—32+w:0,2x—y+z:0};
nastepnie uzupetnij ja do bazy przestrzeni

W= {(z,y,z,w) e R*: 3z — 22 + w =0} .

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 1 — 04.02.2014

Zadanie 1. W zbiorze K = (0, +00) wprowadzamy dziatania:
a®b=ab, a®b=a"?,

Sprawdz, czy struktura algebraiczna (K, ®,®) jest ciatem.
Zadanie 2. Rozwigz réwnanie ze wzgledu na niewiadoma z € C:

APt (1-i)z4+i-1=0.
Zadanie 3. Rozwazmy odwzorowanie liniowe
f:R3> (z,y,2) = (—x + 32, -3z — 4y — 32,92 + 52) € R>.
Sprawdz, czy istnieje baza przestrzeni R? zlozona z wektoréw wiasnych endomorfizmu f; w pray-

padku pozytywnej odpowiedzi, wyznacz jego macierz w tej bazie.
Zadanie 4. Czy odwzorowanie f : w3 — mo okreslone wzorem

fFloy®)=t+1)"(t-1)+¢ (t+1)

jest liniowe? Jezeli tak, wyznacz jego jadro oraz obraz.
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Zadania egzaminacyjne

Zadanie 5. Wyznacz rzut ortogonalny (w sensie naturalnego iloczynu skalarnego przestrzeni R3)
wektora u = (2,1, 2) na podprzestrzen liniowa

V:{(:z:,y,z)€R3:—x+8y—\/§z:0,2\/§y—220}.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 2 — 11.02.2014

Zadanie 1. Przedstaw graficznie zbiér tych parametréw a € C dla ktorych wszystkie rozwigzania
roOwnania
24+2(a+i)z+a®>+2a—1—i=0

naleza do zbioru {z €eC:—rm<Argz<—-5§.
Zadanie 2. Wyznacz baze Jordana przestrzeni mo dla endomorfizmu F' : w9 — 7o okreslonego wzorem

F:at> + bt +c— (4a +4b) > + (20 — 2c + a) t + a + 2b + 2c.

Zadanie 3. Suma wyrazéw w kazdym wierszu macierzy A € R™*" jest réwna s. Uzasadnij, ze s jest
wartoscig wlasng macierzy A oraz wyznacz odpowiadajacy tej wartosci wlasnej wektor wiasny.
Zadanie 4. Rozwazmy dwie bazy przestrzeni m,:

e: {60:1,61:1+x,eg:m+x2,63:x2+w3,...,en:wnfl—i—w"}

oraz
€: {50 =z eg=a2"+1,¢e :x”+x,€3::E"+:E2,...,En::n"+:n"_1}.

Wyznacz macierz P~1, gdzie P oznacza macierz przejécia od bazy e do bazy €.
Zadanie 5. Wyznacz odlegtos$¢ prostej [ od plaszczyzny w, jezeli

rx=1+4+2t r=1+t+s
l:g y=—14+t ,teR, T y=-2+t—2s , t,seR.
z=t z=3+4+2t—s
Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 3 — 18.02.201/

Zadanie 1. Wyznacz liczbe tych elementéw zbioru *°8/20144, ktére naleza réwniez do zbioru
™ T
{ZE(C:Z<Argz<§}.

Zadanie 2. Sprawdz, czy macierz

3 -4 4
A= -2 1 =2
-4 4 =5

jest diagonalizowalna; nastepnie wyznacz macierz A%014,
Zadanie 3. Wyznacz te wartoéci parametru a € R, dla ktérych macierz

4 l—-a -2
A= 1 -« 1 o
-2 o 4

ma jedynie nieujemne wartosci wlasne.
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Zadanie 4. Wyznacz baze jadra oraz baze obrazu odwzorowania liniowego
F:R33 (z,y,2) = (x4+y—22y—2z,0—y+23z) € R
Zadanie 5. W przestrzeni 7y iloczyn skalarny o okreslono wzorem
(a1t2 + b1t + 61) o (a2t2 + bot + 02) = ajag + b1ba + c1ca.
Wyznacz rzut ortogonalny wielomianu u (t) = (¢ — 1)? na podprzestrzen

V ={f € my : f-funkcja parzysta} .

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 1 — 03.02.2015

Zadanie 1. Zaznacz na plaszczyznie zespolonej ponizsze zbiory:
a) A= {z € C:Re(z%) — |2|* Im (2%) < 0}

b) B:{ZEC:—% < Arg {(z—iz)z} <0}

Zadanie 2. Niech A bedzie macierza kwadratowa o elementach rzeczywistych.
a) Oblicz det(2A) wiedzac, ze det(3A) = 54 oraz det(4A) = 128.
b) Jakie wartoéci moze przyja¢ wyznacznik macierza A, jezeli

AT (AATY 1 (AAT)T — (det A2) [(det A) AT = 0.

Zadanie 3. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktérych podany ukltad réwnan ma niezerowe

rozwiazanie:
ar+y+z=1
20 —y+32=0
3r+4z=a

Zadanie 4. Wyznacz, o ile istnieja, te wartosci parametrow a,b € R dla ktérych macierze

3 a—-1 b 1 -2 0
A= -6 3 -5 |, B=| -1 a -1
—4 2 -3 1 1 2
sg podobne.
Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 2 — 10.02.2015

Zadanie 1. Liczba sg = 1 + /2 jest jednym z rozwiazai réwnania
s9 —25° + 55" — 4s% + 85 — 4s + 6 = 0.

Wyznacz pozostale rozwiazania tego réwnania oraz wybierz spoéréd nich te, ktére naleza do zbioru
{zGng<Argz§7r}.

Zadanie 2. Wyznacz rzut ortogonalny, w sensie naturalnego iloczynu skalarnego przestrzeni R?, wek-
tora (1,1,1) na jadro odwzorowania liniowego

F:R35 (z,y,2) = (y—2x + 2,y — 2z, — 2y + z) € R3.
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Zadanie 3. Zbadaj liczbe rozwigzan uktadu réwnan

r—ay+z=1
—2r—-—y—z=1
20—y =2

—r—ay—2z=2

w zalezno$ci od wartosci parametru a € R.
Zadanie 4. Niech A € R3*3 bedzie macierza postaci

-1 -1 0
A= 2 1 1
1 1 0
(a) Sprawdz, czy macierz A jest diagonalizowalna.
(b) Wyznacz A2°%5.
Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 3 — 26.02.2015
Zadanie 1.
(a) Rozwiaz réwnanie w zbiorze liczb zespolonych: z3 = —8z.

(b) Zaznacz na plaszczyznie zespolonej liczby zespolone z spelniajace warunek |22 + 4’ > |z — 21].
Zadanie 2. Wyznacz macierz X spelniajaca réwnanie

A+ BT(XT) A= [AT (A +B) ' +1)]".

Zadanie 3. Rozwazmy cztery punkty A(0,1,0), B(—1,2,1), C(1,0,1), D(1,—1,1). Wyznacz odle-
glo$é pomiedzy prostymi l[4p oraz lcp przechodzacymi odpowiednio przez punkty A, B oraz C, D.
Zadanie 4. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktérych macierz

1 l1—a 1
A= 1—a a 2
1 2 1

ma jedynie nieujemne warto$ci wlasne.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 1 — 29.01.2016

Zadanie 1. Niech zg, z1, . .., z4 beda pierwiastkami algebraicznymi stopnia 5 z 32. Oblicz
4 2
S (20— 2l
k=0

Zadanie 2. Wielomian ¢4 (1) = —23 + 422 + 22 — 1 jest wielomianem charakterystycznym macierzy
A. Wyznacz wielomiany charakterystyczne macierzy: a) 24 — I, b) (A + 20T, c) AL

Zadanie 3. Niech
a

b 0

A=1b 5 2 |,uu=0,1,-1".
b —1 4

Wyznacz te warto$ci parametréw a, b € R, dla ktorych wektor v; jest wektorem wiasnym macierzy

A. Nastepnie sprawdz, czy otrzymana macierz jest diagonalizowalna.
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Zadanie 4. Rozwazmy przestrzen R? z iloczynem skalarnym o okreglonym wzorem

2 -1
T
Toy==x <_1 9 )y.

Wyznacz rzut ortogonalny (w sensie iloczynu skalarnego o) wektora u = (1,3)” na podprzestrzen
liniowa rozpieta przez wektor e = (1, 1)T.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 2 — 05.02.2016
Zadanie 1. Wiedzac, ze z jest liczba zespolong o argumencie gléwnym o € (g,ﬁ) oraz o module
Zin) 23
|z| > 1, znajdz argument gtéwny liczby zespolonej (l_llzgfg )
Zadanie 2. Wektory y,vs9,vs,...,v, € R™ tworza baza przestrzeni R", ortogonalng w sensie natu-

ralnego iloczyny skalarnego o przestrzeni R™ (tj. v ow = vTw). Niech x € R" bedzie dowolnym

niezerowym wektorem.

(a) Pokaz, ze wektory x,vs,vs, ..., v, sa wektorami wlasnymi macierzy zy’ oraz wyznacz odpo-
wiadajace im wartosci wlasne.

(b) Wykaz, ze det (I, —zy’) =1 —y’x.

Zadanie 3. Wyznacz liczbe rozwiazan ukladu réwnan

r+2y—z+2w=1
20 +4y+z2—-2w=2
—r—2y—2z+4dw=1

Zadanie 4. Zbadaj okreslonoéé formy kwadratowej ¢ (z,y, z) = 222 — 22z + 2y — 2yz + 22,

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 3 — 17.02.2016

Zadanie 1. Czy zbior liczb niewymiernych z dotaczona liczbg 1, z naturalnym dzialaniem mnozenia
liczb tworzy grupe? OdpowiedZ uzasadnij.
Zadanie 2. Rozwazmy odwzorowanie liniowe

F:myoar® +ba*+cx+d— (a+b—c)a’+ (20 +d)z+2c—bE .

Wyznacz rzut ortogonalny wielomianu v (z) = 22 4+ 2z + 2 na podprzestrzen Im F' (tj. na obraz
. . L 1
odwzorowania F') przestrzeni my wyposazonej w iloczyn skalarny (f,g) = [, f (z) g (z) dx.
Zadanie 3. Wyznacz sume wszystkich liczb zespolonych z spetlniajacych réwnanie

= (—2 v 2\/51') Z.

Zadanie 4. Wykorzystujac postaé¢ Jordana macierzy A = ( 2 [1) ) wyznacz cztery rézne macierze
B spelniajace réwnanie B = A.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 1 — 31.01.2017

Zadanie 1. Czy zbiér G = {A € R"*" : |det A| = 1} z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe?
Czy jest to grupa abelowa? Odpowiedzi pozytywne uzasadnij, negatywnag poprzyj stosownym
przyktadem.

Zadanie 2. Czy kazda macierz A € C2*2 spelniajaca réwnanie (A — I)? (A + 2I) = 0 jest diagonali-
zowalna? Odpowiedz uzasadnij.
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Zadanie 3. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktérych obraz Im f odwzorowania liniowego

f:RYs (z,y,2,w) = (x+ay — 2,20 — 2y + aw,x —y —w) € R3
tworzy plaszczyzne w R3.

Zadanie 4. W przestrzeni R?*? iloczyn skalarny zdefiniowano wzorem Ao B = tr (ATB) , gdzie tr (+)

oznacza $lad macierzy. Wyznacz rzut ortogalny macierzy I» (tj. macierzy jednostkowej wymiaru
2 x 2) na podprzestrzen liniowa rozpieta przez macierze

0 1 0 —1
E1_<1 o)’ E2_<1 0 )

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 2 — 07.02.2017

Zadanie 1. Wykorzystujac wzory Viete’a, znajdz wszystkie rozwiazania uktadu réwnan

rT+Yy+z=-1—1
zy+zz+yz=2+1¢ , wktéorym z,y,z € C.
Yz = —2

Zadanie 2. Wyznacz macierz A € R3*3 o0 wartoéciach wlasnych A\; = 1, Ao = —1 oraz A3 = 0, ktérym
odpowiadaja wektory wltasne

oy, = (L, L, DT, uy, = (1,0,1)7, wy, =(1,-1,0)7.

W rozwiazaniu wykorzystaj postaé¢ Jordana poszukiwanej macierzy.
Zadanie 3. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktorych nieréwnosé

1 1 a 2
T < T
v (1 _a>x/y 2 a )Y

jest prawdziwa dla wszystkich z,y € R2.
Zadanie 4. Niech v, w € R3 bedg wektorami spetniajacymi warunek vov = wow = 1, vow = %, gdzie

o oznacza naturalny iloczyn skalarny w R3. Wyznacz ortonormalna baze podprzestrzeni liniowej
rozpietej przez wektory v oraz w.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 3 — 15.02.2017

Zadanie 1. Znajdz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych dokladnie dwa rozwiazania réwnania
2" =1 + /3 naleza do zbioru {z eC:0< A Argz < g} Wyznacz te rozwigzania.

Zadanie 2. Punkt zy € X nazywamy punktem stalym odwzorowania f: X — X jezeli f (z¢) = xo
Wyznacz wszystkie punkty state odwzorowania

f:R33 (x,y,2) = 2+ 2,2 +y — 32, —x + 3y + 2) € R3.

Zadanie 3. Wyznacz te wartosci parametru a > 0, dla ktérych macierz

2 a 1l+a
A= 1 3 -1
-1 a 4

jest diagonalizowalna.
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Zadanie 4. Niech A, B € R"*". Oblicz:
(a) det (A + B) wiedzac, ze det BT A = 2 oraz det (B~! + A7!) = —3;
(b) det (ATB~! —I) wiedzc, ze det (BT — A) =5, det (—B) = — det B # 0 oraz B* = B.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 1 — 29.01.2018

Zadanie 1. Liczby a,b,c € C to pierwiastki wielomianu f (z) = 2® — (1 —i) 2% — x —i. Wyznacz

Re (w) , gdzie
a b " 2018

Zadanie 2. Wiadomo, na podstawie twierdzenia Cayleya—Hamiltona, ze wielomian charakterystyczny
macierzy kwadratowej jest jej wielomianem zerujacym. Wykorzystujac ten fakt uzasadnij, ze dla
dowolnej macierzy A € R?*? oraz dla dowolnej liczby naturalnej n istnieja liczby oy, 3, € R, dla
ktérych A™ = ap A + Bnls.

Zadanie 3. Sprawdz, czy istnieje baza przestrzeni my (tj. wielomianéw rzeczywistych stopnia nie
wiekszego niz 2), w ktérej macierza endomorfizmu

F:msar’+br+c— (2a—b)x? +2bx+2c+bem

jest macierz

Odpowiedz uzasadnij.
Zadanie 4. Zbadaj liczbe rozwiazan uktadu réwnan

2 a—1 2 2
2 2 2 T = a
-1 1 a -1

w zaleznosci od wartosci parametru a € R.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin 2 — 05.02.2018

Zadanie 1. Liczby 21, 29, 23, 24 to pierwiastki algebraiczne czwartego stopnia z liczby z = 20 4 183.
Wyznacz

w=(1—-2)"+ 1 —2)2+ (1 —23)% + (1 —2)°.

Zadanie 2. Niech a # b beda dowolnymi elementami. W zbiorze F = {f1, fo}, gdzie f1, fo to funkcje
prowadzace z {a,b} w {a,b} postaci

a, dlaxz=a _J b dlaz=a
fl(m):{b, dlaz=50 "’ fQ(””)_{a, dag=5b °

wprowadzamy dzialanie o sktadania odwzorowan, tj. (fog)(x) = f(g(x)). Sprawdz, czy struk-
tura algebraiczna (F,o) jest grupa abelowa.

Zadanie 3. Wyznacz baze Jordana przestrzeni m (tj. wielomiandéw rzeczywistych stopnia nie wiek-
szego niz jeden) dla endomorfizmu

F:m>ar+b— Ba—b)x+a+becm.

Sprawdz poprawno$¢ wyniku poprzez wyznaczenie macierzy reprezentujacej endomorfizm F' w uzy-
skanej bazie.
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Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny (w sensie naturalnego iloczynu skalarnego przestrzeni R3)
elementu u = (6, 2, —4)T na podprzestrzen liniowa rozpieta przez wektory

U1 = (Za 07 _1)Ta V2 = (1> _53 2)T .

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin 3 — 12.02.2018

Zadanie 1. Niech a € R oraz n € N. Podane liczby zespolone zapisz w postaci trygonometrycznej:

z1 = (cosa+isina)”, 29 = (cosa—isina)”,

z3 = (sina+icosa)”,  z4= (sina—icosa)”.

Zadanie 2. Sprawdz, czy podane macierze sa podobne

31 1 2 0 0
A= -1 1 -1 |, B=[o020];
0 0 2 00 2

w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz macierz P dla ktérej A = PBP~!.

Zadanie 3. Wyznacz wszystkie miejsca zerowe wielomianu ¢ (z) = 2% + 1; nastepnie przedstaw go
jako iloczyn wielomianéw rzeczywistych stopnia co najwyzej drugiego.

Zadanie 4. Niech A € R?*3 bedzie macierza postaci

1 0 1
A= 2 2041 3a
-1 a a+1

Wyznacz zbiér tych parametréw a € R, dla ktérych funkcja ¢ : R® 3 2 — 27 Az € R przyjmuje
jedynie wartosci nieujemne.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 1. — 31.01.2019

Zadanie 1. Liczby s1, s2, s3, s4 to pierwiastki wielomianu
f(s)=—st+1+414)s3+is+ 1.
Zaznacz na plaszczyznie zespolonej zbiér liczb A € C spelniajacych warunek
Shor A sl < Sy N+ s
Zadanie 2. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktorych zbiér
{AeRY™:detA=a}

z dzialaniem mnozenia macierzy tworzy grupe.

Zadanie 3. Rozwazmy endomorfizm f : R? 3 (z,y, 2) — (ax +vy,2y,bz —y) € R3, gdzie a,b € R to
nieznane parametry. Dobierz je w ten sposéb, aby endomorfizm f posiadal jedng potrdjna wartosé
wlasna; nastepnie sprawdz, czy jest on wéwczas diagonalizowalny.

Zadanie 4. W przestrzeni w3 (7 — przestrzen wielomianéw rzeczywistych stopnia co najwyzej k)
wprowadzamy iloczyn skalarny

(f,9) =4S ™ (0) g™ (0),

gdzie h®) oznacza k-ta pochodna h, h(®) = h. Wyznacz rzut ortogonalny elementu u (x) = (z + 1)3
na podprzestrzen ms.
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Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 2. — 06.02.2019

2019

Zadanie 1. Sprawdz, czy zbior rozwiazan réwnania s =1 z dziataniem

h(s1,s2) = 5152

tworzy grupe.

Zadanie 2. Niech f : R® 3 (z,y,2) — (az +y,2y,bz —y) € R®. Wyznacz te wartoéci parametréw
a,b € R, dla ktérych endomorfizm f jest diagonalizowalny.

Zadanie 3. Wyznacz bazy ortonormalne (w sensie naturalnego iloczynu skalarnego w R3) jadra oraz
obrazu endomorfizmu z poprzedniego zadania. Przyjmij a = b = 0.

Zadanie 4. Punkt zp € X nazywam punktem stalym odwzorowania f : X — X jezeli f (xzo) = xo.
Zbadaj liczbe puntéw statych odwzorowania

fiR3 S (z,y,2) > 2e+(a—1)y+22+ 12—y, 22+2y+ (a+1)z—2) € R

w zaleznosci od wartosci parametru a € R.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 3. — 14.02.2019

Zadanie 1. ZnajdZ wszystkie liczby zespolone z spelniajace warunek 23 |z| = (4 — 41/3i)z.
Zadanie 2. Wyznacz, o ile istnieje, macierz o wektorach wtasnych

v1 = (2,1, )7 v =(=1,1,0)" v = (3,0,1)7.

Ile jest takich macierzy?

Zadanie 3. Rozwazmy uklad réwnan liniowych Az = b, gdzie A € R?*2 oraz b € R?. Niech wy oraz
w1, we oznaczaja wyznacznik macierzy A oraz wyznaczniki macierzy powstalych z macierzy A
przez zastapienie odpowiednio jej pierwszej i drugiej kolumny wektorem b. Co wiemy o liczbie
rozwigzan uklad rownan Az = b, jezeli wq = w1 = we = 07 Odpowiedz uzasadnij; podaj stosowne
przyktady.

Zadanie 4. Zbadaj okreslonos¢ formy kwadratowej

¢ (z,y,2) = 2% + dzy + 222 + 5y* + 2yz + 322,

nastepnie wyznacz liczbe rozwiazan réownania ¢ (z,y, 2) = a w zaleznosci od wartosci parametru
a € R.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 1. — 81.01.2020

Zadanie 1. Sprawdz, czy zbiér liczb calkowitych Z z dziataniem z xy = (—=1)"y + (=1)” z two-
rzy grupe. Nastepnie, wykorzystujac wlasnosci struktury (Z,*), znajdz rozwiazania calkowite x
réwnania ((2*x) —z) xx = 0.

Zadanie 2. ZnajdZ baze Jordana przestrzeni m; (tj. wielomianéw stopnia co najwyzej pierwszego)
dla endomorfizmu F': w1 3 ¢ (z) = ¢' (1) + 3¢ (0) + (¢ (5) — 2 (0)) x € m1. Sprawdz poprawnosé
wyniku, wyznaczajac macierz endomorfizmu F' w tej bazie. Czy endomorfizm F' jest diagonalizo-
walny?

Zadanie 3. Zbadaj okreslonoéé formy kwadratowej ¢ (r,y, z) = 22 + 4oy + (a + 4) y? — 2ayz + 2a2>
w zalezno$ci od wartosci parametru a € R.

Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny elementu v = (1,1, 1, 1) na obraz odwzorowania liniowego

¢ :R*> (z,y,2) = (0,z +y,2z — 2y + 2,0) € RY;

w przestrzeni R* przyjmij naturalny iloczyn skalarny.
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Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 2. — 07.02.2020

Zadanie 1. Znajdz wszystkie rozwiazania z € C réwnania 2°—(ctg  + i)*z = 0, w ktérym 3 € (0, 7).
Zadanie 2. Czy kazda macierz A € C**4 spetniajaca warunek

rank (A+ 1) =rank (A —1) =2

jest diagonalizowalna? OdpowiedZ uzasadnij; w przypadku, gdy jest ona pozytywna wyznacz A2020,
Zadanie 3. Wielomian o4 (\) = —A3+3X—1 jest wielomianem charakterystycznym pewnej macierzy
kwadratowej A. Oblicz wyznacznik oraz $lad macierzy —A% + A% + 34 — I.
Zadanie 4. Wyznacz te wartoéci parametru a € R, dla ktérych nieréwnosé

(z+y)° + (z —y)* > azvy

jest spelniona przez wszystkie liczby ,y € R spelniajace warunek 22 4 y? > 0.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 8. — 13.02.2020

Zadanie 1. Znajdz wszystkie rozwiazania réwnania (z — i) + (Z +4)® = 0 oraz zaznacz na plasz-
czyznie zespolonej te sposréd nich, dla ktérych § < Argz < 3.
Zadanie 2. Znajdz, dla macierzy
-1 2
A=
(0 1)

jej rozktad na iloczyn macierzy P-.J4-P~!, gdzie J4 to macierz Jordana, a P macierz nieosobliwa.
Nastepnie, wykorzystujac ten rozklad, wskaz cztery rézne macierze B € C2*? spelniajace warunek
B% = A.

Zadanie 3. Wyznacz baze jadra oraz baze obrazu odwzorowania liniowego

F:m 3 @(x) = 2 (0) 4+ 220 (1) € mo;

Ty, oznacza przestrzen wielomianéw rzeczywistych stopnia co najwyzej n.
Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny u* wektora u = (3,4, —1) na podprzestrzen liniowa

{(z,y,2) €R3:z:0}.

Jaka interpretacje geometryczng ma wielko$é ||u — u*||? W przestrzeni R? rozwazamy naturalny
iloczyn skalarny.

Eqgzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 1 — 04.02.2021

Zadanie 1. W zbiorze G = {X € R"*" : det (X — I,,) # 0} wprowadzamy dzialanie
h:GxG>(A,B)— A+ B— AB € R™".

(a) Uzasadnij, ze dzialanie h jest wewnetrzne w zbiorze G.
(b) Wykaz, ze dla dowolnej macierzy A € G jedynym rozwiazaniem réwnania

h(X,A) =2I,

jest X =1, — (A— In)_l. Czy rozwiazanie to nalezy do zbioru G?7
Zadanie 2.
(a) Zaznacz na plaszczyznie zespolonej zbidr

{2 €C:m < Arg(—iz®) <2r oraz 5 <|(3+4i)z| <10}.
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(b) Rozwiaz réwnanie
iz|zZ P+ (2420 2P =2(z—i)Z
ze wzgledu na niewiadoma z € C.

Zadanie 3. Wektory vy, v2,v3 stanowia baze pewnej przestrzeni liniowej X, na ktérej okreslono en-
domorfizm f: X — X, taki ze

f(v1) = 3v1 — vg, f(v2) = v1 + v, f(v3) = 2uvs.

(a) Wyznacz macierz Ay (w bazie vy, v2,v3), jadro oraz obraz endomorfizmu f.

(b) Wyznacz wartosci wlasne oraz odpowiadajace im liniowo niezalezne wektory wlasne endomor-
fizmu f; wektory wlasne zapisz jako kombinacje liniowe wektoréw vy, va, vs.

(c) Przyjmujac, ze X = mo oraz v1(z) = 1, va(z) = x, v3(z) = 22, wyznacz f(p), gdzie

o(@) = (- 1)°.

Zadanie 4. Zbadaj okreslonos¢ formy kwadratowej

-2 -5 —6
p:RPsz—2T [ -3 -8 —6 |zeR>
0 -6 -9
Eqgzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 2 — 11.02.2021

Zadanie 1. Wyznacz te warto$¢ parametru a € R, dla ktérej liczba z; = 1 4 ¢ jest rozwiazaniem
rOwnania

2B taz?—(a+i)z+2—2i=0;
nastepnie wyznacz pozostale jego rozwiazania.

Zadanie 2. Rozwazmy zadanie polegajace na wyznaczeniu wielomianéw ¢ € my spelniajacych naste-
pujace warunki

p(=2)=2,  ¢(2)=-6

(a) Zapisz powyzsze warunki w postaci uktadu réwnan liniowych
Azr = b,

w ktérym macierz A € R?*3 i wektor b € R? sa znane, a © € R3 to poszukiwany wektor
wspotczynnikéw wielomianu .

(b) Wykorzystujac metode eliminacji Gaussa sprowadZ macierz uzupelniona U ukladu do postaci
schodkowej, nastepnie porownaj rzedy macierzy A oraz U i wyciggnij wniosek na temat liczby
rozwigzan tego uktadu.

(c) Wyznacz rozwiazania ukladu i sprawdz, ze faktycznie definiuja one wielomiany spelniajace
zadane warunki.

Zadanie 3. Wyznacz baze Jordana przestrzeni mo dla endomorfizmu f,
fim3ax® +br+c— 2ax* + (2b—a —c)x + 2c € m;

sprawdz poprawnos¢ wyniku poprzez wyznaczenie macierzy endomorfizmu f w uzyskanej bazie.
Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (3, —1, l)T na podprzestrzen liniowa

V:{(xay7z):x+y—Z:O, x—y:(]};

w przestrzeni R? przyjmij iloczyn skalarny s,

s(z,y)=a"

O = N
O ==

105



Zadania egzaminacyjne

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka Termin 8 — 18.02.2021
Zadanie 1. Wyznacz te warto$¢ parametru a € C, dla ktorej liczba zy = —@ + gz jest jednym

z rozwiazan réwnania

28 = q;

nastepnie wyznacz pozostale jego rozwigzania.

Zadanie 2. Uktad réwnan
r—y—3z = 2
20 —by+6z = -5

dr —dy—8z = 5

zapisz w postaci mecierzowej; nastepnie, stosujac metode eliminacji Gaussa, sprowadZ macierz
uzupelniona tego uktadu do postaci schodkowej i wyciagnij wnioski na temat liczby jego rozwiazan.
Wykorzystujac postaé¢ schodkowa macierzy uzupelnionej wyznacz te rozwigzania (o ile uktad nie
jest sprzeczny).

Zadanie 3. Uzasadnij, ze kazda macierz rzeczywista wymiaru 2 X 2 o ujemnym wyznaczniku jest
diagonalizowalna. Podaj przyktad pokazujacy, ze taka zaleznos¢ nie jest prawdziwa dla macierzy
zespolonych wymiaru 2 x 2.

Zadanie 4. Dla macierzy symetrycznej

110
A=11 01
010

znajdz taka macierz nieosobliwa P € R3*3, dla ktérej macierz PT AP jest macierza diagonalng.
Sprawdz poprawno$é¢ wyniku wyznaczajac iloczyn PTAP.
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