Rozdziat 14

Zadania egzaminacyjne

Egzamin z algebry liniowej — 03.02.2011
Automatyka i Robotyka — termin I

Kazde zadanie nalezy rozwigzaé na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Wyznacz sume¢ rozwigzan rownania:
(82 +1—1)> =27z = 0.
Zadanie 2. Niech ug = (1,2,1). Rozwazmy odwzorowanie
f R0 —uyxveR

gdzie x oznacza iloczyn wektorowy.

a) Uzasadnij, ze f jest endomorfizmem.

b) Wyznacz jadro oraz obraz endomorfizmu f.
Zadanie 3. Rozwazmy dwie macierze:

3.0 4 10 0
A= 0o -1 0o |, B=|0 -1 1
—2 0 -3 00 -1

a) Sprawdz, czy macierze A i B sa podobne.
b) Wyznacz macierz [ + A? + A*. .. + A%,
Zadanie 4. Rozwazmy podprzestrzen liniowsa

V:{(x,y,z)€R3:2x+y—z:0, x—2y+z=0}

przestrzeni R3.  Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (1,—1,1) na pod-
przestrzen V. W przestrzeni R?® przyjmij naturalny iloczyn skalarny.
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Zadania egzaminacyjne

Zadanie 5. Wyznacz wszystkie wartosci parametru a € R, dla ktérych macierz

a—1 1 -1
A= 1 1 —a
-1 —a 4

ma tylko nieujemne wartosci wlasne.

Egzamin z algebry liniowej — 10.02.2011
Automatyka i Robotyka — termin II

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Na ptaszczyznie zespolonej zaznacz zbior:

{GC T < ! <7T}
z o <arg —— < — ».
6 g(z+z’z)2 4

Zadanie 2. W zbiorze Z = Q\ {1} wprowadzamy dziatanie % okreslone wzorem
a*xb=a+b— ab. Sprawdz, czy struktura (Z,*) jest grupa.

Zadanie 3. Wyznacz macierz Jordana endomorfizmu F' : Il 3 f — [+ [/ € Il,.

Zadanie 4. Wyznacz wartosci parametru a € R, dla ktorych uktad rownan

r+y=—a(l+y)
20 +y =ax —2
20 +ay=1—a

posiada niezerowe rozwiazanie.

Zadanie 5. Wyznacz rzut ortogonalny macierzy u* = _12 _21 1 } na pod-

przestrzen {[z [Z 2} ca,b,c,d e R} przestrzeni R?*3.  Przyjmij iloczyn

2" 3
skalarny [a;;] o [bi;] = D> aijbi;
i=1j=1
Egzamin z algebry liniowej — 24.02.2011
Automatyka i Robotyka — termin III

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Dnia 10 lutego 2011 roku studenci pierwszego roku jednej z krakowskich
uczelni zdawali pisemny egzamin z algebry liniowej. Kazdy ze studentéw uzyskat
inna liczbe punktow. W grupie zdajacych wprowadzono dwa dziatania: ry, ktére
z dwoch os6b wybiera te, ktora uzyskata lepszy wynik z egzaminu oraz ro, ktére
z dwoch oséb wybiera osobe mtodsza (decyduje numer PESEL).

a) Sprawdz, czy struktura algebraiczna ztozona z powyzszej grupy studentéw
oraz dziatania r; jest grupa?
b) Sprawdz rozdzielno$é¢ dziatania r wzgledem dziatania rs.

Zadanie 2. Prosta y = ax + b przecina wykres funkcji y = 22° — 2% + 422 +32 — 7
w pieciu réznych punktach (x1,y1), (z2,v2), (£3,93), (24,y4), (x5,ys5). Pokaz,
ze liczba BHE2EEE2EDs pie zalezy od parametréw a i b.
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Zadania egzaminacyjne

Zadanie 3. Niech A € R3*3 bedzie macierza, taka ze

1 -1
2

A+At=1 0
0 1

S O N

Czy macierz A% + (A™1)” jest diagonalizowalna? Odpowiedz uzasadnij.
Zadanie 4. Zbadaj, w zaleznosci od wartosci parametru a € R, wymiar obrazu
endomorfizmu f : R3 — R3 okreslonego wzorem

flzy,z)=(—2z+(-1—a)y+2za —az,—z+ (a+a’)y+ 2).

Zadanie 5. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (1,2,3) na podprzestrzen
liniowa = + y + 2z = 0 przestrzeni R3. Przyjmij naturalny iloczyn skalarny.

Egzamin z algebry liniowej — 03.02.2012
Automatyka i robotyka — termin I

Kazde zadanie nalezy rozwigzaé na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Liczby a,b, c € C to pierwiastki wielomianu f (z) = 32 — 1422 + 2+ 62.

Oblicz
1 1 1

a+3+b+3+c+3

Zadanie 2. Niech R}*™ oznacza zbiér macierzy wymiaru n X m o elementach
nalezacych do zbioru R, = R\ {0}. W zbiorze R?*™ wprowadzamy dzialanie
o okreslone wzorem:

Q11 - Qim biy - bim ainbin - aimbim

Qp1 * Qpm bnl e bnm anlbnl e anmbnm

Czy struktura (R”*™ o) jest grupa abelowa? Odpowiedz uzasadnij.
Zadanie 3. Sposrod rozwigzan rownania

(2> =270) (* = (B+i)z2+2+2i) =0

wybierz te, ktére nalezg do zbioru {z eC:0<Argz < g} .
Zadanie 4. Rozwazmy odwzorowanie liniowe L : R® — R? postaci

L(z,y,z) = (x+ 23z +2z,2).

Czy istnieje baza przestrzeni R3, w ktérej macierz A; odwzorowania L jest dia-
gonalna? Odpowiedz uzasadnij; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz
te baze.

Zadanie 5. W przestrzeni R3*? iloczyn skalarny s okreglono wzorem:

3 3

s ([ag] s b)) =D ) agby.

i=1 j=1
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Zadania egzaminacyjne

Wyznacz rzut ortogonalny wektora

0
u= 1|0
1

S NN O
S O W

na podprzestrzenn V = {A € R¥3: 4 = AT}

Egzamin z algebry liniowej — 09.02.2012
Automatyka i robotyka — termin II

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Niech

50 1 1
A= 26 -2 |,  w= 0
10 7 1

W zbiorze V = {v € R*: (A — 61)v = 0} wprowadzamy dzialanie ® okreslone
wzorem
V1 @ Vg = (UO X ’Ul) — (’UQ X 'LL()),

gdzie x to iloczyn wektorowy. Sprawdz czy: a) dziatanie ® jest wewnetrzne
w zbiorze V; b) dzialanie ® jest przemienne; c¢) dzialanie ® posiada element
neutralny. Czy struktura algebraiczna (V,®) jest grupa?

Zadanie 2. Rozwigz réwnanie

2
(\4/32 (sing+icosg>z+1+i> +24=0

ze wzgledu na niewiadomg z € C.
Zadanie 3. Znajdz rozwigzania ponizszego uktadu réwnan

2 +y—z+t=1
y+3z—-3t=1
r+y+z—t=1

Zadanie 4. Wyznacz wszystkie wartosci parametru a € R, dla ktérych macierz

0 0 1—a?
A= 1 0 1+a?
0 1 —1

jest diagonalizowalna.
Zadanie 5. Na rzeczywistej przestrzeni liniowej V:

V = span {sinz, cos x, x sinx, x cos r }

okreslono odwzorowanie liniowe £ : f — f + f'. Wyznacz ker £, Im L oraz
sprawdz, czy jest to endomorfizm na V; w przypadku pozytywnej odpowiedzi
wyznacz rowniez jego rzeczywiste wartosci wlasne.
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Zadania egzaminacyjne

Egzamin z algebry liniowej — 24.02.2012
Automatyka i robotyka — termin III

Kazde zadanie nalezy rozwigzaé na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Sprawdz, czy zbior G = {(¢,2"):t€ R} wraz z dzialaniem
h((z1,91), (22,92)) = (1 + 22 + 2, 49192) tworzy grupe. Czy jest to grupa abe-
lowa?

Zadanie 2. Rozwigz rownanie 2° — 223 + 2 = 0 ze wzgledu na niewiadomg z € C.

Zadanie 3. Sposrod wielomianéw vy (x) = 2®+222+x—1, vy (v) = 223 +42? — 12,
v3 (1) = 2, vy (7) = 234+22%+2+1 wyznacz te, ktore sg liniowo niezalezne; nastep-
nie uzupeinij je do bazy przestrzeni wielomianow stopnia co najwyzej cztery.

Zadanie 4. Czy macierze

1 2 3 10 0
A=[o02 2|, B=[22 o0
00 —1 32 -1

sa podobne? OdpowiedZ uzasadnij; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyz-
nacz macierz ustalajaca to podobienstwo.

Zadanie 5. Wyznacz dtugo$¢ wektora /@ , gdzie A to punkt w ktérym prosta
[ % = y+1 = %5 przecina plaszezyzme m : 4(x+1) + 2y + 6z = 0, a
B to rzut ortogonalny, w sensie naturalnego iloczynu skalarnego przestrzeni R3,

wektora u = (1, —1, 6) na podprzestrzeni liniowa {(z,y, 2) € R®: 2zx+y+32z = 0}.
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