Rozdzial 1

Elementy logiki matematycznej i teorii
mnogosci

1.1. Zdania logiczne

Wyrazenie, ktéremu w sposéb jednoznaczny (bezdyskusyjny, niezalezny od
miejsca i chwili wypowiadania, niezalezny od podmiotu, ktéry je wypowiada)
mozemy przypisa¢ jedng z dwoch ocen — prawde (ozn. 1) lub fatsz (ozn. 0) — nazy-
wamy zdaniem logicznym. 7 kilku zdan logicznych, przy pomocy funktoréw
zdaniotwérczych, mozemy tworzyé kolejne zdania logiczne (zlozone). Negacja
o~ (czyt. ,nieprawda, ze...”) jest funktorem zdaniotworczym jednoargumentowym
wyrazajacym zaprzeczenie danego zdania logicznego. Alternatywa V" (czyt. ...
lub ...”), koniunkcja A" (czyt. .. 1 ..”), implikacja =" (czyt. jezeli

to ...”) oraz réwnowazno$é <7 (czyt. ... wtedy i tylko wtedy, gdy ...”)
to podstawowe funktory zdaniotwércze dwuargumentowe. Wartosci logiczne zdan

utworzonych przy pomocy tych funktorow okresla Tabela 1.

Plq|pPANqg|pVqg|p=q|P=(Q

010 0 0 1 1

110 0 1 0 0

01 0 1 1 0

1)1 1 1 1 1
Tabela 1.

Przyktad 1.1. Wyrazenie ,Dzi$ jest czwartek” nie jest zdaniem logicznym, gdyz
jego warto$c¢ logiczna zalezy od dnia w ktorym jest wypowiadane. Wyrazenie ,Jezeli
dzis jest czwartek, to jutro jest pigtek” jest zdaniem logicznym; jest to zdanie
prawdziwe.



1.1. Zdania logiczne

Cwiczenie Czy wyrazenie Jezeli dzis jest czwartek, to jutro jest poniedziatek jest
zdaniem logicznym?

1.1.1. Tautologie

Zdanie logiczne (ztozone), ktére jest prawdziwe niezaleznie od wartosci
logicznych przyjmowanych przez zdania, ktore go tworza, nazywamy tautologig.

Podstawowe tautologie (p, ¢, 7 — dowolne zdania logiczne):

e prawo wylgczonego Srodka:
pV(~p);
e prawo podwojneqo przeczenia:
(~ (~p) < p;
e prawo przemiennoSci alternatywy:
(pVa)=(qgVp);
e prawo przemienno$ci koniunkcji:
(pAq) < (gAD);
e prawo rozdzielnosci koniunkcji wzgledem alternatywy:
(pVa) Ar) = ((pAT)V(gAT));
e prawo rozdzielnosci alternatywy wzgledem koniunkcyi:
(pAg)vr) e ((pVr)A(gVr));
e zaprzeczenie koniunkcji (pierwsze prawo de Morgana)
(~(Arg) e (~p)VI(~a);
e zaprzeczenie alternatywy (drugie prawo de Morgana):
(~(Va) e (~p)A~a));
e zaprzeczenie implikacyi:
(~(p=4q) = @A(~9);

e prawo kontrapozycji:
=9 (~q=(~p);

e prawo ,nie wprost”:

(p=q) = ((pA(~q)=(~p).



1.2. Kwantyfikatory

1.1.2. Formy zdaniowe

Formg zdaniowg nazywamy takie wyrazenie, w ktérym wystepuje zmienna i
ktore staje sie zdaniem logicznym, gdy w jej miejsce podstawimy dowolny element
pewnego zbioru, zwanego dziedzing formy zdaniowej.

Przyklad 1.2. Wyrazenie ,Dzis jest czwartek” mozna traktowac jak forme zda-

niowq zmienne] ,dzis” — jej dziedzing jest zbior wszystkich dat. Podstawiajgc za
zmienng ,dzis” na przyktad date 05.10.2010 otrzymujemy zdanie logiczne fatszywe.

Przyktad 1.3. Wyrazenie 22 + 2x > 0 jest formq zdaniowq, ktérej dziedzing jest
zbior wszystkich liczb rzeczywistych. Podstawiajgc za x dowolng liczbe z przedziatow
(—o0, —2) lub (0,00) otrzymujemy zdanie prawdziwe.

1.2. Kwantyfikatory

I[stnieja dwa podstawowe rodzaje kwantyfikatorow:
V — dla kazdego (ang. for All), 3 - istnieje (ang. there Exists);
wprowadza sie rowniez ich wersje ,,wykrzyknikowe”:
V! — dla prawie wszystkich, d! — istnieje doktadnie jeden.

Kwantyfikatory forme zdaniowg przeksztatcaja w zdanie logiczne.

Przyklad 1.4. Wyrazenie Vo € R 2* + 2x > 0 jest zdaniem logicznym (falszy-
wym); podobnie, wyrazenie Ix € R : 22 + 2x > 0 jest réwniez zdaniem logicznym
(prawdziwym,).

1.2.1. Prawa zdan zawierajacych kwantyfikatory

Niech p(z) oraz q(x) beda dowolnymi formami zdaniowymi zmiennej = (w

ponizszych wyrazeniach symbol ;" czytamy ,taki ze”):

~ (Vx p(2)) & (Fz: (~p(2)))

~ (Fr:p(z)) & (Vo (~p(2)))

(Vz (p(z) Ag(z))) & (Vo p(z)) A (Vo q(2)))
(Fz: (p(x) Va(r)) & (Br:p(x) Vv (Fr:q(x)))
(Vo p(x)) VvV (Vo :q(z)) = (Vz (p(z)Vq(z)))
(Fz: () Ag(2)) = (Bz:p(@) A (Fr:q(x)))

Ponadto, jezeli p (x,y) jest dowolng forma zdaniowa zmiennych x,y to

o (Jz:Vyp(z,y)= VyIz:p(z,y)).

Cwiczenie Skonstruowacé przyktady zdan pokazujacych, ze w trzech ostatnich punk-
tach implikacji nie mozna zastapi¢ rownowaznosciami.



1.3. Zasada indukcji matematycznej

Przyklad 1.5. Zaprzeczeniem zdania

n+1 1
3 N : > S
Ve > 0dng € Vn > ng 57— 3 2’_6
jest zdanie
n—+1 1
de>0:Vng e N3In>ng: 2n—3_§‘ €

1.3. Zasada indukcji matematycznej

Twierdzenie 1.1. Jezeli tunerdzenie, w ktorym mowa o liczbach naturalnych, jest
prawdziwe dla pewnej liczby naturalnej ng oraz z zaloZonej prawdziwosci tego
tunerdzenia dla liczby naturalnej n wiekszej od ng wynika jego prawdziwosé dla liczby
n + 1, to twierdzenie to jest rowniez prawdziwe dla kazdej liczy naturalnej wiekszej
od ny.

Przyktad 1.6. Chcemy wykazaé, zZe dla kazdej liczby naturalnej n:
|sinnx| < n|sinx|. (T (n))

Twierdzenie T (1) jest prawdziwe. Zaldzmy wiec, Ze warunek T (n) jest spelniony i
na tej podstawie chcemy wykazaé prawdziwosé warunku T (n + 1):

lsin(n+ 1) x| < (n+1) [sinz].
Otrzymujemy
|sin (n 4+ 1) x| = [sin (nx 4+ z)| = |[sinnz cos x + cosna sin x| < (1.1)
< |sinnx cos x| + |cosnxsinz| < |sinnz| + [sinz| < ... (1.2)
wykorzystujgc teraz zaloZenie indukcyjne T (n), dostajemy
. <nlsinz| + [sinz| = (n+ 1) |sinz]|.

Na podstawie indukcji matematycznej wnioskujemy, Ze warunek T (n) jest spetniony
dla kazdej liczby naturalne;.

1.4. Elementy teorii zbiorow

Zbior oraz przynaleznosé do zbioru to pojecia pierwotne i jako takie nie wyma-
gaja definicji. Zbior, ktory nie zawiera zadnego elementu oznaczamy przez & i nazy-
wamy zbiorem pustym. Zbior, ktorego elementami sg liczby nazywamy zbiorem
liczbowym. Przyjmujemy nastepujaca notacje: N - zbior liczb naturalnych (bez
zera), 7 - zbior liczb catkowitych, Q - zbidr liczb wymiernych, R - zbior liczb rzeczy-
wistych, C - zbidr liczb zespolonych.

Uwaga: nalezy odroznia¢ element zbioru od zbioru ztozonego z jednego elementu
(tzw. singletonu):

x # {x}, ale  z e {x}.
W szczegblnodei, zbiér {@} zawiera jeden element; jest nim zbiér pusty (ktory nie
zawiera zadnego elementu).



1.4.1. Dzialania na zbiorach

Niech X bedzie dowolnym zbiorem niepustym, a A i B dowolnymi jego podzbio-
rami. Miedzy zbiorami A i B mozemy wprowadzi¢ nastepujace relacje (zaleznosci):

suma zbiorow: AUB ={re X :x€ AVzxe B}
iloczyn zbiorow: ANB={xe€ X:x€ ANz € B}
roznica zbiorow: A\B ={r € X :x € ANz ¢ B}
réznica symetryczna zbiorow: A+ B = (A\B) U (B\A)
dopetnienie zbioru: A’ ={x € X :x ¢ A}

inkluzja (zawieranie): A C B< (xr € A=z € B)
rowno$é zbiorow: A= B << (AC BAB C A)

1.4.2. Iloczyn kartezjanski zbiorow

Niech x € X oraz y € Y beda dowolnymi elementami niepustych zbiorow
X,Y. Parg uporzadkowana (x,y) nazywamy zbiér dwuelementowy {z,{z,y}}.
Tlloczynem kartezjanskim zbioréw niepustych A, B nazywamy zbior wszystkich
par uporzadkowanych, ktérych pierwszy element nalezy do A, a drugi do B, tj.

Ax B={(z,y):x € ANy € B}.
Definicje iloczynu kartezjanskiego dwdch zbioréw mozna w sposéb naturalny
rozszerzy¢ na dowolna, rowniez nieskonczona, liczbe zbioréw:
Ay x oo x Ay ={(ar,...,an) 0, €A; (i=1,...,n)},

jednoczesnie przyjmujemy nastepujaca konwencje: A X --- X A (n razy) oznaczamy
jako A™; w szczegolnosci R x R = R2, N x N x N = N3, [0,1] x [0,1] = [0,1]?, itp.
Przyktad 1.7. Niech A= {A,A,V,V} oraz B ={0,1}. Wowczas

Ax B ={(A,0),(A,1),(a,0),(4,1),(v,0),(v,1),(v,0),(v,1)}.
Podstawowe wlasno$ci dziatan na zbiorach:
(ANB) =AUB,
(AUB) =A'NB,
(ANB)UC =(AUuC)N(BUC),
(AUB)NC =(AnC)u(BN(C),
A\(B\C) = (A\B) U (AN C),
(A) = A,
ACcB& B CA,
(AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND),
(AxB)U(CxD)cC (AuC)x (BUD).
Przyktad 1.8. Uzasadnimy réownosé: A\ (B\C) = (A\B)U(ANC).
Mamy:

reA\(B\C)<e (re AN~ (zeB\C)& (re AN~ (xeBAx &)
SreAN(x¢gBVvrel)e (rcANx¢B)V(re ANz e ()
sreABVreAnCerxe (AB)UANC)

co nalezato wykazac.



