Rozdzial 2

Podstawowe struktury algebraiczne

2.1. Dzialania wewnetrzne

Niech X bedzie zbiorem niepustym. Dowolng funkcje h : X x X — X nazywamy
dzialaniem wewnetrznym w zbiorze X. Dziatanie wewnetrzne, jak kazdg funkcje,
mozemy okresla¢ na wiele sposobdéw:

e stownie: w grupie studentéw jednej z krakowskich uczelni uczeszczajacych regu-
larnie na intrygujacy wyktad z algebery liniowej (zaktadamy, ze jest to zbi6r nie-
pusty) wprowadzamy dziatanie, ktore z pary elementéow wybiera element mtodszy
(decyduje numer PESEL);

e graficznie: aby zdefiniowac funkcje h : N x N — N wystarczy w uktadzie XY Z
zaznaczy¢ stosowne kropki;

e tabela dziatan: w zbiorze X = {&, #," 4} wprowadzamy dzialanie h:
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na przyktad: h (#,7H) = &; h (X, &) =X,
e wzorem: h:R xR > (z,y) - max {z,y} € R.

2.1.1. Wilasnosci dziatan wewnetrznych
Niech h bedzie dziataniem wewnetrznym w zbiorze X.
Definicja 2.1. Element e € X spetniajgcy warunek
Ve e X h(e,z) =h(x,e) ==z (2.1)

nazywamy elementem meutralnym dziatania h.



2.2. Grupy, pierscienie, ciata

Zaktadajac, ze w zbiorze X dla pewnego dzialania wewnetrznego h istnieja dwa
elementy neutralne e; i e;, mamy:

€1 = h (61,62) = €9.

Stad wynika nastepujace

Twierdzenie 2.1. Jezeli element neutralny istnieje to jest jedyny.

Definicja 2.2. Dzialanie wewnetrzne h : X x X — X nazywamy dziataniem
tgcznym, jezeli

Ve, y,z € X h(xz,h(y,2)) =h(h(x,y),z2). (2.2)

Definicja 2.3. Dzialanie wewnetrzne h : X x X — X nazywamy dziataniem
przemiennym, jezeli

Ve,ye X h(x,y)=h(y,x). (2.3)

Niech h: X x X — X bedzie dzialaniem wewnetrznym o elemencie neutralnym e.

Definicja 2.4. Jezeli dla elementu x € X istnieje element © € X spelniajgocy
warunek

h(Z,z) =h(x,T)=¢

to element T nazywamy elementem symetrycznym dla elementu v wzgledem
dziatania h.

Zatézmy, ze T1,To sa dwoma elementami symetrycznymi dla elementu = wzgle-
dem dzialania tacznego (!) h o elemencie neutralnym e. Wowczas

fl = h(e,3~:1) = h (h (352,$) ,fl) = h (EEQ, h (QT,fl)) = h(fz,e) = EEQ,

skad wynika nastepujace

Twierdzenie 2.2. Jezeli dzialanie wewnetrzne jest lgczne oraz posiada element
neutralny to kazdy element posiada co najwyzej jeden element symetryczny.

Przyktad 2.1. Rozwaimy ponownie grupe krakowskich studentéow uczeszczajgcych
na wyktad z algebry liniowe). Latwo sprawdzié, zZe wprowadzone w tym zbiorze
dziatanie jest lgczne 1 przemienne. FElementem neutralnym wzgledem tego dziata-
nia jest nagstarszy element; jest on jednoczesniej jedynym elementem, ktory posiada
element symetryczny; jest nim on sam.

2.2. Grupy, pierscienie, ciala

Niech G bedzie dowolnym zbiorem niepustym, a h : G x G — G dzialaniem
wewnetrznym w G.

Definicja 2.5. Pare (G, h)nazywamy grupaq, jezeli:

e dziatanie h jest lgczne;
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2.2. Grupy, pierscienie, ciata

e dziatanie h posiada element neutralny;
o kazdy element G posiada element symetryczny wzgledem dziatania h w G.

Jezeli dzialanie h jest przemienne, to grupe (G,h) nazywamy grupg abelowq
(przemienng,).

Przyktad 2.2. Kazda z ponizszych struktur jest grupg:

a) (Z,+), tj. zbior liczb calkowitych z dziataniem dodawania liczb; elementem neu-
tralnym jest e = 0, elementem symetrycznym dla dowolnej liczby z € 7 jest liczba
Z = —z (nazywana w tym przypadku elementem przeciwnym);

b) (R\{0},:), tj. zbidr liczb rzeczywistych bez zera z dzialaniem mnozenia liczb;
elementem neutralnym jest e = 1, elementem symetrycznym dla dowolnej liczby
r € R\ {0} jest liczba 7 = % (nazywana w tym przypadku elementem odwrotnym);

C) (Zum, +moam) , gdzie, dla ustalonej liczby naturalnej m, Z,, = {0,1,...,m — 1}
oraz dla a,b € Zy, (a+0b),04m (czyt. a+ b modulo m) to reszta z dzielenia
a+bprzezm (np. (2+5),.46 = Tmods = 1). Elementem neutralnym wzgledem
dziatania +medm jest e = 0; elementem symetrycznym dla n € Z,,\ {0} jest
n=m-n;0=0;

d) (B(X),o0), tj. zbior bijekcji okreslonych na niepustym zbiorze X o wartosciach
w X, z dzialaniem skladania odwzorowan: (fog)(x) = f(g(x)), dla z € X.
Elementem neutralnym jest funkcja identycznosé idx : X > z — x € X,
elementem symetrycznym dla bijekcji f jest funkcja do niej odwrotna f=!
(réwniez bijekcja — zob. Wyklad z analizy matemtycznej).

Grupy z punktow a), b) i ¢) sq abelowe; grupa z punktu d), w przypadku, gdy zbior
X liczy wiecej niz dwa elementy, nie jest abelowa.

Niech teraz h; i hy beda dwoma dziataniami wewnetrznymi w niepustym zbiorze G.
Definicja 2.6. Strukture (G, hq, he) nazywamy ciatem, jezeli:

e (G, hy) jest grupg abelowq, tj.
a) dzialanie hy jest tgczne;
b) dzialanie hy posiada w G element neutralny e;;
c) kazdy element G posiada element symetryczny wzgledem dziatania hy;
d) dzialanie hy jest przemienne;
o (G\{ei}, he) jest grupa abelowq, tj.
e) dzialanie hy jest lgczne;
f) dziatanie hy posiada w G\ {e1} element neutralny;
g) kazdy element G\ {e1} posiada element symetryczny wzgledem dziatania ha;
h) dzialanie hy jest przemienne;
e dziatanie hy jest rozdzielne wzgledem dziatania hy, tzn.

Ve,y,z € G ho (2, hy (y, 2)) = hy (he (z,y) , ha (2, 2)) . (2.4)

Jezeli struktura (G, hy, he) spelnia wszystkie warunki Definicji 2.6, za wyjgtkiem
warunku g) to strukture te nazywamy pierécieniem.
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Zauwazmy, ze oznaczajac dziatanie hy przez ,+7, a dzialanie hy przez .7, tzn.:
hi(z,y)=z+y,  h(zy)=z-y,
warunek (2.4) przyjmuje dobrze znana postac:
Va,y,z € G r-(y+z2)=z-y+z-z

Przyklad 2.3. Niech I oznacza zbior wszystkich wielomianow o wspétczynnikach
rzeczywistych.:

H:{x—>anx"+an_1x”_1+...+a1x+a0:aiE]R (izO,...,n),neN}.

Latwo sprawdzié, Ze struktura (I1,+,-), gdzie + oraz - to naturalne dzialania do-
dawania i mnozenia wielomiandw, jest pierscieniem; warunek g) nie jest spetniony,
gdyz odwrotnosé wielomianu na ogdél nie jest wielomianem (kiedy jest?).

Przyktad 2.4. Kazda z ponizszych struktur jest cialem (Cwiczenie):

o (R,+,:), gdzie + oraz - to naturalne dziatania dodawania i mnozenia liczb;

e (Q[r],+,-), gdzier € R\Q oraz Q[r] = {z+ry:x,y € Q}, a + oraz - to
naturalne dziatania dodawania © mnozenia liczb;

o (L(R),+,0), gdzie LR) ={f:R>2 —ax € R:a € Q} oraz + i o to natu-
ralne dziatania dodawania oraz sktadania funkcji.

Przyktad 2.5. Na zakonczenie wykazemy, ze zbiér R? z dziataniami dodawania i
mnozenia okreslonymi ponizej:

(z1,91) + (v2,y2) = (21 + T2, 91 + Y2)
($1a yl) ) ($27?/2) = ($1$2 — Y1Y2, T1Y2 + x2y1)

rowniez jest ciatem. Warunki a) oraz d) Definicji 2.6 sq oczywistymi konsekwen-
cjami lgcznosci oraz przemiennosci dodawania liczb; warunki e), g) oraz rozdziel-
no$é - wzgledem + sprawdzamy bezposrednimi prostymi rachunkami (lewa=prawej).
Wprost z definicji dziatania + wynika, ze e, = (0,0) jest jego elementem neutral-
nym, natomiast elementem symetrycznym (w przypadku dziatania oznaczanego +
nazywany elementem przeciwnym) dla elementu (z,y) jest (—z, —y). Rozwigzujgc

uktad rownan
{ e —Yyes =T

Trey +yer =y
ze wzgledu na niewiadome ey, es, znajdziemy element neutralny e. = (e1,es) dla
dziatania -. Po prostych rachunkach otrzymujemy e. = (1,0) . Podobnie, rozwigzujgc
uktad rownan L
zr —yy =1
{ xy +yr =0

ze wzgledu na niewiadome T,y znajdziemy element symetryczny (T,y) (w przypadku
dzialania oznaczanego - nazywany elementem odwrotnym) dla dowolnego nieze-
rowego elementu (x,y). Po prostych rachunkach otrzymujemy:

(T —y
= <x2+y2’x2+y2>'




