Rozdzial 4

Wielomiany — podstawowe wiadomosci

Funkcje postaci

f(8)=ans" +ap 18"+ ... +as+ag (4.1)
gdzie n € N, a; € R (i=0,...,n), a, # 0 nazywamy wielomianem rzeczy-
wistym stopnia n; jezeli wspétczynniki a; (i =0,...,n) przyjmuja wartosci ze-

spolone, to funkcje te nazywamy wielomianem zespolonym. Stopien wielomianu
f oznaczamy jako deg f (ang. degree).

4.1. Miejsca zerowe wielomianu

Kazda liczbe so € C dla ktérej f(sg) = 0 nazywamy miejscem ze-
rowym (zerem, pierwiastkiem) wielomianu f. Latwo wykazaé, ze kazdy wielomian
rzeczywisty nieparzystego stopnia ma co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty.
Prawdziwe jest rowniez, duzo trudniejsze do wykazania, nastepujace

Twierdzenie 4.1 (Zasadnicze twierdzenie algebry, Gauss 1799). KaZdy
wielomian (zespolony) dodatniego stopnia ma miejsce zerowe.

Twierdzenie to w potaczeniu z ponizszym twierdzeniem (tzw. twierdzeniem
Bézout; nie jest ono autorstwa Bézout, ale pod taka nazwa jest znane) odgrywa
kluczowa role w wielu dzialach matematyki.

Twierdzenie 4.2. Jezeli sy jest pierwiastkiem wielomianu f oraz deg f > 0, to
wielomian ten dzieli sie bez reszty przez wielomian s — sg; wielomian f mozna
wowczas zapisaé w postaci

f(s)=(s—=s0)g(s),

gdzie g jest pewnym wielomianem stopnia deg f — 1.
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4.2. Wzory Viete'a

Z powyzszych twierdzen wynika, ze kazdy wielomian stopnia n > 0 ma
doktladnie n pierwiastkéw (liczac z krotnosciami); oznaczajac te pierwiastki przez
S1y- -+, 8n, wielomian (4.1) mozemy zapisa¢ w postaci iloczynowe;

f(s)=an(s—5s1) - (s—8u). (4.2)

Jezeli f jest wielomianem rzeczywistym, to dla dowolnej liczby s € C mamy f (s) =
f (8); oznacza to miedzy innymi, ze jezeli liczba zespolona jest zerem wielomianu
rzeczywistego, to liczba do niej sprzezona réwniez. 7 twierdzenia Bézout wynika
wiec, ze jezeli sg jest zespolonym nierzeczywistym pierwiastkiem wielomianu f to
wielomian ten dzieli si¢ bez reszty przez trojamian kwadratowy s> —20Re (sq) s+ |So|21

f(s) = (s* —2Re (s0) s + |30|2) g(s),

gdzie g jest pewnym wielomianem, takim ze deg g = deg f — 2.

W przypadku gdy wielomian (4.1) jest rzeczywisty, kazde dwa czynniki jego
rozkladu (4.2) zawierajace pierwiastki parami sprzezone, tj. s —s; oraz s —5;, moga
zosta¢ wymnozone. Otrzymamy woéwcezas rozktad dowolnego wielomianu rzeczy-
wistego na iloczyn wielomianow rzeczywistych stopnia pierwszego oraz tréjmianow
kwadratowych nierozktadalnych (tzn. o ujemnym wyrdzniku):

F(8)=an(s—s)" (s —s0)™ (s> + 15 + B1)k1 (Pt ars+ ﬁr)kr :

gdzie s; € R (i=1,....m); a,; € R (i=1,...,r);degf =l + ... + ln +
2(ki+ ...+ k).

Definicja 4.1. Liczba sy jest pierwiastkiem k—krotnym wielomianu f jezeli wielo-
mian f mozna przedstawié w postact

ale nie w postaci

g jest wielomianem.

4.2. Wzory Viete’a

Niech f bedzie wielomianem (rzeczywistym lub zespolonym) stopnia n > 0
postaci

f(s):an8n+an—15n_1+...+(l18+a0:an(S—Sl)...(S_Sn)'

Ponizsze wzory ustalajg zwigzki pomiedzy wspotczynnikami wielomianu f, a jego
pierwiastkami:

—Gn—1
81+32‘|‘"‘+Sn_1+8n:#

Qan
an—2
an

8182 + -+ 518, +S283+ -+ 828, + -+ Sp_15, =

$183 -8y = (—1)"9%e

an
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4.3. Réwnania algebraiczne

4.3. Réwnania algebraiczne

Roéwnanie postaci
ant" +an 12" M+ gt ag =0, a,#0 (4.3)

nazywamy réwnaniem algebraicznym stopnia n. Zauwazmy, ze réwnanie (4.3)
jest uogdlnieniem réwnania 2" = ¢, ktérego rozwigzanie byto trescia poprzedniego
wyktady (zob. Rozdzial 3, Podrozdzial 3.3). Z poprzednich rozwazan wynika, ze
réwnanie (4.3) ma zawsze n rozwiazan (liczonych z krotnosciami).

4.3.1. Réwnania algebraiczne stopnia pierwszego

Dla n =1 jedynym rozwigzaniem réwnania (4.3) jest zo = —¢2.

4.3.2. Roéwnania algebraiczne stopnia drugiego

Dlan = 2 lewa strong réwanania (4.3) mozemy sprowadzi¢ do postaci kanonicznej

2 2
) a a? ay a? — dasag
X" +axr +ag=as | T+ — —— +ay=ag | T+ — _—.
4&2 2@2 4@2

W przypadku, gdy wyréznik A = a? — dasag jest rzeczywisty i nieujemny, rozwiaza-
nia réwnania (4.3) mozemy wyrazi¢ w postaci

—a; — /a2 — 4asay —ay + /a2 — 4asag
2a2 .

xr = To =
2a2 ’

Jezeli wyréznik A = a? — 4asag jest ujemny rozwiazania te przyjmuja postaé

—ay — iv/4asay — a? —ay + iv/4asay — a?

I = To =
2a9 ’ 2ay

W ogdlnym przypadku, przyjmujac ze /A = {§, =4} mamy

—a1—5 —CL1+5
T = ——"7", Ty = ——.

2as 2ay

4.3.3. Rownania algebraiczne stopnia trzeciego

Aby uzyskaé ogdlne wzory na rozwigzania rOwnania algebraicznego stopnia trze-
ciego wygodnie jest przyjac, nie tracgc ogodlnosci, ze az =1 :

3+ asx® + a1z + ap = 0. (4.4)

Dokonujac podstawienia x = y — A (A € C jest tu parametrem; y to nowa zmienna)
rownanie (4.4) przeksztatcamy do postaci

0=(y—N’+a(y—= N’ +ar(y—A) +aq (4.5)
=y° + % (a2 — 3)\) +y (3N — 242X + a1) — N> + ax\? — @\ + ao.
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Przyjmujac A = % réwnanie (4.5) przyjmuje postac

v +yp—q=0, (4.6)

al—ag 9a1a2—27ao—2a§

. 3 . . . .
gdzie p = —5—2,q = 5 . Dokonujac kolejnego podstawienia y = z — 2,
po prostych przeksztalceniach réwnanie (4.6) prowadzi do réwnania

1
(%) = ¢2* - 577 =0,

ktoére jest réwnaniem algebraicznym stopnia drugiego wzgledem niewiadomej w = 23

2 3
w” —quw — —p° = 0.
q 27]7
Roéwnanie to potrafimy juz rozwiazaé uzyskujac poszukiwane rozwiazania dowolnego
rOwnania algebraicznego stopnia trzeciego — tzw. wzory Cardano.

4.3.4. Roéwnania algebraiczne stopnia czwartego

Podobnie jak w przypadku réwnan algebraicznych stopnia pierwszego, drugiego
i trzeciego, istnieja ogdlne wzory (uzyskane przez Ferrari, skradzione i opublikowane
przez Cardano w Ars Magna w 1545 r.) pozwalajace wyznaczaé analityczng postaé
dowolnego réwnania stopnia czwartego.

4.3.5. Réwnania algebraiczne stopnia n > 5

Dla réwnan algebraicznych stopnia n > 5 wykazano, ze podanie ogélnych wzorow
na ich rozwigzania wykorzystujacych wytacznie dziatania dodawanie, odejmowanie,

mnozenie, dzielenie oraz pierwiastkowanie nie jest mozliwe (prace Abela, Ruffiniego,
Galois’a)!

Ciekawostka Liczba bedaca rozwiazaniem roéwnania algebraicznego o catkowitych
wspélezynnikach nazywana jest liczbg algebraiczng. Na przyktad /2, jako
rozwigzanie réwnania s — 2, jest liczba algebraiczna; z kolei liczby 7, e czy 2v2
nie sg liczbami algebraicznymi (dowody ich niealgebraicznosci sa bardzo trudne).
Zbiér wszystkich liczb algebraicznych (a jest ich przeliczalnie wiele), z naturalnymi
dziataniami dodawania oraz mnozenia liczb, tworzy ciato.



