Rozdziatl 5

Przestrzenie liniowe

5.1. Dzialania zewnetrzne

Niech X oraz F' bedg dwoma zbiorami niepustymi. Dowolng funkcje D : FFx X — X
nazywamy dzialaniem zewnetrznym w zbiorze X nad zbiorem F'.

Przyktad 5.1. Niech B(A) oznacza zbior wszystkich bijekeji f : A — A. Funkcja
D :Nx B(A) = B(A) okreslona wzorem

D(n,f)y=fo...of,

Xn

gdzie o oznacza sktadanie odwzorowan, jest dziataniem zewnetrznym w B(A) nad

N.

Przyktad 5.2. Niech F(A,R) oznacza zbior wszystkich funkcji okreslonych na
zbiorze A i majgcych wartosci w R. Funkcja D : RxF (A,R) — F (A, R) okreslona

wzorem
D(a, f)=af
jest dziataniem zewnetrznym w F (A,R) nad R.

5.2. Przestrzen liniowa (wektorowa)

Niech (F, 4+, -) bedzie ciatem (mozemy mysle¢, ze jest to ciato liczb rzeczywistych
lub zespolonych) oraz niech X bedzie dowolnym zbiorem.

Definicja 5.1. Trijke (X, ®, ®) nazywamy przestrzeniag wektorowq (liniowq)
nad ciatem (F,+,-) jezeli:

(a) @ jest dziataniem wewnetrznym w X, takim Ze struktura (X, ®) jest grupg abe-
lowq;

25



5.2. Przestrzen liniowa (wektorowa)

(b) © jest dzialaniem zewnetrznym w X nad ciatem F, takim Ze réwnosci:
a® @y =(0r)d(a0y);
(a+p)or=(a0r)®(BO);
a®Bor)=(ap)o;
o lOzr=2x
zachodzq dla dowolnych x,y € Y oraz o, 5 € F.

Elementy przestrzeni wektorowej nazywamy wektorami; elementy ciata nazywamy
skalarami.

Przyklad 5.3. Kazda z ponizszych struktur jest przestrzeniq wektorowg nad po-
danym ciatem:

a) (R, +,-) nad cialem R z naturalnymi dzialaniami dodawania wektoréw oraz
mnozenia wektora przez liczbe:

d
("L‘lv"'vmn)—i_(yh'";yn):f(x1+y17"'7xn+yn)7

d
oz-(xl,...,xn):f (v, ..., axy,);

b) (C,+,-) nad cialem R z naturalnymi dzialaniami dodawania oraz mnozenia liczb;

c) (C,+,:) nad cialem C z naturalnymi dziataniami dodawania oraz mnozenia liczb
zespolonych;

d) (F(AR),+,) nad cialem R z naturalnymi dzialaniami dodawania funkcji oraz
mnozenia funkcji przez liczbe.

Przyklad 5.4. Ponizsze struktury nie sq przestrzeniami wektorowymi nad po-
danymi ciatama:

a) (R,+,) nad cialem C z naturalnymi dziataniami dodawania oraz mnozenia liczb;
b) (R™, +,-) nad ciatem R z dzialaniami zdefiniowanymi ponizej:

(1, xn) + Wy Un) = (X1 4+ Y1y T+ Yn)
a-(zy,...,x,) = (az1,0,...,0);

c) {f:R—=R: f(0)=1} nad cialem R z naturalnymi dziataniami dodawania
funkcji oraz mnozenia funkcyi przez liczbe.

bLatwo wykazaé, korzystajac z Definicji 5.1, ze w dowolnej przestrzeni wektorowej
(X, +, ) nad cialem F' prawdziwe sa nastepujace zaleznosci:

o O-z=a-0=0;
e a-x=0=a=0Iubx=0;
e —(a-2)=(-a) z=a-(-2)

dla dowolnych x € X, a € F.

Uwaga W powyzszych warunkach wystepuja dwa rozne zera — jedno to element
neutralny dla dodawania w grupie (X, +), drugie to element neutralny dla dodawa-
nia w grupie (F,+). Podobnie, znaki ,—” wystepujace w ostatnim warunku to dwa
rézne minusy — pierwszy oznacza element przeciwny dla elementu grupy (X,+),
drugi wskazuje element przeciwny w grupie (F,+).
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5.3. Podprzestrzen liniowa

5.3. Podprzestrzen liniowa
Niech (X, +,-) bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem F' oraz niech Y C X.
Definicja 5.2. Jezeli zbior Y oraz dziatania + 1 - przestrzeni X speiniajg warunki:

e ycY=zx+4+ycy;
eacF reY=a-xeyY,;
o Y £U

to trojke (Y, 4+, ) nazywamy podprzestrzeniq liniowq przestrzeni (X, +, ).
Warunki z powyzszej definicji rownowazne sg ponizszym dwom:

e afeF xyeY=a-x+p-yeY;
e 0cY.

Latwo pokazac, ze kazda podprzestrzen liniowa Y przestrzeni liniowej X jest
przestrzenia liniowa z dzialaniami indukowanymi z przestrzeni X.

Przyktad 5.5. Niech aq,...,a, € R bedg dowolnymi ustalonyms liczbami. Zbior

{(xl,...,xn) eER": > gy = 0}
k=1

z naturalnymi dziataniami dodawania wektorow oraz mnozenia wektora przez liczbe
jest podprzestrzeniq lintowq przestrzeni liniowej z Przykladu 5.3.a.

Przyktad 5.6. Zbior {z € C: aRez + fImz = 0} z naturalnymi dziataniami do-
dawania oraz mnozenia liczb zespolonych jest, dla dowolnych o, € C, pod-
przestrzeniqg lintowq przestrzeni liniowej z Przykladu 5.3.b.

Przyktad 5.7. Zbior {f € F(R,R):Vz f(z) = f(—x)} 2z naturalnymi dziala-
niami dodawania funkcji oraz mnozenia funkcji przez liczbe jest podprzestrzeniq
lintowq przestrzeni liniowej z Przyktadu 5.3.d (dla A =R).

Bezposrednio z definicji wynika, ze zbior pusty tworzy przestrzen liniowa, ale nie
jest on podprzestrzenig liniowa zadnej przestrzeni.

Przyktad 5.8. Niech (X,+,:) bedzie niepustq przestrzenig liniowq.  Wowczas
({0}, +,-) jest najmniejszq (w sensie inkluzji) podprzestrzeniq liniowq przestrzeni
(X, +,-).

5.4. Liniowa niezaleznos¢ wektorow

Niech (X, +,-) bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatem F'.

Definicja 5.3. Powiemy, ze wektory vy, ...,v, € X sq lintowo niezalezne, jezeli
dla dowolnych skalarow oo, ..., o, € F zachodzi implikacja:
a1+ ... +av,=0=a0,=...=qa, =0. (5.1)

Wektory, ktore nie sqg liniowo niezalezne sqg lintowo zalezne.

27



5.5. Baza i wymiar przestrzeni wektorowe;j

Wyrazenie ayvy + . .. + a,v, nazywamy kombinacja liniowa wektorow vy, ..., v,.
Zbior wszystkich kombinacji liniowych wektorow vy, ..., v, przestrzeni wektorowej
X, tj. zbior

span{vy,..., v, } i {Zaivi toa; €F (=1, ,n)}
i=1

tworzy podprzestrzen liniowa przestrzeni X (¢éwiczenie).

Zauwazmy, ze zaprzeczenie warunku (5.1), tj. liniowa zalezno$é¢ wektoréw
vy, ..., Uy, OZNacza, ze przynajmniej jeden z tych wektoréw jest kombinacjg liniowa
pozostatych.

Przyktad 5.9. Aby sprawdzic¢ liniowq zaleinosé wektorow
v =(1,0,-1),v9 = (=1,1,1) ,v3 = (3, —1,—3)
nad ciatem R, nalezy rozwigzaé, wynikajgce z warunku (5.1), réwnanie
ap (1,0,—1) + as (—1,1,1) + a3 (3, —1,-3) = (0,0,0)
ze wzgledu na niewiadome oy, s, az € R. Rownanie to prowadzi do ukiadu réwnan

al—a2+3a3:0
042—063:0 s
—Oé1+062—3063:0

ktorego rozwigzaniem jest: oy = —2t, ay = a3 =t (t € R). Oznacza to, ze warunek
(5.1) nie jest spelniony, czyli badane wektory sq liniowo zaleine. Faktycznie, z
postaci rozwigzania wynika, Ze vy = 2v1 — V3.

5.5. Baza i wymiar przestrzeni wektorowej

Niech vq,...,v, beda ustalonymi wektorami przestrzeni wektorowej X. Jezeli
kazdy element przestrzeni X mozna wyrazi¢ jako kombinacje liniowa wektorow
V1, ..., Uy, tzn. dla dowolnego y € X

Y= QU1 + ...+ ayuy,, (5.2)

dla pewnych «y,...,a, € F, to méwimy, ze wektory wvy,...,v, generuja
przestrzen X. Kazdy liniowo niezalezny uktad (ciag — istotna kolejnosé) wektoréw
przestrzeni wektorowej X generujacy te przestrzen nazywamy bazg tej przestrzeni.
Liczbe elementow bazy przestrzeni wektorowej X oznaczamy dim X i nazywamy
wymiarem przestrzeni wektorowej (). Wspotezynniki ay, ..., a, wystepujace w
réwnaniu (5.2) nazywamy wspoOlrzednymi wektora y w bazie vy, ..., v,.

2 W sytuacji, gdy nie jest jasne nad jakim cialem rozwazamy dana przestrzen liniowa X, jej
wymiar oznaczaé¢ bedziemy dimp X wskazujac, ze jest to przestrzen liniowa nad cialem F'.
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5.5. Baza i wymiar przestrzeni wektorowe;j

Wtlasno$ci bazy przestrzeni wektorowej:

(i) Kazda nietrywialna przestrzen wektorowa posiada baze.

(i) Jezeli wektory wvq,...,v, sq bazq pewnej przestrzeni liniowej, to dla dowol-
nych niezerowych skalarow oo, ..., o, wektory aqvy,...,a,v, rowniez sq¢ baze
tej przestrzen:.

(i) Wszystkie bazy tej samej przestrzeni wektorowej sq rownoliczne.

(iv) Wektory vy, ..., v, n—wymiarowej przestrzeni liniowej sq jej bazq wtedy i tylko
wtedy, gdy sq wektorami liniowo niezaleznymi.

(v) Kazdy uklad wektoréw liniowo niezaleinych przestrzeni wektorowej X moze byé
rozszerzony do bazy przestrzeni X.

Przyktad 5.10. Rozwazmy przestrzen liniowg (R™, +,-) nad cialem liczb rzeczy-
wistych. Dla dowolnego wektora (x1,. .., x,) € R™ mamy:

(21, ..., 2n) = (21,0,...,0) + (0,22,0,...,0) + ...+ (0,...,0,x,)
= 21 (1,0,...,0) + 22 (0,1,0,..,0) + ... + 2, (0,...,0,1) ,

zatem wektory ey = (1,0,...,0),es = (0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1) generujg
przestrzen R™; poniewaz wektory te sq réowniez lintowo niezalezne, wiec stanowiq
one baze przestrzeni R"— jest to tzw. baza kanoniczna. Wniosek: dimR" = n.

Przyktad 5.11. Rozwazmy przestrzen liniowg (C,+,-) nad cialem liczb rzeczy-
wistych. Z postaci kanonicznej liczby zespolonej wynika, Ze kazda liczba zespolona
jest kombinacjq liniowq wektoréw 1,i; wektory te, w rozwazanym przypadku (jaki
to przypadek?), sq liniowo niezalezne, wiec stanowiq baze przestrzeni C. Wniosek:

Przyktad 5.12. Rozwazmy przestrzen liniowg (C,+, ), tym razem nad ciatem liczb
zespolonych. Niech zy # 0 bedzie dowolng liczbg zespolong. Wowcezas dla dowolnej
liczby zespolonej z € C:

Z = QpZp, gdzie cg = zzo_l.

Oznacza to, ze w rozwazanym przypadku zo jest bazq przestrzemi C.  Wniosek:

Waznym wnioskiem wynikajacym z dwéch ostatnich przyktadéw jest to, ze wymiar
przestrzeni wektorowej zalezy od ciala, nad ktéorym przestrzen ta jest
rozwazana.

Przyklad 5.13. Niech Y = {(z,y,2) e R* 12 +y—2=0,2 +y+ 2 =0}. Latwo
wykazaé, ze Y jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni R®; wyznaczmy wiec jej
baze. Rozwigzujgc uklad réwnan wynikajocy z warunku okreslajgcego przynaleinosé
do przestrzeni Y, otrzymamy: v = t,y = —t,z = 0 (t € R). Dowolny element
przestrzeni Y ma wiec postaé: (t,—t,0) = t(1,—1,0). Oznacza to, Ze Y jest jed-
nowymiarowq podprzestrzeniq przestrzeni R3, ktdrej bazq jest wektor (1,—1,0).
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Przyktad 5.14. Niech 11,, oznacza zbior wielomianow rzeczywistych stopnia nie
wigkszego niz n. Latwo sprawdzié, ze struktura (11, +, ), gdzie + oraz - to naturalne
dziatania dodawania funkcji oraz mnozenia funkcji przez liczbe, jest przestrzeniq
wektorowq nad R. Baze tej przestrzeni tworzq jednomiany: 1,x,2%, ..., 2" mamy
wiec: dimIl, =n+ 1.
Niech teraz, dla a € R,

1, (a) ={w e 1l, : w(a) =0}.

Latwo wykazaé, Ze 11, (a) jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni I1,,. Z twierdzenia
Bézout wynika, Ze dowolny element w € 11, (a) mozna zapisaé w postaci

w(z) = (r—a)g(x), (5.3)

dla pewnego g € 1I,,_,. Poniewaz bazq I1,_, sq jednomiany 1,x,2%, ..., 2"}

na podstawie (5.3), wielomian w jest kombinacjq liniowq wielomiandw

, zatem

n—1 (

v—a,x(r—a),2®(x—a),. .., 2" (z—a).

Wielomiany te sq liniowo niezalezne (dlaczego?), zatem stanowiq baze przestrzeni
I1,, (a). Wniosek: dimIl, (a) = n.

Cwiczenie Wyznacz baze przestrzeni II,, (a) w przypadku, gdy a € C\R.



