Rozdzial 6

Macierze

Funkcje, ktéra kazdej parze liczb naturalnych (i,j) (i=1,...,n;j=1,...,m)
przyporzadkowuje doktadnie jedng liczbe a;; € F, gdzie F = R lub F = C, nazywamy
macierza (rzeczywista, gdy F = R, zespolona w drugim przypadku). Macierze za-
pisujemy w postaci prostokatnych tablic:

ay;r a1 ... QAim
as1 Q22 ... QA3

A= S (6.1)
Ap1 Ap2 ... Apm

bedziemy tez stosowaé uproszczong notacje A = [a;;], .. . Macierz (6.1) to macierz
wymiaru nxm — ma ona n wierszy (poziome) i m kolumn (pionowe). Zbiér macierzy
wymiaru n X m o elementach z ciata F bedziemy oznacza¢ F"*"™. Jezeli m = n to
macierz nazywamy macierzg kwadratowgq stopnia n. Macierz zerowa to macierz
zlozona z samych zer: 0 = [0], ., . Macierz kwadratowa, ktorej wszystkie elementy
— za wyjatkiem by¢ moze tych stojacych na przekatnej — sa rowne zero nazywamy
macierzg diagonalng:

a; 0 - 0
diag (a1, ..., an,) = 0

: .. .. 0

0 ... 0 aum

Macierz diagonalng z jedynkami na przekatnej nazywamy macierzg jednostkowaq
(ozn. I):

1 0 0

I = 0
0
0 0 1
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6.1. Dziatania na macierzach

Jezeli wszystkie elementy macierzy kwadratowej stojace pod (nad) przekatna sa
rbwne zero to macierz te nazywamy macierzg tréjkatna gérna (tréjkatna
dolng). Macierze diagonalne sa jednoczesnie tréjkatne gérne i trojkatne dolne.

6.1. Dzialania na macierzach

6.1.1. Dodawania macierzy oraz mnozenie macierzy przez skalar

W zbiorze macierzy F"*" wprowadza sie naturalne dzialania dodawania macierzy
oraz mnozenia macierzy przez skalar:

[ J Jezeh A= [aij]nxm, B = [bij]nxm to A + B = [CLij + sz]
o dlaaelF: oA = |aa;]

Przyktad 6.1. Mamy

230+1—21_311
1 =21 0o 1 2| |0 -1 3

=R

Zbiér macierzy prostokatnych ustalonego wymiaru (mozemy dodawaé tylko te
macierze, ktére maja ten sam wymiar) z dziataniami zdefiniowanymi powyzej jest
przestrzenig wektorowa nad ciatem liczb rzeczywistych.

nxm’

nxm'’

oraz

6.1.2. Mnozenie macierzy

Niech A = [a;;] € F™*, B = [b;;] € F**™. Mozemy woéwczas zdefiniowaé macierz
C = {Cij] e [Fnxm.

Cij = Zaikbkj, (Z = 1, w1 ] = 1, ,m) (62)
k=1

bedaca iloczynem macierzy A i B; ozn. C' = AB.

Uwaga Aby mozna bylo wyznaczy¢ macierz AB, liczba kolumn macierzy A musi
by¢ réwna liczbie wierszy macierzy B.

Przyktad 6.2. Mamy:

2 3 0 ; _02 C[2:143-240(~-1) 2(-2)+3-0+0-1
1 -2 1 T 112241 (—1) 1-(=2)+(=2)-0+1-1

~1 1
[ 8 —4
T -4 -1 |
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6.2. Wyznacznik macierzy

Wtasno$ci iloczynu macierzy:
Zaktadamy, zZe wymiary macierzy A, B,C wystepujgcych w ponizszych warunkach sq
takie, ze wszystkie wyrazenia majg sens.

(i) Dzialanie okreslone wzorem (6.2) jest:
o lgczne: A(BC) = (AB)C;
e rozdzielne wzgledem dodawania: A (B + C) = AB + AC,
e posiada element neutralny — jest nim macierz jednostkowa,
(ii) Na ogdl: AB # BA;
(iii) AB=0+ A=0 lub B =0;
(iv) AB=AC=# B=C.

Cwiczenie Do punktéw (ii)-(iv) podaé stosowne przyklady.

6.1.3. Macierz transponowana

Niech A = [a;;] € F"™*™ bedzie dowolng macierza. Macierz AT € F™*" gdzie

1<

AT = [a]" = [ag4]

nazywamy macierza transponowang.
Kolumny (wiersze) macierz A sa wiec wierszami (kolumnami) macierzy A”.

Wtasnos$ci operacji transponowania macierzy:

e (A+DB)" =AT + BT,
o (@A) =aAT dlaaeF
(AB)" = BTAT | gdzie A, B € F™*,

6.1.4. Macierz sprzezona

Niech A = [a;;] € C™™ bedzie dowolng macierza. Macierz A* € C"™*" okreslona
wzorem

=

A" = [a]*

[@;i]
nazywamy macierza sprzezong.

Wilasno$ci operacji sprzezenia macierzy:

o (A+B) = A+ B
e (aA)"=aA* dlaa € C;
(AB)* = B*A*, gdzie A, B € T,

6.2. Wyznacznik macierzy

6.2.1. Definicja aksjomatyczna

Niech F"*" oznacza zbiér macierzy kwadratowych stopnia n o elementach z ciata

F=RIlubF=C.
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6.2. Wyznacznik macierzy

Definicja 6.1. Funkcje det : F"*" — F spelniajgcg warunksi:

(i) dla macierzy kwadratowej A = [a;;] = [A1,...,An], gdzie A; oznacza i—tg
kolumne A, przeksztalcenie A; — det [Ay, ..., A, (i =1,...,n) jest liniowe, tzn.
dla o, p € F:

det [A1,...,aA; + BB, ..., A, = adet [Ay, ..., A;, .., Ay 4+ B det [Ay, .., By .oy Ay
(i) det jest funkcjq alternujgcq, tzn. dla A; = A; (dla wszystkich i # j):
det [Ar, ..., Ajy ooy Ay, ooy Ay] = 0,
(iii) det (1) = 1.

Kolumny macierzy A € F"*" sa elementami przestrzeni F"; mozemy wiec wyrazié
je jako kombinacje liniowe wektorow bazy kononicznej eq, ..., €,:

Ai = Zakiek, dla i = 1, o, n.

k=1

Stad

n n - n
detA =det | > ag1€ky, -5 D aknnekn} © S S gy - g det ey, s e

ki=1 kn—=1 ki=1 k=1
(i4) — (iid)
- Z sgn (U) Ao(1)1 " " Ag(n)n,
O’GSn
gdzie S, to zbiér wszystkich permutacji zbioru {1, ...,n}; sgn (o) to znak permutacji
o ().
Twierdzenie 6.1. Istnieje dokladnie jedna funkcja spelniajoca warunki (i)—(iii)
Definicyi 6.1; funkcja ta okreslona jest wzorem

det A= Y sgn(0)asy - onn- (6.3)
O'GSTL
Zauwazmy, ze jezeli dla pewnego i € {1,..,n} : o(i) < i, to dla pewnego
je{l,...,n}:0o(j) > j. Stad oraz ze wzoru (6.3) wynika nastepujacy

Whniosek 6.2. Wyznacznik macierzy trojkgtne; rowny jest iloczynow: wyrazow z
przekgtne;.

Wilasnoéci wyznacznika macierzy (A, B € F™*" « € F):

det A = det AT

det (AB) = det A - det B;

det (e A) = a™ det A;

jezeli do ktoregos wiersza (kolumny) dodamy kombinacje liniowg pozostalych
wierszy (kolumn) to wyznacznik si¢ nie zmiend,

e zamiana kolejno$ci dwéch wierszy (kolumn) zmienia znak wyznacznika na prze-
ciwny.

Lsgn (o) = (—1)°, gdzie s to liczba transpozycji (transpozycja to zamiana kolejnoéci dwéch
element6w) tworzacych permutacje o.
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6.2. Wyznacznik macierzy

6.2.2. Metoda Laplace’a
Niech A = [a;;] bedzie dowolng macierza kwadratowa stopnia n.

Definicja 6.2. Minorem elementu a;; macierzy A = [a;;| nazywamy wyznacznik
M;; macierzy kwadratowej stopnia n — 1 utworzonej z macierzy A przez usunigcie z
niej i—tego wiersza oraz j—tej kolumny.

Definicja 6.3. Liczbe (—1)i+j M;;, gdzie M;j jest minorem elementu a,j, nazywamy
dopetnientem algebraicznym elementu a;;.

Twierdzenie 6.3 (Laplace). Dla dowolnej macierzy kwadratowej A = [a;;] stop-
nan > 2:

det A= > (—1)" a;; M;;  dla kazdego j =1,...,n
i=1

oraz .
det A= (=1)" a;; My dla kaidegoi=1,...,n.

7j=1

Przyktad 6.3. Dla macierzy A € F?*2, ze wzoru (6.3) otrzymujemy:

det @11 diz |
€ = Q11022 — A21G712.
Q21 A22

Przyktad 6.4. Dla macierzy A € F3*3 zastosujemy metode Laplace’a (do pierwszej
kolumny). Mamy

11 Aaiz2 13

141 Q12 13
Q21 Ag22 (23 Z(—l) a1

a3z 33

(22 a23

+(—1 g,
32 33 ( ) 2

a31 a3z a33

Q12 a13

3+1
+ (_1) a31 = A11G22033 — (11A23A32 — Q21012433

Q22 A23

+ a21G13032 + A31Q12023 — A31A130A22-

Ten sam wynik uzyskamy stosujgc tzw. schemat Sarrusa:

= 11Q22033 + Q12023031 + A13021A32—

— (31022013 — A320230711 — A33021412

Ciekawostka Stosujac do macierzy kwadratowej stopnia n metode Laplace’a
obliczania wyznacznika, musimy obliczy¢ n wyznacznikéw macierzy stopnia n — 1;
kazdy z tych wyznacznikow wymaga z kolei obliczenia n — 1 wyznacznikow stopnia
n — 2, itd. Obliczenie wyznacznika macierzy kwadratowej stopnia n wymaga wiec
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6.3. Macierz odwrotna

obliczenia %n! wyznacznikow macierzy kwadratowych stopnia 2; dla macierzy stop-
nia n = 20 daje to ponad 10'® wyznacznikéw 2 x 2. Najszybszy obecnie komputer w
Polsce, wykonujacy prawie 4- 10 operacji na sekunde, potrzebowalby na obliczenie
tego wyznacznika ponad 126 dni! Dla duzych n metoda Laplace’a jest wiec
wysoce niepraktyczna.

6.2.3. Metoda Gaussa

Metoda Gaussa obliczania wyznacznika polega na przeksztatceniu danej macierzy
do postaci trojkatnej. W przeksztatceniu tym wykorzystujemy tylko te operacje,
ktore nie zmieniajg wartosci wyznacznika.

Przyktad 6.5. Mamy:

2 3 1| wi— wy 2 3 1| wi—w 2 3 1
1 2 4 Wo—> wg—%wl 0 % % Wo—> Wo 0 % % = 35.
2 =21 W3—r W3—Wq 0 =5 0 w3— wz+10ws 0 0 35

Metoda Gaussa jest jedng z najbardziej efektywnych metod obliczania wyznacznikéw
macierzy. Jej numerycznie akceptowalna wersja wymaga wykonania tylko okoto n3
operacji arytmetycznych!

6.3. Macierz odwrotna

Definicja 6.4. Macierz A € F"™" takqg e det A # 0 nazywamy macierzq
nieosobliwag; w przeciwnym przypadku mowimy, ze A jest macierzq osobliwg.

Przypomnijmy, ze iloczyn macierzy jest dziataniem wewnetrznym w zbiorze macierzy
kwadratowych stopnia n. tatwo sprawdzi¢, ze jest to rowniez dziatanie taczne,
ktorego elementem neutralnym jest macierz jednostkowa I, stopnia n (dowod przez
bezposredni rachunek). Nasuwa sie wiec nastepujace pytanie: Czy kazda macierz
kwadratowa posiada element odwrotny (wzgledem mnozenia)?

Przyktad 6.6. Niech

A:{l 1} oraz B:{all alz}.

0 0 a1 A22
Wowczas
R I R S S EA P
Oznacza to, zZe nie dla kazdej macierzy istnieje element odwrotny.
Definicja 6.5. Jezeli dla macierzy A € F™*" istnieje macierz X € F"*" taka Ze:
AX = XA=1,,

gdzie I, oznacza macierz jednostkowq stopnia n, to macierz te nazywamy macierzq
odwrotng do macierzy A i oznaczamy A1,
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6.3. Macierz odwrotna

Twierdzenie 6.4. Warunkiem koniecznym 1 wystarczajgcym na to, aby macierz
A € F™™ posiadata macierz odwrotng jest warunek det A # 0.

Wlasnoéci operacji odwracania macierzy (A, B € F"*"):

o det(A™) = ﬁ;
(A7 = 4
(AB) ' =B'AY

(A" = (A7) oraz (A1) = (A7) 7.

6.3.1. Algorytmy wyznaczania macierzy odwrotnej
Niech A = [aij] e Frxn,

Metoda macierzy dopelnien algebraicznych
Ponizej przedstawimy algorytm wyznaczania macierzy A~! oparty na macierzy

dopeknien algebraicznych.

Krok 1. Obliczamy det A. Jezeli det A = 0 to macierz A™' nie istnieje; jezeli
det A # 0, przechodzimy do kroku drugiego.
Krok 2. Wyznaczamy macierz minoréow Ay, = [M;;];

Krok 3. Wyznaczamy macierz dopetnien algebraicznych As = [(—1)i+j MZ-J} ;

Krok 4. Wyznaczamy macierz Az = AL

Krok 5. Wyznaczamy macierz A~ = detAAg.
2 -1 1
Przyktad 6.7. Wyznaczymy macierz odwrotng do macierzy A= | 1 2 =2
1 0 -1
Poniewaz det A = —5 zatem macierz odwrotna istnieje. Mamy wiec:
[2 -1 1 _MH -2 1 =2 i -2 -1 =2
A=]1 2 2%l 1 =3 1 |7 3 1|5
1 0 -1 ] 0 -5 5 0 5 5
2 -1 0] , 2/5 1/5 0
L1 -1 =3 5| % | 1/5 3/5 -1 |=A"
| -2 —1 5 | 2/5 1/5 —1

Metoda Gaussa

Metoda Gaussa wyznaczania macierzy odwrotnej polega na tym, aby z danej
macierzy uzyska¢ macierz jednostkows. Te same operacje, ktore wykonujemy na
macierzy A przepro- wadzamy jednoczesnie na macierzy jednostkowej. W momen-
cie gdy wyjsciowa macierz przyjmuje posta¢ macierzy jednostkowej, macierz jed-
nostkowa staje siec macierzg A1
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6.4. Rzad macierzy

Przyktad 6.8. Rozwazmy ponownie macierz z poprzedniego przyktadu. Mamy:

—1 1 1 00 w1— Wq

_1 0 -1 0 01 W3—r W3—W2

-2 —1 1 1 0 0 w1— W1

0 -2 1 0 -1 1| ws— ws+iws
[2 —1 1 1 0 0] wy— —ws
0 5/2 =5/2 | =1/2 1 0 | wr— wa—2ws
L 0 0 -1 —2/5 —1/5 1 w1— W1+wWs
2 0 01]4/5 2/5 0 wi— 3w,

01 01]1/5 3/5 —1 | wy—ws

0 0 1[2/5 1/5 =1 | wz— ws

2 —1 0 3/5 —1/5 1 Ww3— W3

0 5/2 0 [1/2 3/2 =5/2 | wr—2w,

(0 0 12/ 1/5 -1 | wi—wtiw
1.0 01]2/5 1/5 0

0101/ 3/5 -1 |=[]A"].

00 1]2/5 1/5 —1

6.4. Rzad macierzy

Niech A € F™*™. Mozna pokazaé, ze liczba liniowo niezaleznych kolumn macierzy
jest taka sama jak liczba jej liniowo niezaleznych wierszy. Liczbe te, dla macierz A,
oznaczamy rank (A) i nazywamy rzedem macierzy A.

Wtasnos$ci rzedu macierzy:

e dla dowolnej macierzy A € F™*™ : rank (A) = rank (A7) ;

e dodanie do dowolnej kolumny (wiersza) macierzy kombinacji liniowej pozostatych
kolumn (wierszy) nie zmienia jej rzedu;

e dowolna zmiana kolejnosci kolumn (wierszy) macierzy nie zmienia jej rzedu.

Przyklad 6.9. Wyznaczymy rzqd macierzy

-4 0 2 0
A= 2 3 -4 6
0 2 =2 4

Stosujgc metode sprowadzania macierzy do postaci tréjkgtnej (zob. Rozdzial 6.2.5,
str. 26) mamy:

-4 0 2 0| w—w -4 0 -1 0
2 3 —4 6| wy—mwatzwy | 0 3 =3 6
| 0 2 =2 4| ws— w3 0 2 =2 4
[ 4 0 -1 0] wi— w -4 0 -1 0
| 0 2 -2 4 ) w3—r W3 — %’UJQ 0 0 O 0
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Poniewaz tylko dwa pierwsze wiersze ostatniej macierzy sq lintowo niezalezne, zatem
rank (A) = 2.

Twierdzenie 6.5. Rzqd macierzy A réwny jest najwiekszemu stopniowi (wy-
miarowi) niezerowego minora macierzy A.

Przyktad 6.10. Rozwazmy ponownie macierz

-4 0 2 0
A= 2 3 -4 6
0 2 =2 4

Poniewaz A € R¥>** zatem rank (A) < 3. Poniewa?

-4 0 2 -4 0 0 -4 2 0 0 2 0
2 3 —4|=0,] 2 3 6|=0,] 2 —46|=0,]3 —46|=0
0 2 =2 0 2 4 0 -2 4 2 -2 4
zatem rank (A) < 2. PoniewaZ
-4 0
50|

zatem rank (A) = 2.



