Rozdzial 7

Roéownania liniowe

7.1. Przeksztalcenia liniowe

Niech X oraz Y beda dwiema niepustymi przestrzeniami wektorowymi nad
cialem [F.

Definicja 7.1. Funkcje f : X — Y spelniajgcqg warunki:

a) dla dowolnych x1,x9 € X @ f (1 + 22) = f (21) + [ (22);
b) dla dowolnych x € X, € F : f (ax) = af (2)

nazywamy przeksztatceniem liniowym.

Przypusémy, ze wymiary przestrzeni X oraz Y sg skonczone; niech dim X = n
oraz dimY = m. Przyjmijmy, ze wektory ey, ..., e, stanowiag baze¢ przestrzeni X,
a wektory éy,...,¢é, baze przestrzeni Y. Z odwzorowaniem liniowym f : X — Y
mozemy wowczas stowarzyszy¢ macierz Ay = [a;;] € F™*", ktorej i-ta kolumne
(1=1,...,n) tworza wspolrzedne wektora f (e;) wyrazonego jako kombinacja li-
niowa wektorow bazowych przestrzeni Y:

fle1) = anér +anés + -+ @i, ay  aip - Qi

[ (e2) = a12€1 + anafa + - -+ + Al Aoy Q9o - Qo
| - A=

f (en) = alnél + a2né2 + e + amném aml am? T amn

Przyklad 7.1. Rozwaimy odwzorowanie liniowe f : R?® — R? okreslone wzorem

flr,y,2) =(x+y—22z+2z).
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7.1. Przeksztatcenia liniowe

Przyjmujgc w przestrzeniach X oraz Y bazy kanoniczne mamy:

f(el) = f (170’()) = (172) = €1 + 269,
f(62> - f (07 170) - (170) = e,
fes) = f(0,0,1) = (—1,1) = —é; + é,.

Odwzorowanie [ jest wiec reprezentowane przez macierz

11 —1]
Ar= 20 1 |
imnymi stowy
- .| x
1 1 —1
fley2 =49 5 1 Yy
- -z

Przyklad 7.2. Niech F :11; — Iy bedzie odwzorowaniem okreslonym wzorem:

F(f) ={z—=2zf(z) - f(2)}.

tatwo sprawdzié, ze F' jest odwzorowaniem liniowym. Przyjmujgc w przestrzeniach
[Ty oraz 11y bazy

wllyrep(x) =1,e(x) =2
1 T

wlly:é (x) =
mamy:

Fe)=F(1)=2r—1=—¢€ + 2é,
F(ey) = F(v) = 20> — 2 = 06 — &, + 263,

Przyklad 7.3. Rozwazimy ponownie odwzorowanie F' z Przykltadu 7.2. Przyjmujgc
w przestrzeni Iy baze

el(x) =T + 17

62(‘T) =T — 17

a w przestrzeni Iy baze
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7.2. Jadro i obraz odwzorowania liniowego

mamy
Fle)=F(z+1)=2z(z+1)— (+1) =22+ — 1 = & + 2¢s,
F(62):F($_1):2x(x_1)—(33—1)=2$2—3x+1=a2151+oz22é2+2(§3.

Skalary a1, aae wyznaczymy rozwigzujgc rownanie
—3x+1:a21(x—1)+0422(x+1).

Po prostych rachunkach otrzymujemy: oo = —2,a99 = —1. Tym razem odwzo-
rowanie F' jest reprezentowane przez macierz

1 -2
Ap=10 -1
2 2

Z powyzszych przykladéw wynika, ze postaé¢ macierzy reprezentujacej
odwzorowanie liniowe f : X — Y zalezy od sposobu wyboru baz w
przestrzeniach X,Y.

7.2. Jadro i obraz odwzorowania liniowego
Niech f : X — Y bedzie odwzorowaniem liniowym, a V' C X i W C Y dowol-

nymi podprzestrzeniami liniowymi. Latwo sprawdzié (¢wiczenie), ze zbiory

fV)={yeY :3zeV:y=[f(r)},
W) ={zeX :FyeW: y=[()}

z dziataniami indukowanymi z przestrzeni X oraz Y, sa podprzestrzeniami

liniowymi, odpowiednio, przestrzeni X oraz Y.

Definicja 7.2. Zbiér ker f = f~1 ({0}) nazywamy jgdrem odwzorowania f; 2biér
Im f = f(X) nazywamy obrazem odwzorowania f.

7, obserwacji poprzedzajacej powyzsza definicje wynika, ze

e jadro odwzorowania liniowego f: X — Y jest podprzestrzenig liniowq przestrzeni
X.

)

e obraz odwzorowania lintowego f : X — 'Y jest podprzestrzeniq liniowqg przestrzeni

Y.

Przy wyznaczaniu jadra oraz obrazu odwzorowania liniowego przydatne bywa
nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7.1. Niech X oraz Y bedq skonczenie wymiarowymi przestrzeniami
lintowymi oraz niech f: X — Y bedzie odwzorowaniem liniowym. Wowczas

dim X = dimker f + dim Im f. (7.1)
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7.2. Jadro i obraz odwzorowania liniowego

Dowdéd: Niech dimker f = k oraz dim X = n; oczywiscie k < n. Przypusémy, ze
wektory ey, ..., e, tworza baze przestrzeni ker f. Wektory te mozemy uzupetnié
o wektory exi1,...,e, tak, aby span{ej,...,e,} = X. Aby wykazaé réwnosé
(7.1) wystarczy udowodnié, ze Im f = span {f(ext1),..., f (en)} oraz, ze wektory
flexs1), .., f (en) sa liniowo niezalezne.

Niech y € Im f. Oznacza to, ze istnieje © € X dla ktérego y = f (z). Poniewaz
x € X =span{ey,...,e,} zatem

(2) = F (S iaie) = f (Sh e+ Xy ie)
(Zf:laieZ) +f (Ciaie) = f (Cpcie) = 2o f (ed)

y=1r
f

wiec Im f = span {f(exy1),..., f (en)}
Wykazemy teraz, ze wektory f(exy1),..., f (e,) sa liniowo niezalezne. Mamy

DS (e) = f (0 ciei) =0,

(oie; € ker f = span{ey,...,ex}. Stad, istniejg skalary oy, ..., oy dla

Z?:k+1aiei = Zle Qo;e;,

zatem
ktorych

n
i=k+

lub réwnowaznie
k n
E i=1 i€ — E i:k—i—laiei = 0.

Z liniowej niezaleznosci wektoréw ey, ..., e, wynika, ze o =0 (i =1,...,n). =
Z powyzszego dowodu wynika, ze Im f = span{f(e1),...,f(en)}, gdzie
€1, ..., ey, jest dowolng baza przestrzeni X. Niech Ay bedzie macierza odwzorowania

f przy ustalonych bazach przestrzeni X oraz Y. Poniewaz ¢-ta kolumna macierzy Ay
to wspohrzedne wektora f (e;) w ustalonej bazie przestrzeni X, zatem liczba liniowo
niezaleznych kolumn macierzy Ay réwna jest liczbie liniowo niezaleznych wektorow
sposrdéd wektordw f(er), ..., f(en).

Twierdzenie 7.2. Niech X oraz Y bedq skonczenie wymiarowymi przestrzeniami
lintowymsi, niech f : X — Y bedzie odwzorowaniem liniowym oraz niech Ay bedzie
macierzq odwzorowania [ (przy ustalonych bazach przestrzeni X orazY ). Wowczas

dimIm f = rank (Ay).
Przyktad 7.4. Rozwazimy ponownie odwzorowanie z Przykladu 7.5:
F:1I, 5 f—={z—2zf(x)— f(x)} €1ls.
Wowczas

ker F ={x — ar+b:2x(ax+b) —ax —b=0}
={z > ar+b:2ax’+ (2b—a)z —b=0} = {0}.

Zatem
2 = dimIl; = dimker F' + dim Im F' = 0 + dim Im F.
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7.3. Uktady réwnan liniowych

Stad Im F' = span{ey, s}, gdzie

ep(x)=F(1)=2z—-1
er(r)=F(r)=20*—2z=2(22—1).

Ostatecznie Im F' =11, (%) )

7.3. Uklady réwnan liniowych

Rozwazmy uktad m réwnan liniowych o n niewiadomych x4, ..., z,:

a1 + 199 + -+ ATy = bl
2171 + QoaTo + -+ + G2, Ty = bo
| (72)
A1 X1 + AmaTe + -+ ATy = bm

aij,bp € Fdlal <7 <m,1 <j<nF=RIubF =C. W przypadku, gdy

by = -+ = b, = 0 uktad (7.2) nazywamu ukladem jednorodnym. Przyjmujac
oznaczenia;
a1l a19 Lo QA bl T
A= | @21 G2 ... G - b'2 - L2
m1 AGm2 ... Am;p bm Tm

uktad réwnan (7.2) mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej:
Az =b. (7.3)

7.3.1. Twierdzenie Cramera

W przypadku, gdy liczba réwnan uktadu (7.2) jest réwna liczbie niewiadomych,
macierz A jest macierza kwadratowa. Jezeli jest to macierz nieosobliwa to uktad
rownan (7.2) nazywamy ukfadem Cramera. Rozwiazanie réwnania (7.3) — a wigc i
uktadu (7.2) — mozna wowcezas prosto wyliczy¢ wykorzystujac macierz A~

x=A"1D.

Rozwiazanie uktadu réwnan (7.2) mozna réwniez wyrazi¢ stosujac wzory Cramera.

Twierdzenie 7.3 (Cramer). Niech A € F"" b € F". Jezeli macierz A
jest mnieosobliwa, to uklad rownan (7.3) posiada dokladnie jedno rozwigzanie

r=(T1,...,2T,):

T =
"o detA
macierz A; oznacza macierz powstalq z macierzy A przez zastgpienie jej i—tej
kolumny wektorem b.

(i=1,...,n), (7.4)
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7.3. Uktady réwnan liniowych

Dowod: Niech a.; oraz I; oznaczaja i—te kolumny odpowiednio macierzy A oraz
macierzy jednostkowej I,,. Wowczas
det A;  detfa.1,a9,...,a.5-1,0,0.441,..., Q)
det A det A
= det (A_l [a.l, a.9y ..., A1, b, At 1y ey a.n])
= det [A_la.l, A_la.g, ceey A_la.i_l, A_lb, A_ICL.H_l, ceey A_la.n]
= det [[.1, [.2, ey [-ifla x, I.7;+1, ceey [n] = ;.

]

Latwo stwierdzi¢, ze uktad rownan jednorodnych ma zawsze przynajmniej jedno
rozwigzanie (jakie?). Z Twierdzenia Cramera wynika natomiast, ze jezeli jednorodny
uktad rownan liniowych jest ukltadem Cramera, to rozwigzanie to jest jego jedynym
rozwigzaniem.

Przyktad 7.5. Rozwaimy uktad rownan

r+y—z=1
204y —22=0 .
T—y+2z2=2
Mamy
1 1 -1 1
A=12 1 =2 oraz b= | 0
1 -1 2 2
Poniewaz det A = —3 zatem jest to uklad Cramera, ktérego rozwigzanie okresla wzor
(1.4):
1 1 -1 11 -1 1 1 1
0o 1 =2 2 0 =2 2 1 0
12 -1 2 2 _122_2 |1 =12 5
e

7.3.2. Twierdzenie Kroneckera—Capellego

Rozwazmy, jak poprzednio, uktad rownan liniowych Az = b, gdzie A € F"™*" b €
F™. Niech U € F™*("+1) bedzie macierza powstala z macierzy A przez dolaczenie
do tej ostatniej dodatkowej kolumny — wektora b, tj.

a1 a12 AT bl
U — Qo1 A22 ... Q2q by
Ami Qma -+ Qmn b,

Macierz U nazywamy macierzq uzupeiniong. Jest jasne, ze rankU > rank A. 7
postaci réwnania (7.2), ktére mozemy zapisa¢ w postaci:

aii a2 A1n by

21 22 a2 by
1 + 29 + ...+, "l =

Am1 Am2 Amn bm
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7.3. Uktady réwnan liniowych

wynika, ze uktad réwnan Ax = b ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy wektor
b jest kombinacjg liniowa kolumn macierzy A. Warunek ten mozemy réwnowaznie
wyrazi¢ jako réwnosé rank A = rank U.

Twierdzenie 7.4 (Kroneckera-Capellego). Uklad réwnan Ax = b, gdzie A €
Frxn b e F™, ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy rank A = rank U. Ponadto:

e jezeli rank A = rankU = n (n— liczba niewiadomych) to rozwigzanie to jest
jedyne;

e jezelirank A = rank U = r < n to rozwigzan jest nieskonczenie wiele; wszystkie
one dajg sie wyrazic¢ jako funkcja zalezna od n — r parametrow.

Przyktad 7.6. Rozwazimy uklad rownan:

r+y+z=1
20 —y+2z=-1 .
r—2y+z2=-2

Mamy n = 3 oraz

1 1 1 1
U=[Al]b] = 2 -1 2 -1
1 -2 1 —2
Rzedy macierzy A oraz U wyznaczymy korzystajgc z metody eliminacji Gaussa:
1 1 1 1 1 1 1 1
rank | 2 —1 2 -1 =rank | 0 -3 0 -3
1 -2 1 -2 | 0 -3 0 -3
11 1] 1
= rank 0 -3 0 ‘ 3 } .

Oznacza to, ze rank A = rankU = 2. Z twierdzenia 7.4 wynika wiec, zZe rozwazany
uktad rownan posiada nieskonczenie wiele rozwigzan zaleznych od jednego (n —
rank A) parametru. Wyznaczymy te rozwigzania.

Sposob 1. Majgc wyjsciowy uktad rownan sprowadzony do postaci trojkgtney,
poszukiwane rozwigzanie wyznaczymy metodg systematycznego rugowania:

r+y+z=1 B r=—t
2% —y 422 = —1 @{IJF_?/;z___;’ y=1 , teR.
rT—2y+z= -2 v= z=t

Sposob 2. Skoro rank A = 2 to macierz A zawiera nieosobliwg podmacierz stopnia
2; odnajdujemy te macierz w rozwigzywanym ukladzie rownan. Roéwnania, ktore
nie wchodzg w sktad tej macierzy odrzucamy, z kolei niewiadome, ktorych wybrana
podmacierz nie obejmuje, przerzucamy na drugq strone rownania i traktujemy jako
parametry. Uklad rownan, jaki w ten sposob otrzymujemy, jest uktadem Cramera —
do jego rozwigzania stosujemy wzory (7.4).

W naszym przypadku, poniewaz
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zatem uktady rownan
r+y+z=1
2r—y+2z=-1
T—2y+z=-2
oraz
r+y=1—=z2
{ 20 —y=—1—2z

sq rownowazne (majq te same rozwigzania). Stosujgc do tego ostatniego ukladu
wzory (7.4), mamy:

1—2 1 1 1—=2
—-1-2z -1 2 —1—-2z
xr= =—z, Y= =1, zeR.




