Rozdzial 8

Wartosci i wektory wlasne

Niech X bedzie skonczenie wymiarowsg przestrzenig liniowa nad cialem F = R lub
F =C. Niech f: X — X bedzie endomorfizmem, tj. odwzorowaniem liniowym
przeksztatajacym przestrzen liniowa w nia sama.

Definicja 8.1. Skalar N € F nazywamy wartoscig wtasng endomorfizmu f jezeli
istnieje niezerowy wektor v € X, taki ze

fw) = Mv; (8.1)
wektor v nazywamy wektorem wiasnym odpowiadajgcym wartosci wiasnej .

Zachodzi nastepujace

Twierdzenie 8.1. Dla endomorfizmu f : X — X nastepujgce warunki sg rowno-
wazne:

(a) A jest wartoSciqg wlasng f;

(b) ker (f — Nidx) # {0} ;

(c) det (Ay — M) =0, gdzie Ay jest macierzqg endomorfizmu f (w dowolnej bazie
przestrzeni X ).

Niech teraz A = [a;;] € F™" bedzie dowolng macierza, a X n-wymiarows
przestrzenig liniowg o bazie eq, ..., e,. Mozemy skonstruowaé¢ endomorfizm f: X —
X, ktorego macierzg w ustalonej bazie ey, ..., e, jest macierz A. Endomorfizm ten
wystarczy zdefiniowaé na wektorach bazowych (co z innymi wektorami?) w nastepu-
jacy sposob:

f(ez) :Zn:aﬁej (’lI 1,...,?7,).

Pojecia wartosci wlasnej oraz wektora wlasnego w sposob naturalny przenosza si¢
wiec na macierze.
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Wartosci i wektory wtasne

Definicja 8.2. Skalar A € F nazywamy wartosciq wtasng macierzy A € F**"
jezeli istnieje niezerowy wektor v € F" | taki ze

Av = D

wektor v nazywamy wektorem wtasnym odpowiadajgcym wartosci wlasnej A.

Zbiér wszystkich wartoéci whasnych macierzy A oznaczamy o (A) i nazywamy
widmem macierzy A.
Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 8.2. Dla macierzy A € F™*™ nastepujgce warunki sqg rownowazne:

(a) X jest wartosciqg wlasng A;
(b) ukiad réwnan (A — X )v =0 ma niezerowe rozwigzanie;

(c) det (A—AI)=0.

Dla dowolnej macierzy A € F*"*" odwzorowanie ¢4 (\) = det (A — AI) jest wielo-
mianem stopnia n (éwiczenie), ktérego pierwiastkami sa wartosci wlasne macierzy
A. Wielomian ¢4 nazywamy wielomianem charakterystycznym macierzy A.

Uwaga 8.1. Jezeli elementy macierzy A € F"" nalezqg do ciata F, ktore jest
algebraicznie domkniete (tzn. kazdy wielomian stopnia n o wspétczynnikach
z ciata F ma n pierwiastkow w ciele F) to macierz A posiada n wartosci wias-
nych (liczonych z krotnosciami). Jezeli natomiast elementy macierzy sq elementami
ciala, ktore nie jest algebraicznie domkniete (takim cialem jest na przyklad cialo
liczb rzeczywistych!), to macierz ta moze nie mie¢ wartosci wtasnych (zob. Przyktad

8.4 ponizej).

Przypu$émy, ze Ay, ..., A\, € 0 (A) sa wartoSciami wlasnymi macierzy A € F"*".
Wowczas, wielomian charakterystyczny ¢4 macierzy A mozemy zapisa¢ w postaci

0A(N) = ap A" + ap A" a )+ ag
=ap(A=A1)- - (A=A,
Latwo wykazaé, ze a,, = (—1)" oraz, uwzgleniajac wzory Viete'a,
Al Ay =ag =det A,
)\1 + ...+ )\n = (_1)n+1 Ap—1 — tr (A) y

gdzie tr (A) = a1 + ... + an, to $lad macierzy A.

Wilasnoéci widma macierzy (A € F**"):

a) A€o (A), ke N= )\ eco(4%);

b) A€o (A),det A#£0=\""1ea(A™));

c) Aeo(A),aeF=aleo(ad);

d) A€o (A) = X € (A%) (wszczegdlnosci: X € o (A) = X € o (AT)).

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzsze wlasnosci.
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8.1. Podprzestrzen wtasna

Przyktad 8.1. Wyznaczymy wartoSci oraz wektory wtasne macierzy

1 2 0
A= 0o 2 0
-2 =2 -1
Poniewaz oo (A) = det (A—X) = —(1—=X)(2—=X) (1 4+ \), zatem macierz A ma
trzy rozne wartosSct wltasne: \y = —1, Ay = 1, \3 = 2. Dla kazdej z nich wyznaczymy
wektor wlasny:
e dla A\ = —1 mamy:
2 2 0 x 2z 4+ 2y 0
0 3 0 y | = 3y =10
-2 =20 z —2x — 2y 0
skad otrzymujemy (z,y,z) = (0,0,t), t € R; przykladowy wektor wlasny vy, =
(0,0,1);
e dla Ao =1 mamy:
0 2 0 T 2 0
0O 1 0 y | = Y =10
-2 =2 =2 z —2x — 2y — 2z 0
skad otrzymugemy (z,y,z) = (t,0,—t), t € R; przykladowy wektor wtasny vy, =
(17 07 _1) ;
e dla A3 =2 mamy:
-1 2 0 T -+ 2y 0
0O 0 0 y | = 0 =10
-2 =2 =3 z —2r — 2y — 3z 0

skad otrzymujemy (z,y,z) = (2t,t,—=2t), t € R; przykladowy wektor wlasny
Vs = (2, 1, —2) .

8.1. Podprzestrzen wlasna
Niech A € F"*" oraz niech A € o (A). Zbior
Vi={velF": Av= v}

sktada sie z 0 oraz wszystkich wektoréw wlasnych odpowiadajacych wartosci wtasnej
A. Poniewaz V) = ker {x — (A — A\I) x} zatem zbiér ten — jako jadro endomorfizmu
— jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni F"; jest to tak zwana podprzestrzen
wlasna macierzy A (ew. podprzestrzen wlasna endomorfizmu wyznaczonego przez
macierz A) odpowiadajaca wartosci wlasnej A.

Przyktad 8.2. Poniewaz macierz z Przyktadu 8.1 ma trzy réine wartosci wtasne,
zatem mozemy dla niej wyznaczyc¢ trzy podprzestrzenie wiasne:

Vi, = {(x,y,z) ER?’::U:y:O,z:t,tER};
V)\2 - {(.I',y,Z) GR?’:x:t,y:O,z:—t,tGR};
Vie ={(z,y,2) eR*:x =2ty =t, 2= -2t t € R}.
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8.2. Diagonalizowalno$é

Udowodnimy teraz twierdzenie, z ktorego wynika bardzo wazna wlasnos¢ pod-
przestrzeni wtasnych odpowiadajacych réoznym wartosciom wtasnym.

Twierdzenie 8.3. Roznym wartoSciom wilasnym macierzy A € F™*" odpowiadajg
lintowo niezalezne wektory wlasne.

Dowdd: Niech Ay, ..., A\x (k < n) beda réznymi wartosciami wlasnymi macierzy A, a
v; € Vy, (i=1,...,k) odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi. Nalezy wykazaé
warunek

o+ .. oty =0=>a,=...=qa, =0. (8.2)

Dow6d poprowadzimy przez indukcje wzgledem k. Dla k = 1 teza zachodzi (wektor
zerowy, mimo ze nalezy do kazdej podprzestrzeni wtasnej, nie jest wektorem wtas-
nym). Zalézmy, ze teza zachodzi dla dowolnych k—1 wektoréw wlasnych odpowiada-
jacych réznym wartosciom wlasnym oraz, dla dowodu nie wprost, przypusémy, ze
warunek (8.2) nie jest spetniony. Oznacza to, ze dla pewnego i € {1,..., k} :

a1y + ...+ apu, =0 oraz a; # 0.
Dla dowolnego r # i mamy

O0=A-NI) (g1 + ...+ ) =1 (A= ND)vy + ...+ (A= N1) vy, =
= ()\1 - )\r) vt Qe ()\7"71 - )\r) Up—1 + Qpy1 ()\rJrl - >\r> Upg1+
+...—|—ak(/\k—/\r)vk

skad, na podstawie zalozenia indukcyjnego, wynika, ze wszystkie wspotczynniki
am (A — Ar) sa zerami; w szczegdlnosci a; (A; — A) = 0. Poniewaz \; # A, zatem
a; = 0, wbrew zatozeniu. m

8.2. Diagonalizowalno$é

Niech f: X — X bedzie endomorfizmem.

Definicja 8.3. Endomorfizm f jest diagonalizowalny, jezeli istnieje baza
przestrzeni X w ktorej macierz tego endomorfizmu jest diagonalna.

Pojecie diagonalizowalnosci mozna réwniez wprowadzi¢ w zbiorze macierzy.
Zanim to zrobimy wprowadzimy w zbiorze macierzy relacje podobienstwa.

Definicja 8.4. Niech A, B € F"™". Mowimy, Ze macierz A jest podobna do
macierzy B (ozn. A ~ B) jezeli istnieje macierz nieosobliwa P € F"*"™ taka Ze

A=PBP (8.3)

Latwo wykazaé (éwiczenie), ze relacja podobienstwa macierzy jest relacja
rownowaznosci, tzn. jest:

e zwrotna, tj. A ~ A;
e symetryczna, tj. A~ B = B ~ A;
e przechodnia, tj. A~ B,B~C = A~ C.
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8.2. Diagonalizowalno$é

Przypusémy teraz, ze A ~ B. Oznacza to, ze A = PBP~!, dla pewnej macierzy
nieosobliwej P. Mamy:
¢a () =det (A—A) =det (PBP" = X)) =detP(B—X)P ' =
=det Pdet (B — M) det P! = o5 (N)
co oznacza, ze macierze podobne maja ten sam wielomian charakterysty-

czny; w konsekwencji maja one réwniez identyczne wartosci wlasne.

Definicja 8.5. Macierz A € F™" jest macierzq diagonalizowalna, jezeli jest
podobna do macierzy diagonalney.

Zanim podamy twierdzenie charakteryzujace macierze diagonalizowalne
rozwazmy nastepujacy przyktad.

Przyktad 8.3. Niech Ay, Ay € R™" bedq macierzami postaci

AlZI: 0 - - : s A2: 0
Sl o0 SRR |
0 ... 0 1 0 ... 0 1

Macierze te majg ten sam wielomian charakterystyczny
pa, (A) = @a, (A) = (1=X)".
Poniewaz widma macierzy Ay oraz As sq jednoelementowe
0 (A1) = o (Ay) = {1},

mozemy dla kazdej z nich wyznaczyc po jednej przestrzeni wlasnej.
Dla macierzy Ay mamy:

V/\(i)lz{xER":x:x}:R”.

Poniewaz dim V/\(i)l = n, wiec mozemy wybraé¢ dokiadnie n lintowo niezaleznych
wektorow wlasnych macierzy Ay odpowiadajgcych jej jedynej warto$ci wlasnej
A = 1. Dodatkowo, macierz Ay — jako macierz diagonalna — jest w sposob oczywisty
macierzq diagonalizowalng.

Z kolei dla macierzy As mamy

Vg)lz{xER":Agx:x}:{xE]R":(Az—l)a::O}.

Poniewaz rank (As — I) = n—1, zatem na podstawie twierdzenia Kroneckera— Capel-
lego wnioskujemy, Ze uklad rownan (As — I) x = 0 ma nieskonczenie wiele rozwigzan
zaleznych od jednego parametru; tym samym dim V;i)l = 1. Oznacza to, zZe dla
macierzy Ao znajdziemy tylko jeden liniowo niezalezny wektor wtasny odpowiada-
jacy jej jedynej wartosci wtasnej X = 1. Ponadto, macierz As nie jest diagonali-
zowalna. Jedyng macierzq diagonalng, do ktorej macierz As moglaby byé podobna,
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8.2. Diagonalizowalno$é

jest macierz jednostkowa (macierze podobne majg te same wartosci wtasne). Mu-
siataby wiec istnie¢ macierz nieosobliwa P spelniajgca warunek

Ay = PIP™' =1,

ktory nie jest prawdziwy.

Mozliwos¢ diagonalizacji macierzy A; oraz brak mozliwosci diagonalizacji
macierzy As jest wynikiem tego, ze dla macierzy A; mozemy wybraé¢ tyle
liniowo niezaleznych wektoréw wtasnych, ile wynosi krotnos¢ wartosci wtasnej jako
pierwiastka wielomianu charakterystycznego; dla macierzy A, warunek ten nie jest
spetniony.

Prawdziwe jest nastepujace

Twierdzenie 8.4. Macierz A € F"*" jest diagonalizowalna wtedy i tylko wtedy,
gdy

(a) jej wielomian charakterystyczny ma n pierwiastkéow w ciele F (liczonych z
krotno$ciami);
(b) dla kazdej wartosci wlasnej macierzy A mozna wybraé tyle wektoréw wlasnych,
ile wynosi krotnosé tej wartosci wlasnej jako pierwiastka wielomianu charak-
terystycznego.

Dowdéd: Przypusémy, ze macierz A jest diagonalizowalna. Oznacza to, ze istnieja
macierz diagonalna B = diag (b1, ..., b,), b; € F oraz macierz nieosobliwa P € F"*"
dla ktérych A = PBP~!, lub réwnowaznie

AP = PB. (8.4)
Niech P = [p1, ..., pn], gdzie p; € F" (i = 1,...,n). Poniewaz
AP = Alpy,....pn] = [Ap1, .., Apn]

oraz

PB = [pl, ,pn] dlag (bl, 7bn) = [blph 7bnpn];

zatem z warunku (8.4) otrzymujemy, ze

Z warunku (8.5) wynika, ze wektory pi,...,p, sa liniowo niezaleznymi wektorami
wlasnymi macierzy A odpowiadajacymi wartosciom wlasnym by, ..., b,,.

Przypusémy teraz, ze macierz A posiada n liniowo niezaleznych wektorow wtas-
nych vy,...,v, € F" odpowiadajacych wartosciom wlasnym A,...,\, € F. Niech
V = [vq,...,0,] € F™™. Macierz V jest nieosobliwa (dlaczego?). Ponadto:

AV = Alvy, .o, v,] = [Avy, oo Auy) = [Mog, o Aoy = Vidiag (A, -, M)
skad wynika, ze A = V diag (A, ..., \,) V1. Macierz A jest wiec diagonalizowalna.
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Zanotujmy na koniec, ze Twierdzenie 8.4, mimo ze sformutowane dla macierzy,
pozostaje stuszne rowniez dla dowolnego endomorfizmu f : X — X, gdzie X jest
skoniczenie wymiarowsg przestrzenia wektorowa nad ciatem F. W szczegolnosci, jezeli
f jest endomorfizmem diagonalizowalnym to istnieje baza przestrzeni X ztozona z
wektoréw wlasnych endomorfizmu f, przy ktorej macierz tego endomorfizmu jest
diagonalna.

Przyklad 8.4. Niech A € R**? bedzie macierzq postaci

0 1

=01

Poniewaz o4 (\) = N + 1, zatem macierz A nie ma rzeczywistych wartosci
wlasnych — nie jest wiec diagonalizowalna w klasie macierzy R**2.  Ta sama
macierz traktowana jako element przestrzeni C**? ma dwie réine wartosci wlasne
A1 = i, Ay = —1, ktorym odpowiadajg liniowo niezaleine wektory wlasne rowne
odpowiednio v = (—i,1) oraz vy = (i,1). Z dowodu Twierdzenia 8.4 wynika, Ze
A = Pdiag (i, —1) P~ gdzie

P = [’017 Ug]

I
—
—

o~
— .
1

: : s p—1 _ 1
Faktycznie, poniewaz P~" = 5 {

EHI DI E

Pdiag (i, —i) P! =

N[ —



