Rozdziatl 9

Posta¢ Jordana macierzy

9.1. Macierz Jordana

Niech F = R lub F = C. Macierz J, (\) € F™*" postaci

A1 0 - 0
A1

N =11 . 0,
: RPN

0 0 A

gdzie A € F, nazywamy klatka Jordana stopnia r. Oczywiscie J; (A) = [)].
Definicja 9.1. Macierz blokowq J € F"*™ postaci

Jnl ()‘1)
an ()‘2)

gdzieny+...+n =n, A\, ..., \x € F oraz wszystkie niewypisane elementy macierzy
J sq zerami, nazywamy macierzq Jordana.

Skalary Ai, ..., \; tworzace przekatna macierzy J sa jej wartosciami wtasnymi.
Zauwazmy rowniez, ze kazda macierz diagonalna jest macierza Jordana; wymiar
kazdej klatki Jordana .J,, tworzacej przekatna tej macierzy jest réwny jeden, tj.
Jn, = [Ni]. Oznacza to, ze kazda macierz diagonalizowalna jest podobna do pewnej
macierzy Jordana (zob. Rozdzial 8, str. 40). Prawdziwe jest réwniez duzo ogdl-
niejsze
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9.1. Macierz Jordana

Twierdzenie 9.1. Niech A € C™*" bedzie dowolng macierzg. Istnieje wowczas
macierz nieosobliwa P € C™*" taka Ze

Jnl <)‘1)
PAP = ] = Jna (R2)
== ) (9.1)
Jnk ()‘k)

oraz ny + ...+ ng = n. Macierz Jordana J macierzy A jest wyznaczona w sposéb
jednoznaczny z dokladnosciqg do kolejnosci klatek Jordana, ktére tworza przekatnag
macierzy J. Ponadto, jezeli macierz A € R™™ ma tylko rzeczywiste wartosci wtasne
to macierz P, ustalajgca podobienstwo A oraz J, rowniez moze byé wybrana jako
macierz o elementach rzeczywistych.

Przyklad 9.1. Niech
e 0
Aa - |: 1 0 :| )

dla € # 0. Poniewaz o (A.) = {0,e} zatem macierz A, jest diagonalizowalna. Latwo

wykazad, Ze
—1
10 € 00 0 € B 1
A=V 1)[0 ][0 1) s

Oznacza to, Ze macierz
0 0
=[5 ?]

jest macierzqg Jordana macierzy A., dla dowolnego € # 0. Jednak, jezeli € — 0 to
Je = 0]y, , podczas gdy macierzq Jordana macierzy Ay jest macierz

01
J= [0 ! }
Uwaga 9.1. Macierz Jordana J wyznaczona dla macierzy A nie musi byc funkcjq
ciggle elementow macierzy A. Oznacza to trudnoSci z konstrukcjg numerycznie

akceptowalnego algorytmu wyznaczania, dla zadanej macierzy A, odpowiadajgcg jej
macierz Jordana.

9.1.1. Wilasnosci macierzy Jordana

Niech A € F™*" bedzie dowolna macierza, a J € F"*" jej macierzg Jordana.

Wtasno$¢é 1 Liczba k klatek Jordana tworzgcych macierz J jest rowna liczbie
lintowo niezaleznych wektorow wtasnych macierzy A.

Wtasno$é¢ 2 Liczba klatek Jordana odpowiadajgcych wartosci wltasnej A jest rowna
wymiarowsi przestrzeni wtasnej macierzy A odpowiadagjgcej tej wartosci wlasnej (czyli
liczbie lintowo niezaleznych wektorow wtasnych odpowiadajgcych wartosci wlasnej
A). Suma stopni wszystkich tych klatek réwna jest krotnosci wartosci wlasnej X\ jako
pierwiastka wielomianu charakterystycznego macierzy A.
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9.1. Macierz Jordana

Przyklad 9.2. Rozwaimy macierz A € R3*3 postaci

210

A=10 2 0

1 11
Poniewaz @4 (\) = det (A=) = —(A—1)(A—2)* zatem macierz ma dwie
wartosci wlasne: Ay = 1,y = 2. Wyznaczmy wymiary przestrzeni wtasnych

odpowiadajgcych tym wartosciom wlasnym. Mamy:

dimV),, =dim{ker(A—1)} =3 —dim{Im (A — 1)}

1 1 0
=3—rank | 0 1 0 | =1,
| 110
dim V), = dim {ker (A — 2/)} =3 — dim {Im (A — 21)}
01 0
=3—rank | 0 0 0 | =1.
11 -1

Na podstawie Wlasnosci 1, macierz Jordana macierzy A sktada sie z dwoch klatek
Jordana (mozemy wybraé tylko dwa liniowo niezalezne wektory wtasne). Na pod-
stawie Wiasnosci 2, wartosci wtasnej Ay = 1 odpowiada jedna klatka Jordana stopnia
1, wartosci wlasnej Ay = 2 musi wiec odpowiadac jedna klatka Jordana stopnia 2.
Macierz Jordana macierzy A ma wiec postaé

1
J=10
0

S NN O

0
1
2

Przyklad 9.3. Rozwaimy macierz J € R®*® postaci

o O N

1 0
2 1
0 2

! 3] ]

w ktorej wszystkie niewypisane elementy sq zerami. Macierz J jest macierzq Jor-
dana. Posiada ona dwie wartosci wlasne: \y = 2, Ao = 3. Z Wlasnosci 2 wynika, Ze
dla kazdej z nich mozna wybrac tylko pod dwa lintowo niezaleine wektory wiasne.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze w celu wyznaczenia macierzy Jordana dowol-
nej macierzy A € F™*™ o znanych warto$ciach wlasnych Aq, ..., \x, musimy umieé
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9.1. Macierz Jordana

znajdowad liczbe N (m, A) klatek Jordana stopnia m (1 < m < n) odpowiadajacych
wartosci wlasnej A macierzy A. Aby wyznaczy¢ te liczbe, zdefiniujmy ciag 75 (\):

e (\) = rank ((A - AI)’“) . kel (9.2)
Oczywiscie rg (\) = rank [ = n. Zauwazmy ponadto, ze dla dowolnego k € N:

ker ((A - )\I)k> C ker ((A - AI)’““) . (9.3)
Dzieje sie tak, gdyz dla x € ker ((A — )\I)k>:
(A= D)o = (A= \D) ((A . )\I)kx) — (A= A0 =0,

skad wynika, ze = € ker ((A — )\[)kH) )

Z warunku (9.3) wynika natychmiast, ze
dim ker ((A - /\I)k> < dim ker ((A _ M)m) ;
tym samym
rie(A) = rank (A = AD)) =n = dimker (4 - A1) >
> n — dim ker ((A — )\I)Hl) = rank <(A — )\I)kJrl) = rps1 (N) .

Ciag 71, (\) okreslony wzorem (9.2) jest wiec ciagiem nierosnacym. Oznacza to, ze
od pewnego miejsca ciag 7y (A) musi sie stabilizowaé (tzn. staje sie ciagiem statym).

Wtiasnoéé 3 Liczba N (m,\) klatek Jordana stopnia m > 1 odpowiadajgcych
wartosci wtasnej A jest rowna:

N (m,A) = 1ot (A) = 200 (N) + Tgr (A) - (9.4)

Aby zilustrowaé¢ powyzsza wlasnosé rozwazmy nastepujacy przyktad.

Przyklad 9.4. Niech J € R¥® bedzie macierzq z przyktadu 9.5. Macierz J ma
dwie wartosct wltasne: A\ = 2, A\ = 3. Poniewaz
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9.1. Macierz Jordana

e dla A\ = 2:
[0 1 0 ]
0 0 1
0 0 0
0 1
J—2I = 0 0
1 1
0 1
1]
0 0 1 i
0 0 0
0 0 0
2 0 0
(J—2I)" = 0 0
1 2
0 1
RN
0 0 0 i
0 0 0
0 0 0
3 0 0
(J—21)" = 0 0
1 3
0 1
_ 1|

zatem ro (2) = 8,11 (2) = 6,r2(2) =4 oraz ri (2) = 3 dla k > 3. Tym samym:
N(1,2) =8 —12+4 =0,
N(22)=6-8+3=1,
N(3,2)=4-6+3=1,

N(k,2) =0, dlak > 4.

Oznacza to, Ze wartosci wiasnej \y = 2 odpowiadajq dwie klatki Jordana: jedna
stopnia 2 1 jedna stopnia 3.
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9.2. Rzeczywista macierz Jordana

e dla Ny = 3:
[ -1 1 0 i
0o -1 1
0 0 -1
-1 1
J =3I = 0 —1
0 1
0 0
U
1 -2 1 i
0o 1 =2
0 O 1
2 1 -2
(J—=3I)" = 01
0 0
0 0
i NU

zatem 1o (3) = 8,71 (3) =6 oraz 1y, (3) =5 dla k > 2. Tym samym:

N(1,3)=8—1245=1,
N(2,3)=6-10+5=1,
N (k,3) =0, dla k > 3.

Wartosci wiasnej Ay = 3 odpowiadajg wiec dwie klatki Jordana: jedna stopnia 1
1 jedna stopnia 2. Posta¢ macierzy J potwierdza uzyskane wyniki.

Pewng niedogodnoscig faktoryzacji (tj. rozktadu) Jordana A = PJP~! jest to, ze
w przypadku macierzy rzeczywistej posiadajacej nierzeczywiste wartosci wlasne jej
macierz Jordana jest macierza nierzeczywista. W praktyce, oznacza to koniecznos¢
poszukiwania innego rozktadu macierzy, nie tak prostego jak rozklad Jordana, ale
prowadzacego do macierzy rzeczywistych.

9.2. Rzeczywista macierz Jordana

Niech A € R™™ oraz niech A i A bedzie parg nierzeczywistych sprzezonych
wartosci wlasnych macierzy A. Poniewaz dla dowolnego k € N, zgodnie z (9.2),

i (A) = rank (A — AI)* = rank (A- Xf)k =1 (N)

zatem liczba N (m, A) klatek Jordana stopnia m odpowiadajacych wartosci wtasnej
A jest réwna liczbie N (m,X) klatek Jordana stopnia m odpowiadajacych wartosci
wtlasnej . Oznacza to, ze klatki Jordana J,, (\) oraz J,, (X), odpowiadajace parze
nierzeczywistych sprzezonych wartosci wtasnych macierzy A, tworzace przekatna
macierzy Jordana, muszg wystepowa¢ parami. Latwo wykazaé, ze macierz

Jm()‘) 0 2mx2m
0o .0 ¢
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9.2. Rzeczywista macierz Jordana

jest podobna do macierzy

D) I 0
D (A) c (C2m><2m, (95)
Iy
0 D (\)
. A N : .
gdzie D (\) = 0 X | orez 15 to macierz jednostkowa stopnia 2; macierza P usta-

lajaca to podobienstwo jest stosownie wybrana macierz permutacji (zob. przyktad
9.5).

Przyklad 9.5. Rozwaimy macierz

0 LN

[Jg()\) 0 }

o O DO
S O > =
o o o
= o O

Niech [T(f’j ) bedzie macierzq powstalq z macierz jednostkowej I, przez zamiane miejs-
cami kolumn o indeksach i oraz j. Jest to tzw. macierz permutacji — pomnozenie
dowolnej macierzy przez macierz 159 prawej (z lewej) strony powoduje zamiane
N1 -
miejscami kolumn (wierszy) o indeksach i oraz j. Wynika stqd, Ze (le’j)> = I,

W rozwazanym przypadku mamy

1000][A 100 1000
([(2’3))_1[J2(/\) 0_ }1(273)_ 0010 0 A 9 0 0010
‘ 0 LK) 0100 00 A1 0100

00 0 1 000XN|][0O00O01
(A 0 10
10 X0 1
100 X0
00 0 A

Wracajac do rozwazan, zauwazmy, ze dla macierzy S postaci

—i —i
=7 Al

dla ktorej

przyjmujac A = a + ¢b, mamy

SD(N) S =8SD(a+ib)S" =

:[_“bZ].

N[ —

—i —i | [a+ib 0O i1
1 -1 0 a—ib|[i —1
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9.2. Rzeczywista macierz Jordana

Przyjmujac oznaczenie C (a,b) = [ _ab Z ], latwo stwierdzi¢, ze macierz (9.5) jest

podobna do macierzy rzeczywistej

C (a, b) ]2 0
Ch (a,b) = Cla,0) € Cmx2m, (9.6)
. I
0 C(a,b)
macierza ustalajaca to podobienistwo jest macierz blokowa diag (S, ..., 5).

Otrzymane wyniki podsumujemy w nastepujacym twierdzeniu.

Twierdzenie 9.2. Dowolna macierz rzeczywista A € R™™ jest podobna do
macierzy rzeczywistej

[ Jnl (Al) i
I (k)
Jreal = k , 9.7
ol Clny (a1,b1) 6-7)
I Cny (a1, 1)
w ktorej A1, ..., A\ to rzeczywiste, a ay + iby,...,a; + ib; nierzeczywiste wartosci

wlasne macierzy A; rzeczywiste macierze blokowe J,, (\;) to klatki Jordana macierzy
A wystepujace w jej postaci Jordana, bloki C,,, (a;, b;) stopnia 2m; sq postaci (9.6);
n+...+ng+2(mi+...+my) =n.

Przyktad 9.6. Niech A € R>*® bedzie macierzq dla ktérej o (A) = {1,1 + 14} i takg
ze

N(1,1+4)=N(1,1—14)=2.
Z rozwazan poprzedzajgcych twierdzenie wynika, Ze jezeli N jest nierzeczywistq
wartoscig wlasng macierzy A to liczba N (m, ) réwna jest liczbie macierzy postaci
(9.5) stopnia 2m tworzqcych rzeczywistq macierz Jordana Jyea macierzy A. Tym
samym, w rozwazanym przypadku macierze Jordana J oraz Jiea majg postaé

1 0 0 0 0 10 0 0 O
0O I+72 O 0 0 0 1 1 0 O
J=10 0 1+ O 0 y =10 -1 1 0 0
0 0 0 1—-¢ O 0 0 1 1
0 0 0 0 1-—z2 0 0 -1 1

Przypusémy teraz, ze dla macierzy A € R®*®, dla ktérej o (A) = {1,1 £1i}, mamy
N(@1+i)=N(21-1)=1.

W tym przypadku macierze Jordana J oraz Jiea majg postac

1 0 0 0 0 10 0 0 O
0 I+2 1 0 0 0 1 1 1 0
J=10 0 1+ O 0 y =110 -1 1 0 1
0 0 0 1—-2¢ 1 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1-—: 0 0 0 -1 1
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