Rozdzial 10

Baza Jordana

Niech X bedzie n—wymiarows przestrzenia wektorowa nad ciatlem F =R lub
F = C. Rozwazmy dowolny endomorfizm f : X — X. Wiemy, ze posta¢ macierzy
endomorfizmu zalezy od wyboru bazy w przestrzeni X. Wiemy rowniez, ze jezeli en-
domorfizm f jest diagonalizowalny, to jego macierz w bazie przestrzeni X ztozonej z
jego n liniowo niezaleznych wektoréw wtasnych jest macierza diagonalng. Poniewaz
nie kazdy endomorfizm jest diagonalizowalny, zatem nasuwa sie pytanie o to, jak
prosta moze by¢ posta¢ macierzy endomorfizmu niediagonalizowalnego. W szczegd6l-
nosci, czy istnieje baza przestrzeni wektorowej X, w ktorej macierz endomorfizmu
f X — X jest macierza Jordana?

Przyklad 10.1. Rozwaimy macierz J € R*¥* postaci

A1 00
00X 10
J_OO)\l’
00 0 A

gdzie A € R. Macierz J jest macierzq Jordana. Niech eq,es, e3,e4 bedzie bazg
4-wymiarowe] rzeczywistej przestrzeni X oraz niech f 1 X — X bedzie endomor-
fizmem wyznaczonym przez macierz J. Z postaci macierzy J otrzymujemy

f(€1) = \ey f 61) = ey

(
fle2) =e1+ de ) . fe2) —dex =e
(a) ! (612),) _ e; . )\ei ., lub réwnowaznie (b) f (ei) B )\ez _ e;
f (64) =e3+ )\64 f (64) - )\64 — €3

Z rownan tych wynika, Ze ey jest wektorem witasnym endomorfizmu f odpowiadajg-
cym wartosci wlasnej \; pozostate wektory es, es, e4 spetniajq rownania

(f = Aid) (egt1) = ex, k=1,2,3.
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10.1. Wektory gtéwne

Powyzszy przyktad sugeruje sposob konstrukeji bazy przestrzeni wektorowej, w
ktorej macierz endomorfizmu jest macierzg Jordana.

10.1. Wektory gléwne

Przy zatozeniach i oznaczeniach sformulowanych na poczatku rozdziatu, przy-
pusémy ze A € F jest wartoscig wtasna endomorfizmu f. Oznacza to, ze dla endomor-
fizmu f istnieje co najmniej jeden wektor wtasny, ktéry na potrzeby tego rozdziatu
oznaczymy vf\l) i bedziemy nazywac¢ wektorem glownym rzedu 1 odpowiadajgcym
wartosci Wlasne% A. Wektory gltowne rzedu k£ > 2 zdefiniujemy indukcyjnie: przy-
pusémy, ze vf\kfl € X jest wektorem gtéwnym rzedu k—1 odpowiadajacym wartosci
wlasnej \.

Definicja 10.1. Jezeli istnieje niezerowy wektor ng) € X spetniajgcy warunek

(f — xidx) ol = o{F 1), (10.1)

to wektor ten nazywamy wektorem gléownym rzedu k odpowiadajgcym wartosci
wlasnej .
Powyzszg definicje mozna rowniez sformutowa¢ dla macierzy. Wektor wlasny

vg\l) € " macierzy A odpowiadajacy wartosci wtasnej A nazywac¢ bedziemy wektorem
gtownym rzedu 1. Przypusémy, ze v/(\k_l) € ™ jest wektorem gltownym rzedu k& — 1

odpowiadajacym wartodci wtasnej .

Definicja 10.2. Jezeli istnieje niezerowy wektor U/(\k) € " bedgcy rozwigzaniem

réwnania

(A=) o™ =Y, (10.2)

to wektor ten nazywamy wektorem gtéownym rzedu k odpowiadajgcym wartosci
wlasnej .

Przyktad 10.2. Rozwaimy macierz A € R3*3 postaci

210
A=10 2 0 (10.3)
1 11
Poniewaz ¢4 (\) = —(A—1) (A —2)* zatem macierz A ma dwie réine wartosci
wltasne: Ay = 1 oraz Ay = 2. Wyznaczymy dla tych wartosci wtasnych wektory
gtowne.

o Dla \y =1, rozwigzujgc réownanie

1 10][=x 0
0o10|]lyl=1]0
1101/ = 0
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10.1. Wektory gtéwne

otrzymujemy: v =y = 0,2 € R; wektor glowny rzedy 1 ma wigc postac vg\ll) =

(0,0,t), t € R\{0}. Aby wyznaczyé wektory glowne rzedu 2 rozwazmy, dla
ustalonego t # 0, réownanie

1 10 T 0
010 y | =
1 1 0 z t

Latwo stuierdzié, zZe rownanie to nie posiada rozwigzan. Oznacza to, Ze dla
wartosci wtasnej \y = 1 nie istniejq wektory gltowne rzedu k > 2.
e Dia Ay = 2, rozwigzujgc rownanie

01 0 x 0
00 0 yl=10
11 -1 P 0

otrzymujemy: © = z,y = 0; wektor gtowny rzedy 1 ma wiec postac U/(\IQ) = (t,0,1),

t € R\{0}. Aby wyznaczyé wektory glowne rzedu 2, rozwaimy, dla ustalonego
t # 0, rownanie

01 0 z t
00 0 yl=10
11 -1 P t

Jego rozwigzaniem jest x = z,y = t; wektor gtowny rzedu 2 ma wiec postac 11&22) =

(ryt,r), r € R\{0}. Zauwaimy, Ze postaé wektora vg) zalezy od sposobu wyboru

wektora vg\?. Aby wyznaczyé wektory gtowne rzedu 3, rozwazmy, dla ustalonych
t # 0 oraz r # 0, rownanie

01 0 T T
00 O y | =11
1 1 -1 z T

Latwo stwierdzic, Ze rownanie to nie posiada rozwigzan, a tym samym nie istniejq
dla wartosci wlasnej Ao = 2 wektory gtowne rzedu k > 3.

Podsumowujgc, dla macierzy A postaci (10.3) udalo sie wyznaczyé trzy liniowo
niezalezne wektory glowne: jeden odpowiadajgcy wartosci wlasnej Ay oraz dwa
odpowiadajgce wartosSci wtasnej \o. Przyjmujec na przykladt = r = 1, otrzymujemy

oY =1(0,0,1),
of = (1,0,1),
o = (1,1,1).

Ustalajgc w przestrzeni R® baze kanoniczng, macierz A okresla endomorfizm f :
R3 — R3:

2 10 x
flz,y,2)=10 2 0 y | =Qr+y2y,c+y+2),
1 1 1 z
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10.1. Wektory gtéwne

Wyznaczone powyzej wektory v%l),vél), v§2) sq réowniez bazq przestrzeni R3, a zatem

mozemy zapytac o postaé macierzy endomorfizmu f w tej wlasnie bazie. Poniewaz

7 (o) = 70,0.1) = (0,0,1) = v + 00" + 00,
7 (o) = 7 (1,0,1) = (2,0,2) = 00" + 20" + 00,

(o) = £ (1,1,1) = (3,2,8) = 00 + ) + 20,

wige macierz Ay endomorfizmu f w bazie ztoinej z wektorow gtownych macierzy A
ma postac

100
A;=10 21
00 2

Jest to macierz Jordana macierzy A, ktorg w zupetnie inny sposob uzyskalismy w

przykladzie 9.2 (zob. Rozdzial 9, str. 43). Zauwaimy rowniez, Ze dla macierzy

P € R¥3, ktérej kolumnami sq wektory v\ vl o8 4.

01 1
P:[vgl),vén,vém]: 001/¢,
111
mamy
-1 0 1 210 01 1 100
P'AP=| 1 -1 0 0 20 00 1]l=1021|=J
0 1 0 111 111 00 2

Macierz P jest wiec macierzq ustalajgcg podobienstwo miedzy macierzq A oraz jej
macierzqg Jordana.

Wtasnosci wektoréow gléwnych:

(1) Dla kazdej wartosci wlasnej istniejg wektory glowne rzedu co najmniej 1.

(ii) Wektory gtowne odpowiadajgce réznym wartosciom wlasnym sq liniowo nieza-
lezne.

(iii) Wektory glowne réinych rzedéow odpowiadajgce tej samej wartosci wlasnej sq
lintowo niezalezne.

(iv) Dla wartosci wtasnej X o krotnosci r (krotnosci jako pierwiastka wielo-
mianu charakterystycznego) istnieje dokladnie v liniowo niezaleznych wektoréw
gtownych; wsrod nich sq wszystkie liniowo niezalezne wektory wiasne odpowiada-
jace wartosci wtasnej .

7 powyzszych wlasnosci wektoréow gtownych wynika, ze dla dowolnego en-
domorfizmu f : X — X, ktéry posiada n wartosci wtasnych (liczonych z
krotnosciami, n = dim X') istnieje baza przestrzeni X zlozona z jego wek-

toréw gtéwnych. Ponadto, z zaleznosci (10.1) wynika, ze jezeli vg\i) jest wektorem

66



10.2. Macierz przejscia

gtownym rzedu i (i = 1,..., k) odpowiadajacym warto$ci wlasnej A endomorfizmu

f, to
1 1
f (Uf\ )) = )\vf\ ),

£ (o) = 20 400,

f (vg\k)) = )\vf\k) + U&k_l).

Tym samym endomorfizm f zawezony do przestrzeni liniowej rozpietej przez wektory
U&l), e ,vg\k) jest réwniez endomorfizmem, tj.

[ : span {Uf\l)y---,vf\k)} >x— f(x) € span{vgl),...,vg\k)};

jego macierza w bazie vgl), e ,vg\k) jest klatka Jordana stopnia k majaca wartos¢

wtasng A na przekatnej. Oznacza to, ze macierz endomorfizmu f w bazie ztozonej
z jego wektorow gtownych jest macierzg Jordana. Baze t¢ nazywamy baza Jor-
dana przestrzeni X wzgledem endomorfizmu f.

10.2. Macierz przejscia

Niech X bedzie n—wymiarows przestrzenia wektorowa nad ciatem F. Niech
e = (eq,...,e,) oraz € = (€é,...,6,) beda dwiema bazami przestrzeni X. Kazdy
wektor bazy € mozemy wyrazi¢ jako kombinacje liniowa wektoréw bazy e:

€1 = puier +paea + ...+ Pnién, (10.4)
€g = P12€1 + P22€a + ... + Dnotp,

én = P1n€1 + P22 + ... + Puntn.

Otrzymana w ten sposéb macierz wspélezynnikéw P = [p;;] € F™" nazywamy
macierzg przejscia ze starej bazy e do nowej bazy €. Zanotujmy, ze i—ta kolumne
macierzy przejscia tworza wspotrzedne i—tego wektora nowej bazy jako kombinacji
liniowej wektoréw starej bazy. Macierz przejscia jest wiec macierza endomorfizmu

idy :span{ey,...,e,} Do — x €span{éy,...,é,}.

Dowolny element x € X mozemy wyrazi¢ jako kombinacje liniowa elementow
bazy e, jak réwniez bazy €. Poszukamy teraz zalezno$ci miedzy tymi reprezentac-
jami. Mamy

xr = Z&jej oraz T = Z Q;€;. (10.5)
j=1 j=1

Wykorzystujac macierz przejécia mamy:

T = Z&jéj = Z&j (Zpg&;) = Z (Zpij@g) €.
j=1 j=1 i=1 ' 1

=1 j=
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10.3. Zmiana bazy, a posta¢ macierzy odwzorowania liniowego

Stad oraz z postaci rozwiniecia wektora x wzgledem bazy e wynika zaleznos¢ miedzy
wspotrzednymi wektora wzgledem starej oraz nowej bazy:

aq P11 P12 0 Pin aq
a2 = P21 e D2n d2 (10 6)
ay, Dol Dan Qy,

Zaleznos¢ te mozemy ujacé krotko:
a = Pa, (10.7)

gdzie a (odpowiednio @) to wektor wspotrzednych x wzgledem starej (nowej) bazy,
a P to macierz przejscia z pierwszej bazy do drugiej. Zauwazmy roéwniez, ze z
réwnania (10.7) wynika:

a= P la,

co oznacza, ze macierza przejscia z bazy nowej to starej jest macierz P!,
Przyklad 10.3. Rozwaimy w R* dwie bazy: starg ey = (1,2),e5 = (0,1) oraz
nowg €1 = (1,1), é; = (—1,1). Wyznaczymy macierz przejscia z bazy starej do
nowej. Mamy

é1=(1,1) = p11 (1,2) + p21 (0, 1) = (p11, 2p11 + pa1)

€y = (—1,1) = p12 (1,2) + p22 (0,1) = (p12, 2p12 + P22)

skad wynika, Ze: p11 = 1,po1 = —1,p12 = —1,p20 = 3. Macierz przejScia ma wiec

postac:
1 -1
P_[—l . }

Niech teraz (2,1) bedzie wektorem wyrazonym w starej bazie. Wyznaczymy jego
wspotrzedne w nowej bazie. Mamy

z] [ 1 =117 [2] 13 1])[2] _[7/2
y| | -1 3 1| 21 11| |3/2]
Aby sprawdzi¢ poprawnosé wyniku przedstawimy obydwa wektory w tej samej bazie
kanonicznej k: ki = (1,0), ke = (0,1):
(2,1),=2e1 +e2=2(1,2) +(0,1) = (2,5),
7 3 7 3

(7/2:3/2); = 5o + gea = 5 (L) + 5 (-1.1) = (2,5),..

10.3. Zmiana bazy, a posta¢ macierzy odwzorowania
liniowego
Na zakonczenie tego rozdziatu zbadamy jak zmienia si¢ macierz odwzorowa-

nia liniowego wraz ze zmiang baz przestrzeni miedzy ktorymi to odwzorowanie jest
okreslone.
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10.3. Zmiana bazy, a posta¢ macierzy odwzorowania liniowego

Niech f : X — Y bedzie odwzorowaniem liniowym oraz niech dim X = n,

dimY = m. Przyjmujac w przestrzeni X baze e = (ey,...,e,), a w przestrzeni Y
baze g = (g1, - .-, gm), odwzorowanie f reprezentowane jest przez macierz A € F™*"
tj.

y = Az (10.8)
Ustalajac w przestrzeni X nowa baze é = (éy,...,¢,) mozemy wyznaczy¢ macierz
przejscia z bazy e do bazy €; oznaczmy ja przez P. Oczywiscie P € F"*"™. Podobnie,
dokonujac zmiana bazy w przestrzeni Y z g na g = (g1, - - ., §m) mozemy wyznaczy¢

macierz przejécia ) € F"*" z bazy g do g. Niech Z (odpowiednio ¢) beda wspéhrzed-
nymi wektoréw z (odp. y) w nowych bazach przestrzeni X i Y. Otrzymujemy

xr=Pr oraz y=(Qy.
Laczac powyzsze zaleznosci z rownaniem (10.8) mamy
Qy = APz,

lub réwnowaznie

7=Q 'APz.
Oznacza to, ze w nowych bazach przestrzeni X oraz Y odwzorowanie f reprezen-
towane jest przez macierz Q1 AP. W szczegélnodei, jezeli f : X — X jest endomor-
fizmem reprezentowanym przez macierz A wyznaczong w bazie e przestrzeni X, to
macierza tego endomorfizmu w bazie € jest macierz P~ AP, gdzie P jest macierza
przejscia z baze e do bazy e.

10.3.1. Baza zlozona z wektoréw wtasnych

Rozwazmy endomorfizm f : F" — F”, gdzie F = R lub F = C; przestrzen wek-
torowa F" rozwazamy nad ciatem F. Przypu$émy, ze endomorfizm f jest diagonali-
zowalny. Oznacza to, ze istnieje baza v przestrzeni F" ztozona z wektoréw wlasnych
endomorfizmu f. Niech A bedzie macierzg tego endomorfizmu w wybranej bazie
przestrzeni F". 7Z powyzszych rozwazan wynika, ze jezeli P jest macierzg przejécia
z wybranej bazy przestrzeni F" do bazy v, to w tej nowej bazie endomorfizm f
jest reprezentowany przez macierz diagonalna diag (A1, ..., A,), gdzie \; jest wartos-
cia wtasna endomorfizmu f odpowiadajaca wektorowi wtasnemu v; (i =1,...,n).
Macierza ustalajaca podobienstwo miedzy macierzami A oraz diag (Aq, ..., A,) jest
macierz P, tzn.

P'AP = diag (A1, ..., \n) -

Poniewaz i-tg kolumng macierzy P sa wspotrzedne i—tego wektora bazy v wzgledem
starej bazy przestrzeni F”, zatem wybierajac jako te stara baze baze kanoniczna, i—ta
kolumna macierzy P sa wspotrzedne i—tego wektora wtasnego endomorfizmu f, tzn.
P =[vy,...,v,] (zob. przyktad 8.4 z Rozdzialtu 8, str. 41).

10.3.2. Baza Jordana

Jezeli endomorfizm f : F* — F™ nie jest diagonalizowalny to nie istnieje baza
przestrzeni F” ztozona z jego wektoréw wlasnych. Zawsze mozemy natomiast wyz-
naczy¢ baze przestrzeni F” ztozona z jego wektorow gtownych. Oznaczmy te baze
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10.3. Zmiana bazy, a posta¢ macierzy odwzorowania liniowego

przez v. Wiemy, ze w bazie tej macierz endomorfizmu f ma posta¢ Jordana. Jezeli
A jest macierzg ednomorfizmu f w innej bazie, a P jest macierzg przejécia z tej bazy
do bazy ztozonej z wektorow gtoéwnych, to wowczas

PLAP = J,

gdzie J jest macierza Jordana endomorfizmu f. Wybierajac jako te starg baze
baze kanoniczng, i—ta kolumna macierzy P sg wspotrzedne i—tego wektora gtéwnego
endomorfizmu f (zob. przyktad 10.2).

Na zakonczenie rozwazmy nastepujacy

Przyktad 10.4. Niech D : 13 — I3 bedzie endomorfizmem okreslonym wzorem
D(f)=Tr"

Wybierajge w przestrzeni Ilg baze e, = 1, ey = x, e3 = x°

, eq = T3, otrzymujemy:
D (el) = 0, D (€2> = €1, D (63) == 262, D (64) = 363.

W bazie e, eq, e3, €4 przestrzeni 113 macierz A endomorfizmu D ma wiec postac

o O OO
o O O
S OO
o w o o

Poniewaz o4 (A) = A* zatem \g = 0 jest jedyng wartoscig wlasng macierzy A (en-
domorfizmu D). Poniewaz

dimker (A — A\ogl) = dimker A =4 —rank A = 1,

zatem dla macierzy A istnieje tylko jeden liniowo niezaleiny wektor wiasny postaci
(¢,0,0,0), t € R\ {0}. Macierz A nie jest wiec diagonalizowalna. Wyznaczymy jej
wektory gtowne. Dla ustalonego t # 0, mamy:

0100 x t
0020 y | |o
000 3 2| T o’
0000]|]|w 0

skgd wynika: © = r,y = t, 2 = w = 0, gdzie r € R\ {0}. Tym samym v? =
(r,t,0,0) jest wektorem gléwnym rzedy 2. Podobnie, dla ustalonych t # 0 oraz
r # 0, mamy

oo oo
OO O
o o N O
o w oo
S e 8
o O+ 3
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skgd wynika: © = s,y = r,z = %t,w = 0, gdzie s € R\{0}. Tym samym
v® = (s, r, %t, 0) jest wektorem gltownym rzedy 3. Musimy wyznaczyc jeszcze wektor
gltowny rzedu 4. Mamy

o O O O
o O O
O O o O
O w o O
S v e 8
N |

oONIT X w»

skqd wynika, Ze x = p,y = s,z = yr,w = ¢t, gdzie p,s,r,t € R\{0}. Ustalajgc

p=s=1r =2t =06 otrzymujemy cztery liniowo niezaleine wektory gltéowne
macierzy A

6,0,0,0),
2,6,0,0
1,2,3,0
1,1,1,1).

( )
( ),
( ),
( )

e
e
e
e

Odpowiadajqg one czterem wektorom gtownym endomorfizmu D:
v =6, v9=246x, v3=14+2zx+32% vy =1+z+2>+ 2>

Latwo stwierdzic, Zze macierz

1
P = [o® 0@ 4® @] = 1
1

S OO D™
S OO N
S W N =

jest macierzq przejscia z bazy ey, es, es, ey do bazy zlozZonej z wektorow glownych
endomorfizmu D. Faktycznie,

-1

P'AP =

S O O D
O O O
O W N
— o= e
o O O O
o O O =
S o N O
S W o o
SO O D
O O O
O W N
— =
o O O O
o O O =
o O = O
o = O O

Macierz Jordana J jest macierzq endomorfizmu D w bazie zlozZonej z jego wektoréw
glownych.



