Rozdziatl 11

Przestrzenie unitarne

Niech X bedzie przestrzenia liniowa nad cialem F =R lub F = C.
Definicja 11.1. Funkcje s : X x X — F spelniajocg warunki:
(a) Vo, 8 € F,Va,y,2 € X : s (aw+ By, 2) = as (¢, 2) + Bs (3, 2)

(b) Y,y € X 2 s(x,y) = s (y, );
(c) Ve e X :s(x,x) >0 orazs(z,z) =0 2=0

nazywamy tloczynem skalarnym. Pare (X, s) nazywamy przestrzeniq uni-
tarng.

Hoczyn skalarny wektoréw z,y bedziemy réwniez oznaczaé jako (z,y) lub x o y.

Jezeli X jest rzeczywista przestrzenia liniowa (tj. przestrzenia liniowa nad
ciatem liczb rzeczywistych) to iloczyn skalarny okreslony w przestrzeni X przyj-
muje wartosci rzeczywiste. W takim przypadku warunek (b) w powyzszej definicji
rownowazny jest warunkowi

(b)) Ve,y € X :s(x,y) =s(y,x).

Przyktad 11.1. Niech X = R" oraz niech a; > 0 (i =1,...,n) bedg ustalonymi
liczbami. Latwo sprawdzié (¢wiczenie), Ze odwzorowanie

(@1, ), (Y1 Un)) = D ki (11.1)
k=1
jest iloczynem skalarnym w X. Przyjmujgc o, =1 (i = 1,...,n) wzdr (11.1) okresla
tzw. naturalny iloczyn skalarny w R™.

Przyktad 11.2. Odwzorowanie s okreslone wzorem

smm:/fmwwm
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11.1. Norma okreslona przez iloczyn skalarny

jest iloczynem skalarnym w przestrzeni funkcji cigglych na przedziale [a,b] o wartos-
crach w R.

Przyklad 11.3. Niech X = R™*". Dla macierzy A = [a;;], B = [b;;] definiujemy:
S (A, B) = Z Z aijbij.
i=1 j=1

Latwo wykazaé, zZe s jest tloczynem skalarnym w przestrzens R™*™.

11.1. Norma okreslona przez iloczyn skalarny
Niech X bedzie rzeczywista przestrzenia liniowa.
Definicja 11.2. Funkcje ||| : X — R spelniajocqg warunki

(a) Ve € X : ||z|| > 0 oraz ||z|| =0 < x = 0;
(b) Ve € X,Va € R: |azx|| = |af - [|z]|;
(c) Ve,y € Xt ||l +y|| < ||zl + ||yl (nieréwnosé trojkata)

nazywamy normaq. Pare (X, |]|) nazywamy przestrzeniq unormowang.

Warunki wystepujace w powyzszej definicji to naturalne wymagania stawiane
przed funkcjg mierzaca dtugosé wektorow.

Przyktad 11.4. Kazda z poniiszych par (X, ||-||) jest przestrzeniq unormowang:

a) X =R" ||(z1,....,m)| = Va? + - + a2;

b) X =C([a,b],R), ||f|| = max {[f (z)]: z € [a,b]};

c) X =R ||A|| =max {d> ;_, |ax| : i1 =1,...,n}, gdzie A = [a;;];
d) X =R ||A|| = /max {|\ : A € 0 (ATA)}.

Wykazemy teraz, ze jezeli w rzeczywistej przestrzeni liniowej X zdefiniowano
iloczyn skalarny s to funkcja ||-||, : X — R okreslona wzorem

[zl == Vs (z,2) (11.2)

jest normg w X.

Zauwazmy na poczatek, ze na podstawie warunku (c) definicji 11.1, funkcja |||,
jest dobrze okreslona — wartosci s (x, z) sa nieujemne; ten sam warunek gwarantuje
réwniez, ze punkt (a) definicji 11.2 jest spetniony. Poniewaz

laz|, = /s (az,ax) = as (z,az) = /as (az,z) = /a2s (z, 1)

= lal Vs (z,2) = |af - [lz]],

zatem punkt (b) réwniez zachodzi. Zanim uzasadnimy punkt (c), wykazemy
nastepujace

Twierdzenie 11.1 (nieréwnosé Schwarza). Dla  dowolnych — wektorow x,y
rzeczywiste] przestrzeni lintowe] wyposazonej w iloczyn skalarny s zachodzi

|s (z,9) < ll=ll, - [lyll, - (11.3)
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11.2. Ortogonalnos¢

Dowdéd: Dla dowolnych ustalonych wektorow x, y rozwazmy funkcje
o (t) =s(z+ty,z+ty)

zmiennej ¢t € R. Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze y # 0. Z warunku (c)
definicji 11.1 wynika, ze
p(t) >0, dlateR. (11.4)

Poniewaz
p(t) =25 (y,y) + 2ts (2,y) + 5 (2, 2)
zatem ¢ jest funkcja kwadratowa, ktéra — wobec warunku (11.4) — ma niedodatni
wyréznik, tj.
A =4s* (2, y) — 4s (v,2) s (y,y) <0,
lub réwnowaznie
s* (z,y) < s(z,2)5(y,9) -

Stad wynika zaleznos¢ (11.3). m
Dla dowolnych x,y € X mamy wiec

|z + >

s(x+y,x+y)=s(z,z)+2s(z,y) + s(y,y)
<s(z,z)+2vs(z,2)s(y,y) + s (Y, y)

= (Va@n +Vaww) = (el +wl,)*.

Oznacza to, ze wzor (11.2) definiuje norme w dowolnej przestrzeni unitarnej.

11.2. Ortogonalnosé

Z nieréwnosci Schwarza wynika, ze dla niezerowych wektoréw x,y rzeczywistej

przestrzeni X:
IR CY) B
s - Nyl
Wiynika stad, ze iloraz s (z,y) / (|||l - |lyll,) jest kosinusem $cisle okreslonego kata
£ (z,y): @.9)
s(x,y
COSK("an):—7 A(ZE,y)G[O,ﬂ'].
]l - Myl
Na podstawie definicji przyjmujemy, ze jest to kat miedzy wektorami x oraz y.
Mamy wigc
s (z,y) = [l - [lyll, - cos £ (2,y).

Definicja 11.3. Dwa wektory nazywamy ortogonalnyms, jezeli ich iloczyn
skalarny jest rowny zero.

Wektor zerowy jest jedynym wektorem prostopadtym do kazdego wektora
(réwniez do siebie samego).
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11.3. Ortogonalizacja Grama—Schmidta

Przyktad 11.5. Rozwaimy przestrzen R? z naturalnym iloczynem skalarnym (zo0b.
przyktad 11.1). Dla wektoréow vy = (1, V3, O) ,v9 = (0,1,0) mamy

s(vi,v) 1-0+v3:-140-0 /3
[[oa]] - ozl VI+3-y/1 2

Tym samym £ (vi,v2) = ¢ = %.

cos p =

Przyklad 11.6. W przestrzeni I1,, definiujemy funkcje:
1
(.9 = [ gl dn
—1
52(F,9) = S £ (=1) g (-1).
k=0

Przestrzenie (11, s1) oraz (I, s9) sq przestrzeniami unitarnymi. Niech f(x) =
2¢ + 1 oraz g (x) = 32> — 3x + 1. Wiwczas

1

1
S1(f,9)=/ (2$+1)(3$2—3x+1)dx:/ 62° — 3% — x + ldz = 0,

1 1

s5(fr9)=f(=D)g(=1)+ f (=1 g (1) + f" (1) ¢" (-1) = —25.

Oznacza to, Ze rozwazane wielomiany sq ortogonalne w przestrzeni (11, s1), nato-
miast nie sq ortogonalne w przestrzeni (I1,,, s2).

11.3. Ortogonalizacja Grama—Schmidta

Rozwazmy ciag vi,...,v, wektoréw rzeczywistej przestrzeni liniowej X
wyposazonej w iloczyn skalarny s. Jezeli v; L v; dla i # j to méwimy, zZe ciag
U1,...,0, jest ciggiem wektoréw ortogonalnych. Jezeli dodatkowo ||v|l, = 1
(1=1,...,n) to ciag ten nazywamy ciagiem ortonormalnym.

Przypusémy, ze wektory vy, ..., v, stanowia baze przestrzeni X. Podamy teraz
algorytm modyfikujacy te baze w taki sposéb, ze nowo otrzymana baza vy, ..., 0,

jest baza ortonormalna przestrzeni X.

Twierdzenie 11.2. Niech cigg vy,...,v, stanowi baze rzeczywistej przestrzeni X
wyposazonej w iloczyn skalarny s. Wowczas cigg wektorow vy, ...,0, okreslonych
wzorami

k—1 >\ 5
b, = Vg Zizls(vlmvl)vl , k=2,....n

Hvk - 25;113 (Uk, 171') U;

U1

Al

U1

S
jest taki Ze:

a) dla kazdego k € {1,...,n} : span{vy,...,vx} = span {0y, ..., 0x};
b) cigg U1, ...,0, jest bazg ortonormalng przestrzeni X.
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11.3. Ortogonalizacja Grama—Schmidta

Dowdd: Dowdd poprowadzimy przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 twierdzenie
jest prawdziwe, tj. ||01]|, = 1 oraz span{v;} = span{?;}. Przypusémy wiec, ze
uktad ©1,...,05_1 jest baza ortonormalna przestrzeni span{v,...,vx_1}. Niech
v = vk—Zf;ls (vg, 0;) U;. Wykazemy teraz, ze wektor v jest ortogonalny do wektoréw
U1,...,0—1. Mamy dla j =1,...,k—1:

s(v,0;) = s (Ulc — s (o, W) B, 173') = 5 (04, 0j) — S0 s (g, B1) 5 (83, 0)

=5 (g, 0j) — s (vg, ;) = 0.

Zauwazmy ponadto, ze v # 0. W przeciwnym przypadku vy € span {0y, ..., 051} =
span {vy, ..., v,_1} wbrew liniowej niezaleznosci wektoréw vy, ..., v,. Mozemy wiec
przyjac -

5 v U Y iy 5 (Vg i) U;

H/U”s Vi — Zi:lls (Uk, 271) 1~}Z
S

Tym samym wektory vq,...,0, tworzg ukitad wektoréw ortonormalnych oraz
rozpinaja te sama przestrzen co wektory vy, ...,vx. ®

Przyktad 11.7. Niech X = {(z,y,2,w) ER* 12+ 2y +324+w=0,2 +y+ 2= 0}.
Latwo stwierdzic, zZe
X={(-y—2zy,2,—y—22):y,z € R}.
Jest to wiec podprzestrzen liniowa przestrzeni R*, a poniewaz
(—y—2z,9,2,—y—2z) =y (—-1,1,0,—1) + 2 (—1,0,1, —2)

zatem jej bazq sq wektory e; = (—1,1,0,—1) ,e5 = (—1,0,1,—2) . Wyznaczymy baze
ortonormalng przestrzent X w sensie naturalnego iloczynu skalarnego indukowanego
2 przestrzeni R*. 7 twierdzenia 11.2 wynika, Ze szukana baza é1,é, moze byé wyz-
Naczona ze wzorow

- €1 ~ €2 — (62 o él) €1

P el P lea—(eaoén) ]

Poniewa? ||e1|| = \/e1 0 e1 = /3, zatem é, = \/Tg (—1,1,0,—1). Podobnie, poniewaz

€2 — (62 © él) € = (_1707 17 _2) - <(_1707 17 _2> © ? <_17 1707 _1)> X

X E <_17 1707 _1> - (_1707 17 _2) - (_17 1707 _1) =

3
=(0,-1,1,-1)
wiec
0,—-1,1,—-1 3
&y = (0-1L1-1 =Y20,-1,1,-1).
V(0,-1,1,-1) 0 (0,—1,1,—-1) 3
Wektory é; = ‘/Tg(—l,l,(),—l) oraz €y = ‘/75(0,—1,1,—1) sq bazg ortonormalng

przestrzent X.
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11.4. Rzut prostopadty na podprzestrzen liniowa

11.4. Rzut prostopadly na podprzestrzen liniowg

Niech V' bedzie n-wymiarowa podprzestrzenia liniowa rzeczywistej przestrzeni
unitarnej (X, s). Rozwazmy dowolny wektor v € X\V.

Definicja 11.4. Wektor u* € V nazywamy rzutem ortogonalnym wektora u na
podprzestrzen V', jezeli u — u* LV, tzn.

YVoeV iu—u" L. (11.5)

Uy

Wykres 3. Rzut ortogonalny wektora v na podprzestrzen liniowa V' rozpieta przez
wektor uy.

Przypusémy, ze wektory wq,...,u, sa baza podprzestrzeni V. Warunek (11.5)
rownowazny jest wowczas warunkowi

u—u*Lu (i=1,...,n). (11.6)
Poniewaz u* € V zatem istnieja skalary o; € R (i = 1,...,n) dla ktérych
ut = ajur F AUy,

Aby wyznaczy¢ rzut ortogonalny u* wektora u wystarczy wiec wyznaczyC jego
wspéhrzedne of, ..., af wzgledem dowolnej bazy przestrzeni V. Zaleznosé (11.6)
oznacza, ze dlai=1,... n:

0= s (u—u u) = s (u— Yy ofur,us) = s (u, ) — Y afs (u, ).

lub réwnowaznie

Z;‘L:ls (uia uk) 04;:» =S (U, UZ) .

Szukane wartosci of, ..., a; sa wiec rozwigzaniem uktadu réwnan liniowych
s(up,up) -+ s(up,up) ol s (u,uq)
L= : . (11.7)
S (Up,ur) o S (Up,up) ak s (u, uy)

77



Macierz G = [s (u;, u;)] tego uktadu — tzw. macierz Grama — posiada wiele waznych i
interesujacych wtasnosci. Mozna na przyktad pokazac, ze jej wyznacznik jest rozny
od zera wtedy i tylko wtedy, gdy wektory wq,...,u, sa liniowo niezalezne (zob.
Zestaw 12, zad. 5). Posta¢ macierzy G zalezy od wyboru bazy przestrzeni V. W
przypadku, gdy baza uq,...,u, jest baza ortonormalng, macierz GG jest macierza
jednostkowa, a rozwiazaniem uktadu (11.7) sa skalary

a =s(uyu), (i=1,...,n).

Wiynika stad nastepujace

Twierdzenie 11.3. Niech uy,...,u, bedzie bazqg ortonormalng podprzestrzeni V.
przestrzeni lintowej X wyposazonej w iloczyn skalarny s. Dla dowolnego wektora
u € X istnieje doktadnie jeden wektor u* € V' bedgcy rzutem ortogonalnym wektora
u na podprzestrzen V. Wektor ten okreslony jest wzorem:

ut = Zs (u, u;) u;. (11.8)
i=1

Przyktad 11.8. Wyznaczymy rzut ortogonalny wektora uw = (1,1,1,1) na pod-
przestrzen X przestrzeni R rozwazang w przykladzie 11.7 (z naturalnym iloczynem
skalarnym). Przypomnijmy, Ze ortonormalng baze X stanowiq wektory

3 3
Uy = \/?_ (=1,1,0,-1), wuy= \/?_ (0,—-1,1,—1).

Poszukiwany wektor u* wyznaczymy ze wzoru (11.8). Otrzymujemy

1 1
u = (uowuy)u+ (uouyg) uy = —3 (—1,1,0,—1) — 3 (0,-1,1,-1) = = (1,0,—1,2).
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