Rozdziatl 13

Elementy geometrii analitycznej w R?

Elementy trojwymiarowej przestrzeni rzeczywistej R® = {(z,y,2) : x,y,2 € R}

mozemy interpretowa¢ co najmniej na trzy sposoby, tzn. jako:

zbiér punktow (x,y, z) (Wykres 4, kolor niebieski); bedziemy je oznaczaé duzymi
literami A, B, C'itd. Liczby rzeczywiste z,y, 2 nazywamy wspotrzednymi punktu
A = (z,y,z). Punkt nie jest wielkoScia wektorowa — nie ma zwrotu, kierunku,
dhugosci.

zbior wszystkich wektorow zaczepionych E), ?, 7, 7 itd. (Wykres 4, kolor po-
maranczowy). Wektory te maja wspélny poczatek w punkcie O = (0,0,0).
Kazdy punkt P = (x,y,z) wyznacza dokladnie jeden wektor wodzacy OP =
(z,y,2).

zbior wszystkich wektoréw swobodnych 7, przy czym przez wektor swobodny
0 rozumiemy zbior wszystkich wektoréw zaczepionych w dowolnym punkcie,
ktore maja te sama diugosé, ten sam zwrot oraz ten sam kierunek co wektor
W (Wykres 4, kolor zielony). Kazde dwa rézne punkty A = (24, Ya, z4) Oraz
B = (xy, yp, 2p) Wyznaczaja dwa wektory swobodne

—
z@ = (Tp — Tay Yp — Yar 26 — 2a) Oraz BA = (x,— Tp, Yo — UYp, 2a — 2b) ;

wektor Ezl nazywamy wektorem przeciwnym do wektora 1@ Punkt A
(odpowiednio B) nazywamy poczatkiem (koncem) wektora AB. Poczatek
(koniec) danego wektora jest konicem (poczatkiem) wektora do niego prze-
ciwnego.

0 Wyklad przygotowany w oparciu o podrecznik: T. Jurlewicz, Z. Skoczylas Algebra i geome-

tria analityczna. Definicje, twierdzenia, wzory GiS, Wroctaw 2008
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13.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

A

@/

'A 120.
7 7 .B - ($07y0,20>
T
oC

Wykres 4. Punkty, wektory zaczepione, wektory swobodne.

Niech 7 = (Tu, Yu, 2u) OTazZ v = (v, Yo, 20) beda dowolnymi wektorami oraz
niech a € R. Wéwczas:

U+ T L (204 20 Y + Yo 2+ 20) oraz a- T L (azy, ay,, az,).

Dlugo$¢ wektora @ okreslamy wzorem:
d
171 <Vt + 2+ 22

13.1. Iloczyny wektorow: skalarny, wektorowy, mieszany

13.1.1. Iloczyn skalarny
Rozwazmy dwa wektory iV przestrzeni R3.
Definicja 13.1. Illoczyn skalarny wektoréw U oraz U to liczba (skalar) Uo

okreslona wzorem .
Do L&)V - cos £ (, ), (13.1)
gdzie £ (7, 7) to kqt miedzy wektorami W i U ; zakladamy, 7e 0 < £ (7, 7) <.
Mozna wykazaé, ze jezeli W = (T Yu, 2u) Oraz v = (Tyy Yoy 20) 1O
707:xu-xv+yu-yv+zu-zv. (13.2)

Ze wzoréw (13.1) oraz (13.2) wynika, ze kat miedzy niezerowymi wektorami qiv
wyraza sie wzorem

£(U, V) = arccos Du To bt Yu Yot 2 By
VEF R Vet + 2
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13.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

Wtasnosci iloczynu skalarnego (U7, v, W € R? a € R):

a) WoW =ou;

b) Wod =|W|’;

¢) (a-W)oW =a (o?);

d) (+ V)o@ =(LoW)+ (Vod);

e) | oW <||| |7 (nieréwnosé Schwarza);

f) W1V & W oW =0 (warunek ortogonalnosci wektoréw).

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzsze wlasnosci iloczynu skalarnego.

Uktad wspoétrzednych

Uktadem wspétrzednych w przestrzeni R® nazywamy trzy ustalone wzajemnie
prostopadte proste, przecinajace si¢ w jednym punkcie zwanym poczatkiem uktadu
wspotrze- dnych. Zwyczajowo proste te oznacza si¢ Oz, Oy oraz Oz i nazywa
sie osiami uktadu wspétrzednych Oxyz. Poczatkiem uktadu wspotrzednych jest za-
zwyczaj punkt (0,0,0). Geometria analityczna to geometria uprawiana w wybranym
uktadzie wspotrzednych.

13.1.2. Iloczyn wektorowy

Niech 7 = (Tay Yuy 2u) OTAZ T = (24, Yo, 2y) beda dowolnymi wektorami z
przestrzeni R3.

Definicja 13.2. lloczynem wektorowym wektorow U oraz U nazywamy wektor
U x U okreslony wzorem

7 X 7 ﬁ (yuzv — Yo2u, TyZy — Tyly, Tuly — Ivyu) : (133)

bLatwo sprawdzi¢ przez bezposredni rachunek, ze wzor (13.3) mozna wyrazi¢ w
postaci symbolicznego wyznacznika

- - =
1 J  k

7 X 7 | Py Yu Ru |
x'[} y'[} Z'U

, ? =(0,1,0), ¥ = (0,0,1). Mozna réwniez wykazaé, ze
1T x TN = |- |7 - sin £ (T, F)

gdzie, podobnie jak poprzednio, 4(7,7) to kat miedzy wektorami i
(0< £(W, V) <m).

edzie 7 = (1,0,0)

Wtasnoéci iloczynu wektorowego (7, v, W e R3 a € R):

a) Ux TV =—(0x);

b) (- W)x VTV =Ux(a-V)=a (U x7V);
¢) (W+ V) xW=(UxW)+(V xW);

d) [7 < V| < 7| - |7
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13.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

e) U xV = T e (U || VW =0V7T =0} (warunek réwnoleglosci wektorow);
T AN

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzsze wlasnosci iloczynu wektorowego.

Przyktad 13.1. Rozwazmy trzy punkty A = (0,1,0), B = (1,0,1), C = (1,1,1).
Punkty te sq wierzchotkami pewnego trojkgta. Obliczymy jego pole. Zauwazmy, zZe

dwoma bokami trojkqt o wierzchotkach A, B, C sq wektory AB oraz AC. Jego pole
P wyraza sie wiec wzorem

3] ] s (. 70) = 4

Mamy wiec

AB = (1,-1,1), AC = (1,0,1)

oraz N
gk

AD x AC — 1 -1 1 |=—7+k=(-1,0,1
1 0 1

Ostatecznie P =

e

Orientacja uktadu wspoélrzednych

Rozrézniamy dwie orientacje uktadu wspotrzednych Oxyz — orientacje dodatnia
(uktad prawoskretny) oraz ujemna (uktad lewoskretny). Orientacja uktadu zalezy
od wzajemnego potozenia osi uktadu Oz, Oy oraz Oz. Jezeli wyprostowany kciuk
prawej reki umiescimy w ten sposob, aby wskazywat dodatnia czes¢ osi Oz, a zgiete
palce wskaza kierunek obrotu od osi Oz do osi Oy (odpowiednio: od osi Oy do osi
Ox) to woéwczas mamy do czynienia z ukladem prawoskretnym (lewoskretnym).

a) z b) z
xr )
y T
Wykres 5. Orientacja uktadu wspétrzednych: a) ukltad lewoskretny, b) uktad
prawoskretny.

Iloczyn wektorowy U x U dwoéch niezerowych, niewspotliniowych wektorow
7, K przestrzeni R® ma te wlasnoéé, ze orientacja tréjki wektorow 7, 7, U XV
jest zgodna z orientacja uktadu wspotrzednych Ozyz.

13.1.3. Iloczyn mieszany

Niech @ = (Tus Yus Zu) 5 v = (s Yo, 20) W = (T, Yu, 2w) beda dowolnymi ele-
mentami przestrzeni R3.
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13.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

Definicja 13.3. lloczynem mieszanym uporzgdkowane) trojki wektorow 7,7,?
nazywamy liczbe (7, v, ﬁ) okreslong wzorem

(W, 7, W)L (W x V7)o W, (13.4)

Latwo wykazaé, ze iloczyn mieszany wektorow jest wyznacznikiem macierzy,

ktorej wiersze (lub kolumny) sa wspolrzednymi tych wektorow, tj.:

Ty Yu Ru
(7’?7E?): Ty Yo 2o |- (13.5)

Tw Yw ~w

Wtasnosci iloczynu mieszanego (7, U, W eR3a e R):

a) (W, 7, W)=—(V, 4,0 =(V,d,);

b) a - (U, 7, W)= (a- U, 7, W)= (d,o- U, W) = (U, V, - T);
o) (W +w, v, W)= (u,V, W) + (us, ¥, W)

d) (7,7, W) < || - | 7] - |-

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzsze wlasnosci iloczynu mieszanego.

13.1.4. Zastosowanie geometryczne iloczynu wektorowego oraz

mieszanego

Niech 7 = (Tu, Yus Zu) U = (Tyy Yus Z0) W = (Tw, Yws 2w). LNoczyny wektorowy

oraz mieszany majg liczne interesujace zastosowania geometryczne. Mozna przy ich
pomocy wyznacza¢ miedzy innymi:

v

pole réwnolegloboku: pole P rownolegtoboku rozpietego przez wektory i
U wyraza sie wzorem (zob. Wykres 6 a))

P=|u x7|; (13.6)

pole trojkata: pole P trojkata rozpietego przez wektory Ui wyraza sie
wzorem

P= % |7 x 7 ; (13.7)

objetosé réwnolegloscianu: objetos¢ V' rownolegtoscianu rozpietego na wek-

torach o, U, W wyraza sie wzorem (zob. Wykres 6 b))
V= |7, 7, W); (13.8)

objetos¢ czworoscianu: objetosé V' czworoscianu wyznaczonego przez wektory
W, U, W wyraza sie wzorem (zob. Wykres 6 ¢))

V= é (2.7, 7). (13.9)
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13.1. lloczyny wektoréw: skalarny, wektorowy, mieszany

= 4

a) b) c)

Wykres 6. Zastosowanie iloczynéw wektorow: a) wektorowego; b) i ¢) mieszanego

Przyklad 13.2. Aby obliczyé diugos¢ h wysokosci trojketa o wierzcholkach w
punktach A = (1,1,1), B = (2,2,2),C = (3,4,5) opuszczonej z wierzchotka C,
mozemy zastosowaé wzor (13.7). Mamy AB = (1,1,1), AC = (2,3,4) oraz

e b | 3]

Poniewaz - o ?
[
EXR: 1 1 1 :(17_271)
2 3 4
zatem ? ?
|48 < ac]

2

Przyktad 13.3. Aby obliczyé dlugosé h wysokosci czworoscianu o wierzchotkach
A =(0,0,0), B=(1,0,0), C =(0,2,3), D = (3,4,5) opuszczonej z wierzcholka
D, zastosujemy wzér (13.9). Mamy

V:é)(@,@,@)‘ :%h-PAABa

gdzie Paape to pole trojkgta o wierzchotkach w punktach A, B,C'. Mamy ﬁ =
(1,0,0),AC = (0,2,3), AD = (3,4,5). Zatem
- = =

7k
ABxAC=|1 0 0 |=(0,-32).
o 2 3

Stad oraz ze wzoru (13.7) wynika, Ze Paapc = 3 [|(0,—3,2)| = @ Poniewaz

(35 3¢, 75) - | o
3

N O

0
3|=-2
5

zatem ostatecznie otrzymujemy

(AB.4C.AD)| oy13

1
h==
2 PnaBe 13
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13.2. Ptaszczyzna w przestrzeni R?

13.2. Plaszczyzna w przestrzeni R?

13.2.1. Roéwnanie normalne plaszczyzny

Réwnanie plaszezyzny 7 przechodzacej przez punkt P = (z9,vo,20) oraz
prostopadlej do niezerowego wektora 77 = (A, B,C) (*) ma postaé
T A(x —z0)+ By —yo) + C (2 — 2) = 0. (13.10)

Jest to tzw. rownanie normalne ptaszczyzny.
Latwo stwierdzi¢, ze rownanie

Ar+ By+Cz+ D =0,

gdzie A% 4+ B% + C? > 0, réwniez opisuje plaszczyzne — jej wektorem normalnym
jest wektor 7 = (A, B, C), a przechodzi ona przez punkty P, = (-£.,0,0), P, =
(0, —%, 0), Py = (0, 0, —g) (0 ile oczywiscie ABC' # 0).

13.2.2. Roéwnanie odcinkowe plaszczyzny

Roéwnanie postaci
x Yy oz
: —+>+-=1 13.11
m Sty to=1 (13.11)
w ktorym a,b,c € R\ {0}, nazywamy réwnaniem odcinkowym plaszczyzny .
Plaszczyzna opisana réwnaniem (13.11) przecina osie Ox,Oy oraz Oz ukladu
wspotrzednych Ozyz w punktach réwnych odpowiednio P, = («,0,0), P, = (0,b,0),
P, = (0,0,c).

13.2.3. Roéwnanie parametryczne plaszczyzny

Réwnanie plaszezyzny m przechodzacej przez punkt P = (zg, o, 20) 1 réwnolegle;
do dwéch niewspotliniowych (nielezacych na jednej prostej) wektorow v =
(Zo, Yo, 20) s W = (Zus Yu» Zw) Ma pOStac:

T =29+ TT, + STy
g Y=Y+ 7Y, + SYp , gdzier,seR.
2 =20+ T2y + SZy

Jest to tzw. rownanie parametryczne plaszczyzny.

13.2.4. Roéwnanie plaszczyzny przechodzjacej przez trzy punkty

Kazde trzy niewspotliniowe punkty P, P, P3 wyznaczaja dokladnie jedng
plaszczyzne 7, ktéra je zawiera. Niech P, = (x;,v;,2) (i =1,2,3). Punkt P =
(x,y,2) lezy na plaszczyznie wyznaczonej przez punkty Py, Ps, P3 wtedy i tylko

wtedy, gdy wektory P, P, P, P, oraz P, P s liniowo zalezne. Réwnanie poszukiwanej
plaszczyzny m mozna wiec wyrazi¢ w postaci:

r—T1 Y—Yy 22—z
Y[ To — X1 Y — Y1 22— 21 | = 0. (1312)
L3 — 21 Ys— Y1 23— 21

1 Wektor prostopadty do plaszczyzny nazywamy wektorem normalnym plaszczyzny.
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13.3. Prosta w przestrzeni R?

13.3. Prosta w przestrzeni R?

13.3.1. Roéwnanie parametryczne prostej

Rozwazmy dowolny punkt P = (zo,%o,2) oraz niezerowy wektor ¥ =
(%4, Yo, 2). ROéwnanie

T = x9+ tx,
[: y=1vyo+ty, , gdzieteR (13.13)
z=zy+tz,

jest réwnaniem prostej [ przechodzacej przez punkt P i rownolegtej do wektora .

13.3.2. Roéwnanie kierunkowe prostej

Przypusémy, ze prosta [ jest zapisana w postaci parametrycznej (13.13) oraz za-
t6zmy, ze zadna ze wspotrzednych wektora o nie jest zerem. Wyliczajac z kazdego z
trzech rownan ukltadu (13.13) parametr ¢, otrzymujemy réwnanie kierunkowe proste;:

T—To Y —Y _ <%0

[: = =
Ty Yo Zy

(13.14)

13.3.3. Roéwnanie krawedziowe prostej

Rozwazmy dwie nierownolegte ptaszczyzny
m A+ Biy+Ciz+ Dy =0 oraz mo: Asx + Boy + Coz + Dy = 0.

Czescig wspolng tych plaszezyzn jest prosta

A2I+Bgy+OQZ+D2:O ,

réwnanie (13.15) to jej réwnanie krawedziowe.

Zauwazmy, ze ptaszczyzny m; oraz mo nie sg réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy
ich wektory normalne = (Aq, B1,Ch) i 75 = (Asg, Bs, Cs) nie sa réwnolegte, tj. %
ny . Wektor ni x 15 jest jednoczesnie wektorem kierunkowym (réwnoleglym)
prostej [.

13.4. Wzajemne potozenie ptaszczyzn i prostych

13.4.1. Kat miedzy plaszczyznami oraz prostymi

Przyjmuje sie, ze kat miedzy dwiema prostymi (dwiema plaszczyznami) to kat
jaki tworza wektory kierunkowe tych prostych (wektory normalne ptaszezyzn). Kat
miedzy prosta i ptaszczyzna, to kat § — «, gdzie a to kat ostry jaki tworza wektor
kierunkowy prostej oraz wektor normalny ptaszczyzny. Znajac wektory normalne
plaszczyzn oraz wektory kierunkowe prostych, szukane katy mozna tatwo wyliczy¢
wykorzystujac stosowne wtasnosci iloczynu skalarnego lub iloczynu wektorowego
tych wektorow.
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13.4. Wzajemne potozenie ptaszczyzn i prostych

13.4.2. Odleglo$é¢ punktu od ptaszczyzny
Latwo wykazaé, ze odlegto$é punktu Py = (zo, Yo, 20) od plaszczyzny 7 : Ax +
By + Cz+ D = 0 wyraza sie wzorem
A B C D
4 (Py ) = ATt By + Czo + D) (13.16)
A%+ B? 4 (C?

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzszy wzor.

13.4.3. Odlegltosé punktu od prostej

Mozna wykazaé (zob. Wykres 7), ze odlegtosé punktu Py od prostej [ prze-
chodzacej przez punkt P; i rownolegtej do wektora o wyraza si¢ wzorem

—
’PIPO X 7“

d(Py,1) = ’ (13.17)

il

Cwiczenie Uzasadni¢ powyzszy wzor.

Wykres 7. Odlegtos¢ punktu Fy od prostej (.

13.4.4. Odleglo$¢ miedzy ptaszczyznami

Rozwazmy dwie ptaszczyzny rownolegte m @ Ar + By + Cz + Dy = 0 oraz my :
Az + By+Cz+ Dy = 0 (plaszczyzny réwnoleglte maja ten sam wektor normalny). Ze
wzoru (13.16) wynika natychmiast, ze odlegto$¢ miedzy tymi ptaszczyznami wyraza
sie wzorem

Dy — Dy

13.4.5. Odlegltos$é miedzy prostymi

d(’ﬂ'hﬂ'g) =

Niech [; (odpowiednio ls) bedzie prosta przechodzaca przez punkt P, (odpowied-
nio P,) réwnolegla do wektora v{ (odpowiednio v3).

Proste réwnolegte

W przypadku, gdy proste l; i Iy sa rownolegle (mozemy woéwcezas przyjaé, ze

o= v_2>), wzor na odlegto$é miedzy nimi wynika ze wzoru (13.17). Mamy

—_—
‘P1P2><U_1>

0 l2) = T
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Proste skosne

.. . . , - P ..
Jezeli proste Iy i I, nie sg réwnolegle (tzn. v x 73 # 0), odleglodé miedzy nimi

obliczamy ze wzoru
N AT
‘<P1P27 U1, /U2>’

d(l,lp) =

o1 x vs ]

Wykres 8. Odlegtos¢ miedzy prostymi [ i ls.



