Rozdziat 13

Zadania egzaminacyjne

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin | — 03.02.2011

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.
Zadanie 1. Wyznacz sume rozwiazan réwnania:

Bz+1—i?=2"iz" =0.
Zadanie 2. Niech ug = (1,2,1). Rozwazmy odwzorowanie

f R332 v—ouyxveR,

gdzie x oznacza iloczyn wektorowy.

a) Uzasadnij, ze f jest endomorfizmem.

b) Wyznacz jadro oraz obraz endomorfizmu f.
Zadanie 3. Rozwazmy dwie macierze:

3 0 4 10 0
A= 0 =1 0 |, B=|0 —1 1
-2 0 -3 00 —1

a) Sprawdz, czy macierze A i B sa podobne.
b) Wyznacz macierz | + A% + A* ... + A100,
Zadanie 4. Rozwazmy podprzestrzen liniowa

V:{(x,g,z)€R3:2x+y—Z:0, x—2g+Z:0}

przestrzeni R3. Wyznacz rzut ortogonalny wektora v = (1, —1,1) na podprzestrzen V.
W przestrzeni R? przyjmij naturalny iloczyn skalarny.
Zadanie 5. Wyznacz wszystkie wartosci parametru o € R, dla ktdrych macierz

a—1 1 -1
A= 1 1 —a

ma tylko nieujemne wartosci wtasne.
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Egzamin z algebry liniowej — AiR termin Il — 10.02.2011

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.
Zadanie 1. Na ptaszczyznie zespolonej zaznacz zbiér:

[zec b

Zadanie 2. W zbiorze Z = Q\ {1} wprowadzamy dziatanie * okreslone wzorem a x b =
a+ b — ab. Sprawdz, czy struktura (Z, ) jest grupa.

Zadanie 3. Wyznacz macierz Jordana endomorfizmu F : T, 2 f — f+ " € Ty,

Zadanie 4. Wyznacz wartosci parametru a € R, dla ktérych uktad réwnan

< arg

AR

— <
(z + iz)?

ol N

x+y=—-a(l1+y)
2x+y=ax—2
2x+ay=1—a

posiada niezerowe rozwiazanie.
1 2

1 ,
2 11 ] na podprzestrzen

Zadanie 5. Wyznacz rzut ortogonalny macierzy v* = [

{[ a b c ] ca,b,c,de R} przestrzeni R?*3. Przyjmij iloczyn skalarny [aij] o

b ¢ d
2 3
[bij] = X_)_aijby.
i=1j=1
Egzamin z algebry liniowej — AiR termin Il — 24.02.2011

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Dnia 10 lutego 2011 roku studenci pierwszego roku jednej z krakowskich
uczelni zdawali pisemny egzamin z algebry liniowej. Kazdy ze studentdw uzyskat
inna liczbe punktéw. W grupie zdajacych wprowadzono dwa dziatania: rq, ktére
z dwodch osdb wybiera te, ktdra uzyskatatepszy wynik z egzaminu oraz rp, ktére z
dwdch oséb wybiera osobe mtodsza (decyduje numer PESEL).

a) Sprawdz, czy struktura algebraiczna ztozona z powyzszej grupy studentéw oraz
dziatania rq jest grupa?
b) Sprawdz rozdzielno$¢ dziatania rq wzgledem dziatania r;.

Zadanie 2. Prosta y = ax 4+ b przecina wykres funkcji y = 2x> — x> + 4x? +3x =7 w
pieciu réznych punktach (x1,y1), (x2,y2), (x3,y3), (x4, ya), (x5, ys). Pokaz, ze liczba
MEQLLENES nie zalezy od parametréw a i b.

Zadanie 3. Niech A € R3*3 bedzie macierzg, taka ze

-1
0
0

2 -1
0 2
0 1

A+A =

. —_1\3 . . . Y ..
Czy macierz A3 + (A 1) jest diagonalizowalna? Odpowiedz uzasadnij.
Zadanie 4. Zbadaj, w zaleznosci od wartosci parametru a € R, wymiar obrazu endomor-
fizmu f : R? — R3 okreélonego wzorem

fix,y,z)= (—2X+(—1 —a)y+z,ax—az,—x+ (a+az) g—i—z).
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Zadanie 5. Wyznacz rzut ortogonalny wektora v = (1,2,3) na podprzestrzen
liniowq x + y + z = 0 przestrzeni R?. Przyjmij naturalny iloczyn skalarny.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin | — 03.02.2012

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Liczby a,b,c € C to pierwiastki wielomianu f (x) = 3x3 — 14x2 + x + 62.

Oblicz
1 1 1

- + :

a+3 b+3 c+3
Zadanie 2. Niech R!*™ oznacza zbiér macierzy wymiaru n x m o elementach nalezacych
do zbioru R, = R\ {0}. W zbiorze R]*™ wprowadzamy dziatanie o okreslone wzorem:

an - dip by -+ bim aybyy - a1mbim

ap1 - Upm bp1 -+ bam anibpt -+ dpmbam

Czy struktura (R”*™M, o) jest grupa abelowa? Odpowiedz uzasadnij.
* T T
Zadanie 3. Sposrod rozwigzan réwnania

(23—27i) (zz—(3+i)z+2+2i) -0

wybierz te, ktére naleza do zbioru {Z €C:0<Argz< 5
Zadanie 4. Rozwazmy odwzorowanie liniowe L : R? — R3 postaci

Lix,y,z) =(x+2z3x+2z,2).

Czy istnieje baza przestrzeni R3, w ktérej macierz A; odwzorowania L jest diagonalna?
Odpowiedz uzasadnij; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz te baze.
Zadanie 5. W przestrzeni R3*3 iloczyn skalarny s okreélono wzorem:

3
s([ag] [by]) = 2_2_aiby:
i=1 j=1
Wyznacz rzut ortogonalny wektora
0 0 3
u=|0 20
100
na podprzestrzen V = {A € R¥»3: A= AT}
Egzamin z algebry liniowej — AiR termin Il — 09.02.2012

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Niech

50 1 1
A= 2 6 -2 1, ug = 0
-1 0 7 -1
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W zbiorze V = {v ER}:(A-6/)v = O} wprowadzamy dziatanie ® okreslone wzorem
vi ® v2 = (ug X vq) — (v2 X up),

gdzie x to iloczyn wektorowy. Sprawdz czy: a) dziatanie ® jest wewnetrzne w zhiorze
V; b) dziatanie ® jest przemienne; c) dziatanie ® posiada element neutralny. Czy
struktura algebraiczna (V, ®) jest grupa?

Zadanie 2. Rozwiaz réwnanie

(\4/5 (slnE + icos

o g)z+1+qz+z4:0

ze wzgledu na niewiadoma z € C.
Zadanie 3. Znajdz rozwigzania ponizszego uktadu réwnan

2xX+y—z+t=1
y+3z—-3t=1
xty+tz—t=1

Zadanie 4. Wyznacz wszystkie wartosci parametru a € R, dla ktérych macierz

0 0 1-—a?
A= 1 0 1+ a?
0 1 —1

jest diagonalizowalna.
Zadanie 5. Na rzeczywistej przestrzeni liniowej V:

V = span {sin x, cos x, x sin x, x cos x}

okreslono odwzorowanie liniowe £ : f — f + f’. Wyznacz ker £, Im L oraz sprawdz,
czy jest to endomorfizm na V; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz rowniez
jego rzeczywiste wartosci wtasne.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin Il — 24.02.2012

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Sprawdz, czy zbior G = {(t Zt) te R} wraz z dziataniem
h((x1,y1), (x2, y2)) = (x1 + x2 + 2,4y1y2) tworzy grupe. Czy jest to grupa abelowa?

Zadanie 2. Rozwigz réwnanie z° — 223 4 2 = 0 ze wzgledu na niewiadomg z € C.

Zadanie 3. Sposréd wielomiandw vy (x) = x3 +2x% + x — 1, va (x) = 2x° + 4x? — x — 2,
V3 (x) = x, v (X) = x> + 2x% + x + 1 wyznacz te, ktére sg liniowo niezalezne; nastepnie
uzupetnij je do bazy przestrzeni wielomiandw stopnia co najwyzej cztery.

Zadanie 4. Czy macierze

12 3 10 O
A= 02 2|, B=(2 2 0
00 -1 3 2 -1

sg podobne? Odpowiedz uzasadnij; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz
macierz ustalajaca to podobienstwo.
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—
Zadanie 5. Wyznacz dtugosé wektora AB, gdzie A to punkt w ktérym prosta [ : % =

y+1= % przecina ptaszczyzne w: 4(x + 1)+ 2y +6z = 0, a B to rzut ortogonalny,
w sensie naturalnego iloczynu skalarnego przestrzeni R3, wektora u = (1,—1,6) na
podprzestrzen liniowa {(x,y,z) € R3: 2x + y + 3z = 0}.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin | — 01.02.2013

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

. . . , . 2013 :
Zadanie 1. Wyznacz sume oraz iloczyn wszystkich elementéw zbioru “v1 + i.
Zadanie 2. Dla jakich wartosci parametru p € R uktad réwnan

X+ /JZ_L/ +z =—p
X+y—pz = /32
y+z =1
ma doktadnie jedno rozwiazanie? Zbadaj liczbe jego rozwiazan w pozostatych przy-
padkach.
Zadanie 3. Wyznacz wszystkie wartosci parametru a € R dla ktorych funkcja
T
X1 1 2a —4 X1
(p:R39(x1,x2,X3)—> X2 -2 a-1 0 x | eR
X3 2a 0 2—a X3

przyjmuje jedynie wartosci nieujemne.
Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (1,0, 0) na podprzestrzen liniowa

V:{(x,g,z)ER3:X+6g—z:0,—x+2y+z=0,3x+2g—3z:0}.

W przestrzeni V przyjmujemy naturalny iloczyn skalarny przestrzeni R3.
Zadanie 5. Niech A € R?*?. Uzasadnij, ze jezeli dla pewnej liczby naturalnej n zachodzi
A" = 02,2, to A2 = 02,2

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin Il — 08.02.2013

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce

Zadanie 1. Uzasadnij, ze punkty (a1, b1), (a2, b2), (a3, b3) stanowig wierzchotki trdjkata
rownobocznego o Srodku w punkcie (0, 0) wtedy i tylko wtedy, gdy ich wspétrzedne
spetniajg nastepujgce warunki:

a1+ a;+a3=0 ajay + ajas + axasz — b1by — b1bs — byby3 =0
b1+ b+ b3=0 a1by + arb1 + a1bs + azby + azxbsz + azb, =0 .

Zadanie 2. Rozwiaz réwnanie (z + ay =ize wzgledu na niewiadoma z € C; nastep-
nie zaznacz na ptaszczyznie zespolonej te wartosci parametru a € C, dla ktdrych
rozwigzania te nalezq do zbioru {z € C: § < Argz < n}.

x=1+2t
Zadanie 3. Oblicz odlegtos¢ punktu przeciecie sie prostych [y : 1 y = —t oraz [p :
z=4-3t
x="1+t
y=-3+t (t€R)od podprzestrzeni liniowej V C R> rozpietej przez wektory
z=3—-1t

up =(1,0,1), up =(2,1,0).
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Zadanie 4. Rozwazmy endomorfizm F : 7 3 f — f(0) + f (1) x + f (=1) x* € m, gdzie
712 to rzeczywista (tj. nad ciatem R) przestrzen wielomianéw rzeczywistych stopnia
nie wiekszego niz dwa z naturalnymi dziataniami dodawania wielomianéw i mnoze-
nia wielomianu przez skalar. Sprawdz, czy endomorfizm F jest diagonalizowalny; w
przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz dla niego baze Jordana przestrzeni ;.

Zadanie 5. Rozwazmy bhaze przestrzeni R3 v, = (1,0,2),vo, = (-1,1,0),v3 = (1,1,1)
ortonormalng wzgledem iloczynu skalarnego s. Wyznacz kat, wzgledem tego iloczynu
skalarnego, pomiedzy wektorami u = (1,2,3) oraz w = (1,1, 4).

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin Il — 19.02.2013

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Niech 73 oznacza zbidr macierzy tréjkatnych gérnych wymiaru 3 x 3 z jedyn-
kami na przekatnej. Sprawdz, czy struktura algebraiczna (73, -) jest grupa; dziatanie
- to iloczyn macierzy.

1 9 6
Zadanie 2. Sprawdz, czy macierz A= | —1 4 3 | jest diagonalizowalna.
-1 5 4

Zadanie 3. Wyznacz wektory wtasne endomorfizmu
F:m>f(x) = —f(x)+f(x)—f"(x)+f(0) € m,

gdzie s to rzeczywista przestrzen wielomiandéw stopnia nie wiekszego niz dwa z
naturalnymi dziataniami dodawania wielomianéw i mnozenia wielomianu przez skalar.
Zadanie 4. Wielomian charakterystyczny macierzy A ma postac @4 (A) = —A3 =312 42142,
Oblicz wyznacznik macierzy A> + A2 — A —|.
Zadanie 5. Sposrod wektorow

vi=(1,31-1,vw=(2,4,0,-6),v3=1(0,2,2,4),v4 = (0,1, =1, =5)
wybierz baze rzeczywistej przestrzeni wektorowej
V= {(x,g,z,w)eR4:x+g—3z+W:0,2x—g+z:O};
nastepnie uzupetnij ja do bazy przestrzenti

W:{(x,y,z,w)ER4:3X—22+W:0}.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin | — 04.02.2014

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. W zbiorze K = (0, +00) wprowadzamy dziatania:
a@®b=ab, aoOb=a"b

Sprawdz, czy struktura algebraiczna (K, @, ©) jest ciatem.
Zadanie 2. Rozwigz réwnanie ze wzgledu na niewiadoma z € C:

A-Br(-idz+i—-1=0.
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Zadanie 3. Rozwazmy odwzorowanie liniowe
f:R3> (x,y,z) > (—x+3z,—3x—4y —32,9x + 52) € R3.

Sprawdz, czy istnieje baza przestrzeni R3 ztozona z wektoréw wtasnych endomorfizmu
f; w przypadku pozytywnej odpowiedzi, wyznacz jego macierz w tej bazie.
Zadanie 4. Czy odwzorowanie f : ;13 — s, okreslone wzorem

Flo)(t) = (t+ 1) " (t=1)+ ¢ (t +1)

jest liniowe? Jezeli tak, wyznacz jego jadro oraz obraz.
Zadanie 5. Wyznacz rzut ortogonalny (w sensie naturalnego iloczynu skalarnego prze-
strzeni R3) wektora u = (2,1, 2) na podprzestrzen liniowa

V:{(x,g,z)€R3:—x+8g—\ﬁz:0,2\ﬁy—z:0}.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin Il — 11.02.2014

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Przedstaw graficznie zbidr tych parametréow a € C dla ktérych wszystkie
rozwiazania réwnania

ZZ4+2(a+)z+a’+2ai—1—i=0

nalezg do zbioru {z € C: - < Argz < —%
Zadanie 2. Wyznacz baze Jordana przestrzeni s, dla endomorfizmu F : 71p — 712 okre-
slonego wzorem

F:at’? +bt+c— (4a+4b)t> + (2b—2c+ a)t + a + 2b + 2c.

Zadanie 3. Suma wyrazéw w kazdym wierszu macierzy A € R"*" jest rowna s. Uzasad-
nij, ze s jest wartoscia wtasng macierzy A oraz wyznacz odpowiadajacy tej wartosci
wtasnej wektor wtasny.

Zadanie 4. Rozwazmy dwie bazy przestrzeni m,:

@2{@021,6‘1 =1+x,e=x+x2,e3=x>4+x>,...,e,=x""" +x”}
oraz
e: {50 =x" 8 =x"+1,8=x"+x,83=x"+x%...,8, =X’7—|-Xn_1}.

Wyznacz macierz P~1, gdzie P oznacza macierz przejécia od bazy e do bhazy @.
Zadanie 5. Wyznacz odlegtos¢ prostej [ od ptaszczyzny m, jezeli

x =142t x=14+1t+s
l: y=—1+1t , teR, I y=—2+t—2s ,t,seR
z=t z=3+4+2t—s
Egzamin z algebry liniowej — AiR termin Il — 18.02.2014

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.
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. . 7 . 2016, . 7 . )] . .
Zadanie 1. Wyznacz liczbe tych elementéw zbioru *V/2014i, ktére naleza réwniez do

zbioru x x
{ZE(CIZ<AI’CJZ<§}.
Zadanie 2. Sprawdz, czy macierz
3 -4 4
A= -2 1 =2
-4 4 -5

jest diagonalizowalna; nastepnie wyznacz macierz A%9"*
Zadanie 3. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktérych macierz

4 1—a =2

ma jedynie nieujemne wartosci wtasne.

Zadanie 4. Wyznacz baze jadra oraz baze obhrazu odwzorowania liniowego

F:R39(x,y,z)—>(x+y—z,2y—22,x—y+z,3x)E]R4.

Zadanie 5. W przestrzeni s, iloczyn skalarny o okreslono wzorem

(Cl1t2+b1t+61) o (Clztz—i-bzt-i- Cz) = aqay + b1by + 0.

Wyznacz rzut ortogonalny wielomianu w(t)
{f € 7y : f-funkcja parzysta}.

(t — 1) na podprzestrzen V =

Egzamin z algebry liniowej — AiR

termin | — 03.02.2015
Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Zaznacz na ptaszczyznie zespolonej ponizsze zbiory:
a) A= {Z € C:Re(z) - || Im (z?) < 0}
b) B= {ZEC:—% gArg[(z—iz)Z] SO}.

Zadanie 2. Niech A bedzie macierza kwadratowa o elementach rzeczywistych.
a) Oblicz det(2A) wiedzac, ze det(3A) = 54 oraz det(4A) = 128.
b) Jakie wartosci moze przyja¢ wyznacznik macierza A, jezeli

AT (AAT)_1 (AAT) - (cletAZ) [(det A) A" = 0.

Zadanie 3. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktérych podany uktad réwnan ma
niezerowe rozwigzanie:

a’x+y+z=1
2x—y+3z=0

3x+4z=a
Zadanie 4. Wyznacz, o ile istnieja, te wartosci parametrow a, b € R dla ktérych macierze
3 a—-1 b 1 b-2 0
A= —6 3 -5 1, B= —1 a —1
—4 2 -3 1 1 2

sg podobne.
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Egzamin z algebry liniowej — AiR termin Il — 10.02.2015

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Liczba so = 1 + iv/2 jest jednym z rozwiazah réwnania
s®—25° + 55 —4s? +8s? —4s+6=0.

Wyznacz pozostate rozwigzania tego réwnania oraz wybierz sposrdd nich te, ktére
nalezg do zbioru {z € C: 5 < Argz < 7}

Zadanie 2. Wyznacz rzut ortogonalny, w sensie naturalnego iloczynu skalarnego prze-
strzeni R3, wektora (1,1,1) na jadro odwzorowania liniowego F : R3 > (x.y,z) >
(y—2x+z,y—z,x—2y+z) € R

Zadanie 3. Zbadaj liczbe rozwigzan uktadu réwnan

x—ay+z=1
—2x—y—z=1
2x—y =2
—Xx—ay—2z=72

w zaleznosci od wartosci parametru a € R.
Zadanie 4. Niech A € R3*3 bedzie macierzg postaci

0
A= 2 1 1
0

(a) Sprawdz, czy macierz A jest diagonalizowalna.
(b) Wyznacz A%915,

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin Il — 26.02.2015

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1.
(a) Rozwigz réwnanie w zbiorze liczb zespolonych: 73 = —8z.
(b) Zaznacz na ptaszczyznie zespolonej liczby zespolone z spetniajace warunek
2% + 4| > |z - 2il.
Zadanie 2. Wyznacz macierz X spetniajgca rownanie

A+ BT(XT) A= [AT ((A*1 + B+ /)]T.

Zadanie 3. Rozwazmy cztery punkty A(0,1,0), B(—1,2,1), C(1,0,1), D(1,—1,1). Wy-
znacz odlegtos¢ pomiedzy prostymi lag oraz lcp przechodzacymi odpowiednio przez
punkty A, B oraz C, D.

Zadanie 4. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktérych macierz

1 T—a 1
A= 1—a a 2
1 2 1

ma jedynie nieujemne wartosci wtasne.
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Egzamin z algebry liniowej — AiR termin | — 29.01.2016

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Niech zp, z1, ..., z4 beda pierwiastkami algebraicznymi stopnia 5 z 32. Oblicz
4
> |2i— zi|?
k=0
Zadanie 2. Wielomian @4 (x) = —x3 4+ 4x? +2x — 1 jest wielomianem charakterystycznym
macierzy A. Wyznacz wielomiany charakterystyczne macierzy: a) 2A—1, b) (A+2/)7,
c) A7
Zadanie 3. Niech
a b 0
A=| b 5 2 |, v=011-1)".
b —1 4

Wyznacz te wartosci parametrow a, b € R, dla ktérych wektor v jest wektorem wta-
snym macierzy A. Nastepnie sprawdz, czy otrzymana macierz jest diagonalizowalna.
Zadanie 4. Rozwazmy przestrzeh R? z iloczynem skalarnym o okreélonym wzorem

ou—xT 2 -1
Xoy =x 1 9 y.

Wyznacz rzut ortogonalny (w sensie iloczynu skalarnego o) wektora u = (1,3)T na
podprzestrzen liniowa rozpieta przez wektor e = (1, Hr.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin Il — 05.02.2016

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Wiedzac, ze z jest liczbg zespolong o argumencie gtéwnym o € (% /T) oraz

< Q2 , . R |
o module |z| > 1, znajdz argument gtéwny liczby zespolone;j (1 ’|Z)|22,
—|Z
Zadanie 2. Wektory y,v2,v3,...,v, € R" tworza baza przestrzeni R”, ortogonalng w

sensie naturalnego iloczyny skalarnego o przestrzeni R” (ti. vow = v'w). Niech
x € R" bedzie dowolnym niezerowym wektorem.
(a) Pokaz, ze wektory x, vz, v3, ..., Vv, sa wektorami wtasnymi macierzy xy’ oraz wy-
znacz odpowiadajgce im wartosci wtasne.
(b) Wykaz, ze det (In — ng) =1-y'x
Zadanie 3. Wyznacz liczbe rozwigzan uktadu réwnan

X+2y—z+2w =1
2x+4y+z—-2w =2
—Xx =2y —2z+4w =1

Zadanie 4. Zbadaj okreélonoé¢ formy kwadratowej @ (x, y, z) = 2x* —2xz+2y* —2yz+2°.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin Il — 17.02.2016

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Czy zbiér liczb niewymiernych z dotaczona liczbag 1, z naturalnym dziataniem
mnozenia liczb tworzy grupe? Odpowiedz uzasadnij.
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Zadanie 2. Rozwazmy odwzorowanie liniowe
F:msax+bx’>+cx+d—-(a+b—c)x*+2b+d)x+2c—b e m.

Wyznacz rzut ortogonalny wielomianu v (x) = x2 + 2x 4+ 2 na podprzestrzei Im F (tj.
na obraz odwzorowania F) przestrzeni st; wyposazonej w iloczyn skalarny (f, g) =

p
L1 f(x) g (x) dx.
Zadanie 3. Wyznacz sume wszystkich liczb zespolonych z spetniajacych réwnanie z

(—2+2\5i)z

3:

Zadanie 4. Wykorzystujac postac Jordana macierzy A = ( 34[_ (1) ) wyznacz cztery rozne
macierze B spetniajace réwnanie B2 = A.
Egzamin z algebry liniowej — AiR termin | — 31.01.2017

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Czy zbiér G = {A € R"*" : |det A| = 1} z dziataniem mnozenia macierzy two-
rzy grupe? Czy jest to grupa abelowa? Odpowiedzi pozytywne uzasadnij, negatywna
poprzyj stosownym przyktadem.

Zadanie 2. Czy kazda macierz A € C?*? spetniajaca réwnanie (A — N2 A+2l)=0 jest
diagonalizowalna? Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 3. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktérych obraz Im f odwzorowania
liniowego

fR'"S (x,y,zw) = (x+ay—z2x—=2y+aw,x—y—w) €R>

tworzy ptaszczyzne w R3,

Zadanie 4. W przestrzeni R?*? iloczyn skalarny zdefiniowano wzorem Ao B = tr (ATB) )
gdzie tr (-) oznacza slad macierzy. Wyznacz rzut ortogalny macierzy / (tj. macierzy
jednostkowej wymiaru 2 x 2) na podprzestrzen liniowa rozpieta przez macierze £1 =

0 1 0 -1
(1 0)0|azE2:(1 0 )

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin Il — 07.02.2017

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Wykorzystujgc wzory Viete'a, znajdz wszystkie rozwigzania uktadu réwnan

X+y+z=-1—i
xXy+xz+yz=2+i , wktorymx,y,zeC.

xyz = —2
Zadanie 2. Wyznacz macierz A € R3*3 o wartoéciach wtasnych A1 = 1,4, = —1 oraz
A3 = 0, ktérym odpowiadaja wektory wtasne vy, = (1,1,1)T, vy, = (1,0,1)T oraz

Vy = (1,—1,0)". W rozwigzaniu wykorzystaj postac Jordana poszukiwanej macierzy.

Zadanie 3. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktdrych nierdwnosc¢

1 1 a 2
T T
X(1 —a)X>g (2 a)g

jest prawdziwa dla wszystkich x, y € R?.
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Zadanie 4. Niech v, w € R? bedg wektorami spetniajgcymi warunek vov =wow =1,
vow = % gdzie o oznacza naturalny iloczyn skalarny w R3. Wyznacz ortonormalng
baze podprzestrzeni liniowej rozpietej przez wektory v oraz w.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin Il — 15.02.2017

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Znajdz wszystkie liczhy naturalne n, dla ktérych doktadnie dwa rozwiaza-
nia réwnania z" = 1 4 iv/3 naleza do zbioru {Z eC:0<Argz < %} Wyznacz te
rozwiazania.

Zadanie 2. Punkt xo € X nazywamy punktem statym odwzorowania f : X — X, jezeli
f(x0) = xo. Wyznacz wszystkie punkty state odwzorowania f : R? > (x,y,z) —
Qy+z,x+y—3z,—x+3y+2z) €R3.

Zadanie 3. Wyznacz te wartosci parametru a > 0, dla ktérych macierz

2 a 14+a
A= 17 3 -1
-1 a 4

jest diagonalizowalna.
Zadanie 4. Niech A, B € R"*". Oblicz:
(a) det (A + B) wiedzac, ze det BTA = 2 oraz det (B*1 + A*1) = -3
(b) det (ATB_1 — /) wiedzac, ze det (BT — A) =5, det(—B) = —det B # 0 oraz B* =
B.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin | — 29.01.2018

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Liczby a,b,c € C to pierwiastki wielomianu f(x) = x> — (1 — i) x> — x — i.

Wyznacz Re (w), gdzie
2018
R L R
bc  ac ab '

Zadanie 2. Wiadomo, na podstawie twierdzenia Cayleya—Hamiltona, ze wielomian cha-
rakterystyczny macierzy kwadratowej jest jej wielomianem zerujacym. Wykorzystujac
ten fakt uzasadnij, ze dla dowolnej macierzy A € R>*? oraz dla dowolnej liczby natu-
ralnej n istniejq liczby a,, By € R, dla ktérych A" = a,A + B, .

Zadanie 3. Sprawdz, czy istnieje baza przestrzeni m; (tj. wielomianéw rzeczywistych
stopnia nie wiekszego niz 2), w ktérej macierza endomorfizmu F : 7 3 ax?>+bx+c —
(2a — b) x* + 2bx + 2c + b € 7, jest macierz

31 1
Ar=1| =1 1 -1
0 0 2

Odpowiedz uzasadnij.
Zadanie 4. Zbadaj liczbe rozwigzan uktadu rownan

2 a-1 2 2
2 2 2 | x= a
—1 1 a —1
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w zaleznosci od wartosci parametru a € R.

Egzamin z algebry liniowej — AiR termin Il — 05.02.2018

Kazde zadanie nalezy rozwigzac na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Liczby z1, 22, z3,z4 to pierwiastki algebraiczne czwartego stopnia z liczby
z =20+ 18i. Wyznacz

w=(1—-z21+(1—2+(1—2)°+(1—2z)%.

Zadanie 2. Niech a # b beda dowolnymi elementami. W zbiorze F = {f1, 2}, gdzie fy, f,
to funkcje prowadzace z {a, b} w {a, b} postaci

a, dlax=a _ | b, dlax=a
“(X)‘{ b, dax=b " fZ(X)‘{ a, dax=b "

wprowadzamy dziatanie o sktadania odwzorowan, tj. (f o g)(x) = f (g (x)). Sprawdz,
czy struktura algebraiczna (F, o) jest grupa abelowa.

Zadanie 3. Wyznacz baze Jordana przestrzeni sty (tj. wielomiandw rzeczywistych stopnia
nie wiekszego niz jeden) dla endomorfizmu F : m 2 ax+ b — Ba—b)x + a +
b € 1. Sprawdz poprawnos¢ wyniku poprzez wyznaczenie macierzy reprezentujacej
endomorfizm F w uzyskanej bazie.

Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny (w sensie naturalnego iloczynu skalarnego prze-
strzeni R3) elementu u = (6, 2, —4)" na podprzestrzen liniowa rozpieta przez wektory
vi=(2,0,-1)", w=(1,-52".

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka termin Il — 12.02.2018

Kazde zadanie nalezy rozwigzaé na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Niech a € R oraz n € N. Podane liczby zespolone zapisz w postaci trygo-
nometrycznej:

z1 =(cosa + isina)”, 7y = (cosa — isina)”,

z3=(sina+icosa)", 74 = (sina —icosa)".

Zadanie 2. Sprawdz, czy podane macierze sg podobne

31 1 2 00
A= -1 1 -1 1, B={ 02 0 ];
0 0 2 0 0 2

w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz macierz P dla ktérej A= PBP~.
Zadanie 3. Wyznacz wszystkie miejsca zerowe wielomianu ¢ (x) = x® + 1; nastepnie

przedstaw go jako iloczyn wielomianéw rzeczywistych stopnia co najwyzej drugiego.
Zadanie 4. Niech A € R3*3 bedzie macierzg postaci

1 0 1
A= 2 2a+1 3a
—1 a a+1

Wyznacz zhiér tych parametréw a € R, dla ktérych funkcja ¢ : R3 5 x — xTAx € R
przyjmuje jedynie wartosci nieujemne.
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Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka WEAIUB ~ Termin 1. — 31.01.2019

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Liczby sq, s2, 53, 54 to pierwiastki wielomianu
f(s)=—=s*+(1+i)s>+is+1.

Zaznacz na ptlaszczyznie zespolonej zbiér liczb A € C spetniajacych warunek

4 2 4 7 2
Zk:»I |)\+5/<| < Z/<:1 ‘)\+Sk| .
Zadanie 2. Wyznacz te wartosci parametru a € R, dla ktérych zbiér

{A eR™ :detA = a}

z dziataniem mnozenia macierzy tworzy grupe.

Zadanie 3. Rozwazmy endomorfizm f : R3 3 (x,y,z) — (ax + y, 2y, bz — y) € R3, gdzie
a, b € R to nieznane parametry. Dobierz je w ten sposéb, aby endomorfizm f posiadat
jedna potréjna wartos¢ wtasna; nastepnie sprawdz, czy jest on woéwczas diagonalizo-
walny.

Zadanie 4. W przestrzeni s3 (7 — przestrzen wielomiandw rzeczywistych stopnia co
najwyzej k) wprowadzamy iloczyn skalarny

(f.g) =Y i_of™(0) g™ (0),

gdzie h'*) oznacza k-tg pochodng h, h® = h. Wyznacz rzut ortogonalny elementu

u(x) = (x + 1)° na podprzestrzen 7.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka WEAIUB  Termin 2. — 06.02.2019

Kazde zadanie nalezy rozwigza¢ na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

2019

Zadanie 1. Sprawdz, czy zbiér rozwiazan réwnania s =1 z dziataniem

h(s1,s2) =315,

tworzy grupe.
Zadanie 2. Niech f : R? 3 (x,y,z) — (ax + y,2y, bz — y) € R3. Wyznacz te wartoéci
parametréw a, b € R, dla ktérych endomorfizm f jest diagonalizowalny.

Zadanie 3. Wyznacz bazy ortonormalne (w sensie naturalnego iloczynu skalarnego w
R3) jadra oraz obrazu endomorfizmu z poprzedniego zadania. Przyjmij a = b = 0.
Zadanie 4. Punkt xo € X nazywam punktem statym odwzorowania f : X — X jezeli

f (x0) = x0. Zbadaj liczbe puntéw statych odwzorowania

f RS (xy2z)>2x+@—Ny+2z+1,x—y,2x+2y+(a+1)z—-2) € R

w zaleznosci od wartosci parametru a € R.

Egzamin z algebry liniowej — Automatyka i robotyka WEAIUIB ~ Termin 3. — 14.02.2019

Kazde zadanie nalezy rozwigzaé na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Znajdz wszystkie liczby zespolone z spetniajace warunek 23 |z| = (4—4V/3i)z.
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Zadanie 2. Wyznacz, o ile istnieje, macierz o wektorach wtasnych
vi=@2,1,1),vw=(-1,10",s=301)"

Ile jest takich macierzy?

Zadanie 3. Rozwazmy uktad réwnan liniowych Ax = b, gdzie A € R?*? oraz b € R
Niech wy oraz wy, wy oznaczaja wyznacznik macierzy A oraz wyznaczniki macie-
rzy powstatych z macierzy A przez zastgpienie odpowiednio jej pierwszej i drugiej
kolumny wektorem b. Co wiemy o liczbie rozwiazan uktad réwnan Ax = b, jezeli
wa = wq = wy = 07 Odpowiedz uzasadnij; podaj stosowne przyktady.

Zadanie 4. Zbadaj okreslonos¢ formy kwadratowej

(X,L,Z)=X2+4XL + 2xz + 5y% + 2yz + 327,
P,y y y y

nastepnie wyznacz liczbe rozwigzan réwnania ¢ (x, y, z) = a w zaleznosci od wartosci
parametru a € R.
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