
Rozdział 13

Zadania egzaminacyjne

Egzamin z algebry liniowej – AiR termin I – 03.02.2011
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Wyznacz sumę rozwiązań równania:(8z + 1− i)2 − 27iz4 = 0.
Zadanie 2. Niech u0 = (1, 2, 1). Rozważmy odwzorowanie

f : R3 3 v → u0 × v ∈ R3,gdzie × oznacza iloczyn wektorowy.
a) Uzasadnij, że f jest endomorfizmem.
b) Wyznacz jądro oraz obraz endomorfizmu f .

Zadanie 3. Rozważmy dwie macierze:
A =  3 0 40 −1 0

−2 0 −3
 , B =  1 0 00 −1 10 0 −1

 .
a) Sprawdź, czy macierze A i B są podobne.
b) Wyznacz macierz I + A2 + A4 . . .+ A100.

Zadanie 4. Rozważmy podprzestrzeń liniową
V = {(x, y, z) ∈ R3 : 2x + y − z = 0, x − 2y+ z = 0}

przestrzeni R3. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (1, −1, 1) na podprzestrzeń V .W przestrzeni R3 przyjmij naturalny iloczyn skalarny.
Zadanie 5. Wyznacz wszystkie wartości parametru a ∈ R, dla których macierz

A =  a − 1 1 −11 1 −a
−1 −a 4


ma tylko nieujemne wartości własne.
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Egzamin z algebry liniowej – AiR termin II – 10.02.2011
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Na płaszczyźnie zespolonej zaznacz zbiór:{
z ∈ C : π6 6 arg i(z + iz)2 < π4

}
.

Zadanie 2. W zbiorze Z = Q\ {1} wprowadzamy działanie ∗ określone wzorem a ∗ b =
a+ b − ab. Sprawdź, czy struktura (Z, ∗) jest grupą.

Zadanie 3. Wyznacz macierz Jordana endomorfizmu F : Π2 3 f → f + f ′ ∈ Π2.
Zadanie 4. Wyznacz wartości parametru a ∈ R, dla których układ równań x + y = −a (1 + y)2x + y = ax − 22x + ay = 1− a

posiada niezerowe rozwiązanie.
Zadanie 5. Wyznacz rzut ortogonalny macierzy u∗ = [ 1 2 1

−2 −1 1 ] na podprzestrzeń{[
a b c
b c d

] : a, b, c, d ∈ R
} przestrzeni R2×3. Przyjmij iloczyn skalarny [aij] ◦[

bij
] = 2∑

i=1
3∑
j=1aijbij .

Egzamin z algebry liniowej – AiR termin III – 24.02.2011
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Dnia 10 lutego 2011 roku studenci pierwszego roku jednej z krakowskichuczelni zdawali pisemny egzamin z algebry liniowej. Każdy ze studentów uzyskałinną liczbę punktów. W grupie zdających wprowadzono dwa działania: r1, którez dwóch osób wybiera tę, która uzyskałałepszy wynik z egzaminu oraz r2, które zdwóch osób wybiera osobę młodszą (decyduje numer PESEL).
a) Sprawdź, czy struktura algebraiczna złożona z powyższej grupy studentów orazdziałania r1 jest grupą?
b) Sprawdź rozdzielność działania r1 względem działania r2.

Zadanie 2. Prosta y = ax + b przecina wykres funkcji y = 2x5 − x3 + 4x2 + 3x − 7 wpięciu różnych punktach (x1, y1) , (x2, y2) , (x3, y3) , (x4, y4) , (x5, y5) . Pokaż, że liczba
x1+x2+x3+x4+x55 nie zależy od parametrów a i b.

Zadanie 3. Niech A ∈ R3×3 będzie macierzą, taką że
A+ A−1 =  −1 2 −10 0 20 0 1

 .
Czy macierz A3 + (A−1)3 jest diagonalizowalna? Odpowiedź uzasadnij.

Zadanie 4. Zbadaj, w zależności od wartości parametru a ∈ R, wymiar obrazu endomor-fizmu f : R3 → R3 określonego wzorem
f (x, y, z) = (−2x + (−1− a)y+ z, ax − az,−x + (a+ a2)y+ z) .
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Zadanie 5. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (1, 2, 3) na podprzestrzeńliniową x + y+ z = 0 przestrzeni R3. Przyjmij naturalny iloczyn skalarny.
Egzamin z algebry liniowej – AiR termin I – 03.02.2012
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Liczby a, b, c ∈ C to pierwiastki wielomianu f (x) = 3x3 − 14x2 + x + 62.Oblicz 1
a+ 3 + 1

b+ 3 + 1
c + 3 .

Zadanie 2. Niech Rn×m∗ oznacza zbiór macierzy wymiaru n×m o elementach należącychdo zbioru R∗ = R\ {0}. W zbiorze Rn×m∗ wprowadzamy działanie ◦ określone wzorem: a11 · · · a1m... . . . ...
an1 · · · anm

 ◦
 b11 · · · b1m... . . . ...
bn1 · · · bnm

 :=
 a11b11 · · · a1mb1m... . . . ...
an1bn1 · · · anmbnm

 .
Czy struktura (Rn×m∗ , ◦) jest grupą abelową? Odpowiedź uzasadnij.

Zadanie 3. Spośród rozwiązań równania(
z3 − 27i)(z2 − (3 + i) z + 2 + 2i) = 0

wybierz te, które należą do zbioru {z ∈ C : 0 6 Arg z < π2} .
Zadanie 4. Rozważmy odwzorowanie liniowe L : R3 → R3 postaci

L (x, y, z) = (x + z, 3x + 2z, z) .
Czy istnieje baza przestrzeni R3, w której macierz AL odwzorowania L jest diagonalna?Odpowiedź uzasadnij; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz tę bazę.

Zadanie 5. W przestrzeni R3×3 iloczyn skalarny s określono wzorem:
s
([
aij
]
,
[
bij
]) = 3∑

i=1
3∑
j=1 aijbij .

Wyznacz rzut ortogonalny wektora
u =  0 0 30 2 01 0 0


na podprzestrzeń V = {A ∈ R3×3 : A = AT

}.
Egzamin z algebry liniowej – AiR termin II – 09.02.2012
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Niech
A =  5 0 12 6 −2

−1 0 7
 , u0 =  10

−1
 .
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W zbiorze V = {v ∈ R3 : (A − 6I) v = 0} wprowadzamy działanie ⊗ określone wzorem
v1 ⊗ v2 = (u0 × v1)− (v2 × u0) ,

gdzie × to iloczyn wektorowy. Sprawdź czy: a) działanie ⊗ jest wewnętrzne w zbiorze
V ; b) działanie ⊗ jest przemienne; c) działanie ⊗ posiada element neutralny. Czystruktura algebraiczna (V ,⊗) jest grupą?

Zadanie 2. Rozwiąż równanie( 4√32(sin π8 + i cos π8 ) z + 1 + i)2 + z4 = 0
ze względu na niewiadomą z ∈ C.

Zadanie 3. Znajdź rozwiązania poniższego układu równań 2x + y − z + t = 1
y+ 3z − 3t = 1
x + y+ z − t = 1 .

Zadanie 4. Wyznacz wszystkie wartości parametru a ∈ R, dla których macierz
A =  0 0 1− a21 0 1 + a20 1 −1


jest diagonalizowalna.

Zadanie 5. Na rzeczywistej przestrzeni liniowej V :
V = span {sin x, cos x, x sin x, x cos x}

określono odwzorowanie liniowe L : f → f + f ′. Wyznacz kerL, ImL oraz sprawdź,czy jest to endomorfizm na V ; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz równieżjego rzeczywiste wartości własne.
Egzamin z algebry liniowej – AiR termin III – 24.02.2012
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Sprawdź, czy zbiór G = {(
t, 2t) : t ∈ R

} wraz z działaniem
h ((x1, y1) , (x2, y2)) = (x1 + x2 + 2, 4y1y2) tworzy grupę. Czy jest to grupa abelowa?

Zadanie 2. Rozwiąż równanie z6 − 2z3 + 2 = 0 ze względu na niewiadomą z ∈ C.
Zadanie 3. Spośród wielomianów v1 (x) = x3 + 2x2 + x − 1, v2 (x) = 2x3 + 4x2 − x − 2,

v3 (x) = x, v4 (x) = x3 +2x2 + x+1 wyznacz te, które są liniowo niezależne; następnieuzupełnij je do bazy przestrzeni wielomianów stopnia co najwyżej cztery.
Zadanie 4. Czy macierze

A =  1 2 30 2 20 0 −1
 , B =  1 0 02 2 03 2 −1


są podobne? Odpowiedź uzasadnij; w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznaczmacierz ustalającą to podobieństwo.
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Zadanie 5. Wyznacz długość wektora −→AB, gdzie A to punkt w którym prosta l : x−12 =
y+1 = z−63 przecina płaszczyznę π : 4 (x + 1)+2y+6z = 0, a B to rzut ortogonalny,w sensie naturalnego iloczynu skalarnego przestrzeni R3, wektora u = (1, −1, 6) napodprzestrzeń liniową {(x, y, z) ∈ R3 : 2x + y+ 3z = 0}.

Egzamin z algebry liniowej – AiR termin I – 01.02.2013
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Wyznacz sumę oraz iloczyn wszystkich elementów zbioru 2013√1 + i.
Zadanie 2. Dla jakich wartości parametru p ∈ R układ równań x + p2y+ z = −p

x + y − pz = p2
y+ z = 1ma dokładnie jedno rozwiązanie? Zbadaj liczbę jego rozwiązań w pozostałych przy-padkach.

Zadanie 3. Wyznacz wszystkie wartości parametru a ∈ R dla których funkcja
φ : R3 3 (x1, x2, x3)→

 x1x2
x3
T  1 2a −4

−2 a − 1 02a 0 2− a
 x1x2

x3
 ∈ R

przyjmuje jedynie wartości nieujemne.
Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny wektora u = (1, 0, 0) na podprzestrzeń liniową

V = {(x, y, z) ∈ R3 : x + 6y − z = 0, −x + 2y+ z = 0, 3x + 2y − 3z = 0} .
W przestrzeni V przyjmujemy naturalny iloczyn skalarny przestrzeni R3.

Zadanie 5. Niech A ∈ R2×2. Uzasadnij, że jeżeli dla pewnej liczby naturalnej n zachodzi
An = 02×2, to A2 = 02×2.

Egzamin z algebry liniowej – AiR termin II – 08.02.2013
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce

Zadanie 1. Uzasadnij, że punkty (a1, b1) , (a2, b2) , (a3, b3) stanowią wierzchołki trójkątarównobocznego o środku w punkcie (0, 0) wtedy i tylko wtedy, gdy ich współrzędnespełniają następujące warunki:
a1 + a2 + a3 = 0 a1a2 + a1a3 + a2a3 − b1b2 − b1b3 − b2b3 = 0
b1 + b2 + b3 = 0 a1b2 + a2b1 + a1b3 + a3b1 + a2b3 + a3b2 = 0 .

Zadanie 2. Rozwiąż równanie (z + a)3 = i ze względu na niewiadomą z ∈ C; następ-nie zaznacz na płaszczyźnie zespolonej te wartości parametru a ∈ C, dla którychrozwiązania te należą do zbioru {z ∈ C : π2 < Arg z < π} .
Zadanie 3. Oblicz odległość punktu przecięcie się prostych l1 :

 x = 1 + 2t
y = −t
z = 4− 3t oraz l2 : x = 1 + t

y = −3 + t
z = 3− t (t ∈ R) od podprzestrzeni liniowej V ⊂ R3 rozpiętej przez wektory

u1 = (1, 0, 1) , u2 = (2, 1, 0).
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Zadanie 4. Rozważmy endomorfizm F : π2 3 f → f (0) + f (1) x + f (−1) x2 ∈ π2, gdzie
π2 to rzeczywista (tj. nad ciałem R) przestrzeń wielomianów rzeczywistych stopnianie większego niż dwa z naturalnymi działaniami dodawania wielomianów i mnoże-nia wielomianu przez skalar. Sprawdź, czy endomorfizm F jest diagonalizowalny; wprzypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz dla niego bazę Jordana przestrzeni π2.

Zadanie 5. Rozważmy bazę przestrzeni R3 v1 = (1, 0, 2) , v2 = (−1, 1, 0) , v3 = (1, 1, 1)ortonormalną względem iloczynu skalarnego s. Wyznacz kąt, względem tego iloczynuskalarnego, pomiędzy wektorami u = (1, 2, 3) oraz w = (1, 1, 4).
Egzamin z algebry liniowej – AiR termin III – 19.02.2013
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Niech T3 oznacza zbiór macierzy trójkątnych górnych wymiaru 3×3 z jedyn-kami na przekątnej. Sprawdź, czy struktura algebraiczna (T3, ·) jest grupą; działanie
· to iloczyn macierzy.

Zadanie 2. Sprawdź, czy macierz A =  1 9 6
−1 4 3
−1 5 4

 jest diagonalizowalna.
Zadanie 3. Wyznacz wektory własne endomorfizmu

F : π2 3 f (x)→ −f (x) + f ′ (x)− f ′′ (x) + f (0) ∈ π2,
gdzie π2 to rzeczywista przestrzeń wielomianów stopnia nie większego niż dwa znaturalnymi działaniami dodawania wielomianów i mnożenia wielomianu przez skalar.

Zadanie 4. Wielomian charakterystyczny macierzy A ma postać φA (λ) = −λ3−3λ2+λ+2.Oblicz wyznacznik macierzy A3 + A2 − A − I .
Zadanie 5. Spośród wektorów

v1 = (1, 3, 1, −1) , v2 = (2, 4, 0, −6) , v3 = (0, 2, 2, 4) , v4 = (0, 1, −1, −5)
wybierz bazę rzeczywistej przestrzeni wektorowej

V = {(x, y, z, w) ∈ R4 : x + y − 3z +w = 0, 2x − y+ z = 0} ;
następnie uzupełnij ją do bazy przestrzeni

W = {(x, y, z, w) ∈ R4 : 3x − 2z +w = 0} .
Egzamin z algebry liniowej – AiR termin I – 04.02.2014
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. W zbiorze K = (0,+∞) wprowadzamy działania:
a ⊕ b = ab, a � b = alnb.

Sprawdź, czy struktura algebraiczna (K,⊕,�) jest ciałem.
Zadanie 2. Rozwiąż równanie ze względu na niewiadomą z ∈ C:

z4 − z3 + (1− i) z + i − 1 = 0.
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Zadanie 3. Rozważmy odwzorowanie liniowe
f : R3 3 (x, y, z)→ (−x + 3z,−3x − 4y − 3z, 9x + 5z) ∈ R3.

Sprawdź, czy istnieje baza przestrzeni R3 złożona z wektorów własnych endomorfizmu
f ; w przypadku pozytywnej odpowiedzi, wyznacz jego macierz w tej bazie.

Zadanie 4. Czy odwzorowanie f : π3 → π2 określone wzorem
f (φ) (t) = (t + 1)φ′′ (t − 1) + φ′ (t + 1)

jest liniowe? Jeżeli tak, wyznacz jego jądro oraz obraz.
Zadanie 5. Wyznacz rzut ortogonalny (w sensie naturalnego iloczynu skalarnego prze-strzeni R3) wektora u = (2, 1, 2) na podprzestrzeń liniową

V = {(x, y, z) ∈ R3 : −x + 8y −√2z = 0, 2√2y − z = 0} .
Egzamin z algebry liniowej – AiR termin II – 11.02.2014
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Przedstaw graficznie zbiór tych parametrów a ∈ C dla których wszystkierozwiązania równania
z2 + 2 (a+ i) z + a2 + 2ai − 1− i = 0

należą do zbioru {z ∈ C : −π < Arg z < −π2}.
Zadanie 2. Wyznacz bazę Jordana przestrzeni π2 dla endomorfizmu F : π2 → π2 okre-ślonego wzorem

F : at2 + bt + c → (4a+ 4b) t2 + (2b − 2c + a) t + a+ 2b+ 2c.
Zadanie 3. Suma wyrazów w każdym wierszu macierzy A ∈ Rn×n jest równa s. Uzasad-nij, że s jest wartością własną macierzy A oraz wyznacz odpowiadający tej wartościwłasnej wektor własny.
Zadanie 4. Rozważmy dwie bazy przestrzeni πn:

e : {e0 = 1, e1 = 1 + x, e2 = x + x2, e3 = x2 + x3, . . . , en = xn−1 + xn}
oraz

ẽ : {ẽ0 = xn, ẽ1 = xn + 1, ẽ2 = xn + x, ẽ3 = xn + x2, . . . , ẽn = xn + xn−1} .
Wyznacz macierz P−1, gdzie P oznacza macierz przejścia od bazy e do bazy ẽ.

Zadanie 5. Wyznacz odległość prostej l od płaszczyzny π, jeżeli
l :
 x = 1 + 2t
y = −1 + t
z = t

, t ∈ R, π :
 x = 1 + t + s
y = −2 + t − 2s
z = 3 + 2t − s , t, s ∈ R.

Egzamin z algebry liniowej – AiR termin III – 18.02.2014
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.
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Zadanie 1. Wyznacz liczbę tych elementów zbioru 2016√2014i, które należą również dozbioru {
z ∈ C : π4 < Arg z < π3 } .

Zadanie 2. Sprawdź, czy macierz
A =  3 −4 4

−2 1 −2
−4 4 −5


jest diagonalizowalna; następnie wyznacz macierz A2014.

Zadanie 3. Wyznacz te wartości parametru α ∈ R, dla których macierz
A =  4 1− α −21− α 1 α

−2 α 4


ma jedynie nieujemne wartości własne.
Zadanie 4. Wyznacz bazę jądra oraz bazę obrazu odwzorowania liniowego

F : R3 3 (x, y, z)→ (x + y − z, 2y − 2z, x − y+ z, 3x) ∈ R4.
Zadanie 5. W przestrzeni π2 iloczyn skalarny ◦ określono wzorem(

a1t2 + b1t + c1) ◦ (a2t2 + b2t + c2) := a1a2 + b1b2 + c1c2.
Wyznacz rzut ortogonalny wielomianu u (t) = (t − 1)2 na podprzestrzeń V =
{f ∈ π2 : f–funkcja parzysta} .

Egzamin z algebry liniowej – AiR termin I – 03.02.2015
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Zaznacz na płaszczyźnie zespolonej poniższe zbiory:
a) A = {z ∈ C : Re (z4)− |z|2 Im (z2) ≤ 0}
b) B = {z ∈ C : −π2 ≤ Arg [(z − iz)2] ≤ 0} .

Zadanie 2. Niech A będzie macierzą kwadratową o elementach rzeczywistych.
a) Oblicz det(2A) wiedząc, że det(3A) = 54 oraz det(4A) = 128.
b) Jakie wartości może przyjąć wyznacznik macierza A, jeżeli

AT
(
AAT

)−1 (
AAT

)T
−
(detA2) [(detA)A]T = 0.

Zadanie 3. Wyznacz te wartości parametru a ∈ R, dla których podany układ równań maniezerowe rozwiązanie:  a2x + y+ z = 12x − y+ 3z = 03x + 4z = a
.

Zadanie 4. Wyznacz, o ile istnieją, te wartości parametrów a, b ∈ R dla których macierze
A =  3 a − 1 b

−6 3 −5
−4 2 −3

 , B =  1 b − 2 0
−1 a −11 1 2


są podobne.
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Egzamin z algebry liniowej – AiR termin II – 10.02.2015
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Liczba s0 = 1 + i√2 jest jednym z rozwiązań równania
s6 − 2s5 + 5s4 − 4s3 + 8s2 − 4s+ 6 = 0.

Wyznacz pozostałe rozwiązania tego równania oraz wybierz spośród nich te, którenależą do zbioru {z ∈ C : π2 < Arg z ≤ π}.
Zadanie 2. Wyznacz rzut ortogonalny, w sensie naturalnego iloczynu skalarnego prze-strzeni R3, wektora (1, 1, 1) na jądro odwzorowania liniowego F : R3 3 (x, y, z) →(y − 2x + z, y − z, x − 2y+ z) ∈ R3.
Zadanie 3. Zbadaj liczbę rozwiązań układu równań

x − ay+ z = 1
−2x − y − z = 12x − y = 2
−x − ay − 2z = 2

w zależności od wartości parametru a ∈ R.
Zadanie 4. Niech A ∈ R3×3 będzie macierzą postaci

A =  −1 −1 02 1 11 1 0
 .

(a) Sprawdź, czy macierz A jest diagonalizowalna.
(b) Wyznacz A2015.

Egzamin z algebry liniowej – AiR termin III – 26.02.2015
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1.
(a) Rozwiąż równanie w zbiorze liczb zespolonych: z3 = −8z.
(b) Zaznacz na płaszczyźnie zespolonej liczby zespolone z spełniające warunek∣∣z2 + 4∣∣ > |z − 2i|.

Zadanie 2. Wyznacz macierz X spełniającą równanie
A+ BT (XT )−1A = [AT ((A−1 + B)−1 + I)]T .

Zadanie 3. Rozważmy cztery punkty A(0, 1, 0), B(−1, 2, 1), C (1, 0, 1), D(1, −1, 1). Wy-znacz odległość pomiędzy prostymi lAB oraz lCD przechodzącymi odpowiednio przezpunkty A,B oraz C,D.
Zadanie 4. Wyznacz te wartości parametru a ∈ R, dla których macierz

A =  1 1− a 11− a a 21 2 1


ma jedynie nieujemne wartości własne.
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Egzamin z algebry liniowej – AiR termin I – 29.01.2016
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Niech z0, z1, . . . , z4 będą pierwiastkami algebraicznymi stopnia 5 z 32. Oblicz
4∑
k=0 |2i − zk |2 .

Zadanie 2. Wielomian φA (x) = −x3 +4x2 +2x −1 jest wielomianem charakterystycznymmacierzy A. Wyznacz wielomiany charakterystyczne macierzy: a) 2A− I, b) (A+2I)T ,c) A−1.
Zadanie 3. Niech

A =  a b 0
b 5 2
b −1 4

 , v1 = (1, 1, −1)T .
Wyznacz te wartości parametrów a, b ∈ R, dla których wektor v1 jest wektorem wła-snym macierzy A. Następnie sprawdź, czy otrzymana macierz jest diagonalizowalna.

Zadanie 4. Rozważmy przestrzeń R2 z iloczynem skalarnym ◦ określonym wzorem
x ◦ y = xT

( 2 −1
−1 2 )

y.
Wyznacz rzut ortogonalny (w sensie iloczynu skalarnego ◦) wektora u = (1, 3)T napodprzestrzeń liniową rozpiętą przez wektor e = (1, 1)T .

Egzamin z algebry liniowej – AiR termin II – 05.02.2016
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Wiedząc, że z jest liczbą zespoloną o argumencie głównym α ∈
(π2 , π) orazo module |z| > 1, znajdź argument główny liczby zespolonej (−iz)z31−|z|2 .

Zadanie 2. Wektory y, v2, v3, . . . , vn ∈ Rn tworzą bazą przestrzeni Rn, ortogonalną wsensie naturalnego iloczyny skalarnego ◦ przestrzeni Rn (tj. v ◦ w = vTw). Niech
x ∈ Rn będzie dowolnym niezerowym wektorem.
(a) Pokaż, że wektory x, v2, v3, . . . , vn są wektorami własnymi macierzy xyT oraz wy-znacz odpowiadające im wartości własne.
(b) Wykaż, że det (In − xyT ) = 1− yT x .

Zadanie 3. Wyznacz liczbę rozwiązań układu równań x + 2y − z + 2w = 12x + 4y+ z − 2w = 2
−x − 2y − 2z + 4w = 1 .

Zadanie 4. Zbadaj określoność formy kwadratowej φ (x, y, z) = 2x2−2xz+2y2−2yz+z2.
Egzamin z algebry liniowej – AiR termin III – 17.02.2016
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Czy zbiór liczb niewymiernych z dołączoną liczbą 1, z naturalnym działaniemmnożenia liczb tworzy grupę? Odpowiedź uzasadnij.
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Zadanie 2. Rozważmy odwzorowanie liniowe
F : π3 3 ax3 + bx2 + cx + d → (a+ b − c) x2 + (2b+ d) x + 2c − b ∈ π2.Wyznacz rzut ortogonalny wielomianu u (x) = x2 + 2x + 2 na podprzestrzeń ImF (tj.na obraz odwzorowania F ) przestrzeni π2 wyposażonej w iloczyn skalarny 〈f , g〉 =∫ 1

−1 f (x)g (x)dx .
Zadanie 3. Wyznacz sumę wszystkich liczb zespolonych z spełniających równanie z3 =(

−2 + 2√3i) z.
Zadanie 4. Wykorzystując postać Jordana macierzy A = ( 4 03i 1 ) wyznacz cztery różnemacierze B spełniające równanie B2 = A.
Egzamin z algebry liniowej – AiR termin I – 31.01.2017
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Czy zbiór G = {A ∈ Rn×n : |detA| = 1} z działaniem mnożenia macierzy two-rzy grupę? Czy jest to grupa abelowa? Odpowiedzi pozytywne uzasadnij, negatywnąpoprzyj stosownym przykładem.
Zadanie 2. Czy każda macierz A ∈ C2×2 spełniająca równanie (A − I)2 (A+ 2I) = 0 jestdiagonalizowalna? Odpowiedź uzasadnij.
Zadanie 3. Wyznacz te wartości parametru a ∈ R, dla których obraz Im f odwzorowanialiniowego

f : R4 3 (x, y, z, w)→ (x + ay − z, 2x − 2y+ aw, x − y − w) ∈ R3
tworzy płaszczyznę w R3.

Zadanie 4. W przestrzeni R2×2 iloczyn skalarny zdefiniowano wzorem A ◦B = tr (ATB) ,gdzie tr (·) oznacza ślad macierzy. Wyznacz rzut ortogalny macierzy I2 (tj. macierzyjednostkowej wymiaru 2× 2) na podprzestrzeń liniową rozpiętą przez macierze E1 =( 0 11 0 ) oraz E2 = ( 0 −11 0 ).
Egzamin z algebry liniowej – AiR termin II – 07.02.2017
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Wykorzystując wzory Viète’a, znajdź wszystkie rozwiązania układu równań x + y+ z = −1− i
xy+ xz + yz = 2 + i

xyz = −2 , w którym x, y, z ∈ C.

Zadanie 2. Wyznacz macierz A ∈ R3×3 o wartościach własnych λ1 = 1, λ2 = −1 oraz
λ3 = 0, którym odpowiadają wektory własne vλ1 = (1, 1, 1)T , vλ2 = (1, 0, 1)T oraz
vλ3 = (1, −1, 0)T . W rozwiązaniu wykorzystaj postać Jordana poszukiwanej macierzy.

Zadanie 3. Wyznacz te wartości parametru a ∈ R, dla których nierówność
xT
( 1 11 −a

)
x > yT

(
a 22 a

)
y

jest prawdziwa dla wszystkich x, y ∈ R2.
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Zadanie 4. Niech v, w ∈ R3 będą wektorami spełniającymi warunek v ◦ v = w ◦ w = 1,
v ◦ w = 12 , gdzie ◦ oznacza naturalny iloczyn skalarny w R3. Wyznacz ortonormalnąbazę podprzestrzeni liniowej rozpiętej przez wektory v oraz w .

Egzamin z algebry liniowej – AiR termin III – 15.02.2017
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Znajdź wszystkie liczby naturalne n, dla których dokładnie dwa rozwiąza-nia równania zn = 1 + i
√3 należą do zbioru {z ∈ C : 0 ≤ Arg z < π2}. Wyznacz terozwiązania.

Zadanie 2. Punkt x0 ∈ X nazywamy punktem stałym odwzorowania f : X → X , jeżeli
f (x0) = x0. Wyznacz wszystkie punkty stałe odwzorowania f : R3 3 (x, y, z) →(2y+ z, x + y − 3z,−x + 3y+ z) ∈ R3.

Zadanie 3. Wyznacz te wartości parametru a ≥ 0, dla których macierz
A =  2 a 1 + a1 3 −1

−1 a 4


jest diagonalizowalna.
Zadanie 4. Niech A,B ∈ Rn×n. Oblicz:

(a) det (A+ B) wiedząc, że detBTA = 2 oraz det (B−1 + A−1) = −3;
(b) det (ATB−1 − I) wiedząc, że det (BT − A) = 5, det (−B) = − detB 6= 0 oraz B4 =

B.
Egzamin z algebry liniowej – AiR termin I – 29.01.2018
Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Liczby a, b, c ∈ C to pierwiastki wielomianu f (x) = x3 − (1− i) x2 − x − i.Wyznacz Re (w) , gdzie
w = ( abc + b

ac + c
ab

)2018 .
Zadanie 2. Wiadomo, na podstawie twierdzenia Cayleya–Hamiltona, że wielomian cha-rakterystyczny macierzy kwadratowej jest jej wielomianem zerującym. Wykorzystującten fakt uzasadnij, że dla dowolnej macierzy A ∈ R2×2 oraz dla dowolnej liczby natu-ralnej n istnieją liczby αn, βn ∈ R, dla których An = αnA+ βnI2.
Zadanie 3. Sprawdź, czy istnieje baza przestrzeni π2 (tj. wielomianów rzeczywistychstopnia nie większego niż 2), w której macierzą endomorfizmu F : π2 3 ax2+bx+c →(2a − b) x2 + 2bx + 2c + b ∈ π2 jest macierz

AF =  3 1 1
−1 1 −10 0 2

 .
Odpowiedź uzasadnij.

Zadanie 4. Zbadaj liczbę rozwiązań układu równań 2 a − 1 22 2 2
−1 1 a

 x =  2
a
−1


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w zależności od wartości parametru a ∈ R.
Egzamin z algebry liniowej – AiR termin II – 05.02.2018

Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

Zadanie 1. Liczby z1, z2, z3, z4 to pierwiastki algebraiczne czwartego stopnia z liczby
z = 20 + 18i. Wyznacz

w = (1− z1)2 + (1− z2)2 + (1− z3)2 + (1− z4)2 .
Zadanie 2. Niech a 6= b będą dowolnymi elementami. W zbiorze F = {f1, f2}, gdzie f1, f2to funkcje prowadzące z {a, b} w {a, b} postaci

f1 (x) = { a, dla x = a
b, dla x = b , f2 (x) = { b, dla x = a

a, dla x = b ,

wprowadzamy działanie ◦ składania odwzorowań, tj. (f ◦ g) (x) = f (g (x)). Sprawdź,czy struktura algebraiczna (F, ◦) jest grupą abelową.
Zadanie 3. Wyznacz bazę Jordana przestrzeni π1 (tj. wielomianów rzeczywistych stopnianie większego niż jeden) dla endomorfizmu F : π1 3 ax + b → (3a − b) x + a +

b ∈ π1. Sprawdź poprawność wyniku poprzez wyznaczenie macierzy reprezentującejendomorfizm F w uzyskanej bazie.
Zadanie 4. Wyznacz rzut ortogonalny (w sensie naturalnego iloczynu skalarnego prze-strzeni R3) elementu u = (6, 2, −4)T na podprzestrzeń liniową rozpiętą przez wektory

v1 = (2, 0, −1)T , v2 = (1, −5, 2)T .
Egzamin z algebry liniowej – Automatyka i robotyka termin III – 12.02.2018Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.
Zadanie 1. Niech α ∈ R oraz n ∈ N. Podane liczby zespolone zapisz w postaci trygo-nometrycznej:

z1 = (cosα + i sinα)n , z2 = (cosα − i sinα)n ,
z3 = (sinα + i cosα)n , z4 = (sinα − i cosα)n .

Zadanie 2. Sprawdź, czy podane macierze są podobne
A =  3 1 1

−1 1 −10 0 2
 , B =  2 0 00 2 00 0 2

 ;
w przypadku pozytywnej odpowiedzi wyznacz macierz P dla której A = PBP−1.

Zadanie 3. Wyznacz wszystkie miejsca zerowe wielomianu φ (x) = x6 + 1; następnieprzedstaw go jako iloczyn wielomianów rzeczywistych stopnia co najwyżej drugiego.
Zadanie 4. Niech A ∈ R3×3 będzie macierzą postaci

A =  1 0 12 2a+ 1 3a
−1 a a+ 1

 .
Wyznacz zbiór tych parametrów a ∈ R, dla których funkcja φ : R3 3 x → xTAx ∈ Rprzyjmuje jedynie wartości nieujemne.
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Egzamin z algebry liniowej – Automatyka i robotyka WEAIiIB Termin 1. – 31.01.2019Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.
Zadanie 1. Liczby s1, s2, s3, s4 to pierwiastki wielomianu

f (s) = −s4 + (1 + i) s3 + is+ 1.
Zaznacz na płaszczyźnie zespolonej zbiór liczb λ ∈ C spełniających warunek∑4
k=1 |λ+ sk |2 <∑4

k=1 ∣∣λ+ sk ∣∣2.
Zadanie 2. Wyznacz te wartości parametru a ∈ R, dla których zbiór{

A ∈ Rn×n : detA = a
}

z działaniem mnożenia macierzy tworzy grupę.
Zadanie 3. Rozważmy endomorfizm f : R3 3 (x, y, z) → (ax + y, 2y, bz − y) ∈ R3, gdzie

a, b ∈ R to nieznane parametry. Dobierz je w ten sposób, aby endomorfizm f posiadałjedną potrójną wartość własną; następnie sprawdź, czy jest on wówczas diagonalizo-walny.
Zadanie 4. W przestrzeni π3 (πk – przestrzeń wielomianów rzeczywistych stopnia conajwyżej k) wprowadzamy iloczyn skalarny

〈f , g〉 = ∑3
k=0f (k) (0)g(k) (0) ,

gdzie h(k) oznacza k-tą pochodną h, h(0) = h. Wyznacz rzut ortogonalny elementu
u (x) = (x + 1)3 na podprzestrzeń π2.

Egzamin z algebry liniowej – Automatyka i robotyka WEAIiIB Termin 2. – 06.02.2019Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.
Zadanie 1. Sprawdź, czy zbiór rozwiązań równania s2019 = 1 z działaniem

h (s1, s2) = s1s2
tworzy grupę.

Zadanie 2. Niech f : R3 3 (x, y, z) → (ax + y, 2y, bz − y) ∈ R3. Wyznacz te wartościparametrów a, b ∈ R, dla których endomorfizm f jest diagonalizowalny.
Zadanie 3. Wyznacz bazy ortonormalne (w sensie naturalnego iloczynu skalarnego w

R3) jądra oraz obrazu endomorfizmu z poprzedniego zadania. Przyjmij a = b = 0.
Zadanie 4. Punkt x0 ∈ X nazywam punktem stałym odwzorowania f : X → X jeżeli

f (x0) = x0. Zbadaj liczbę puntów stałych odwzorowania
f : R3 3 (x, y, z)→ (2x + (a − 1)y+ 2z + 1, x − y, 2x + 2y+ (a+ 1) z − 2) ∈ R3

w zależności od wartości parametru a ∈ R.
Egzamin z algebry liniowej – Automatyka i robotyka WEAIiIB Termin 3. – 14.02.2019Każde zadanie należy rozwiązać na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.
Zadanie 1. Znajdź wszystkie liczby zespolone z spełniające warunek z3 |z| = (4−4√3i)z.
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Zadanie 2. Wyznacz, o ile istnieje, macierz o wektorach własnych
v1 = (2, 1, 1)T , v2 = (−1, 1, 0)T , v3 = (3, 0, 1)T .

Ile jest takich macierzy?
Zadanie 3. Rozważmy układ równań liniowych Ax = b, gdzie A ∈ R2×2 oraz b ∈ R2.Niech wA oraz w1, w2 oznaczają wyznacznik macierzy A oraz wyznaczniki macie-rzy powstałych z macierzy A przez zastąpienie odpowiednio jej pierwszej i drugiejkolumny wektorem b. Co wiemy o liczbie rozwiązań układ równań Ax = b, jeżeli

wA = w1 = w2 = 0? Odpowiedź uzasadnij; podaj stosowne przykłady.
Zadanie 4. Zbadaj określoność formy kwadratowej

φ (x, y, z) = x2 + 4xy+ 2xz + 5y2 + 2yz + 3z2,
następnie wyznacz liczbę rozwiązań równania φ (x, y, z) = a w zależności od wartościparametru a ∈ R.
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