Rozdziatl 2

Liczby zespolone

Zbiér C = R? z dzialaniami + oraz - okredlonymi ponizej:
(w1, 91) + (22, 12) = (21 + T2, 91 + 12) (2.1)
(1,71) - (@2, ¥2) = (X122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Yh)

jest ciatem (zob. rozdzial 1); jest to tzw. cialto liczb zespolonych. Przypomnijmy,
ze elementem neutralnym dla dodawania jest 0 = (0,0), dla mnozenia 1 = (1,0).
Elementem przeciwnym dla elementu (z,y) jest (—z, —y), elementem odwrotnym
dla dowolnego niezerowego elementu (z,y) jest

(2,9)" = (5 -
) x2+y2’x2+y2 :

Dowolny element z = (z,y) € C mozemy interpretowaé¢ jako punkt (wektor)
plaszczyzny R2?. Poniewaz
z=(z,y) = (#,0)+ (0,y) = (,0) - (1,0) + (5,0) - (0,1) (2.3)

zatem, utozsamiajac liczbe zespolona (z,0) z liczbg rzeczywista x oraz przyjmujac
oznaczenie i = (0,1), uwzgledniajac réwnosé (2.3), otrzymujemy postaé¢ kano-
niczng (dwumienna) liczby zespolonej

z =T+

r = Re (2) nazywamy czedcig rzeczywista, y = IJm (z) czescia urojong liczby
zespolonej z. Dwie liczby zespolone sa réwne, jezeli majg rowne czesci rzeczywiste
oraz czesci urojone. Liczbe i = (0,1) nazywamy jednostky urojong. Zauwazmy,
ze

i =(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.



2.1. Sprzezenie, modut oraz argument liczby zespolone;

Posta¢ kanoniczna liczby zespolonej umozliwia dodawanie i mnozenie liczb ze-
spolonych tak samo jak wielomianéw, tzn. podobny do podobnego (w przypadku
dodawania):

21+ 20 = ay +iby + ag + iby = (a1 + ag) + i(by + bs)
oraz kazdy przez kazdy (w przypadku mnozenia):
2120 = (1 + i) (T2 + iy2) = T122 + iT1Y2 + iy1T2 + Y1y2 = ...
i dalej, uwzgledniajac warunek 2 = —1,
e = 21Ty — Y1Y2 + 8 (T1Y2 + Y1T2) -

Poréwnaj te wyniki ze wzorami (2.1) oraz (2.2).

2.1. Sprzezenie, modut oraz argument liczby zespolonej

7 kazda liczba zespolong z = x + 1y mozemy stowarzyszy¢ liczbe zespolona
Z = r — iy nazywang sprzezeniem liczby z, oraz liczbe rzeczywista |z| = /22 + y?
nazywana modutem liczby zespolonej.
2.1.1. Wilasnosci sprzezenia oraz modutu liczby zespolonej
Niech z, 21, 29 € C; woéwczas:
o 2+Z=2Re(2), z—
« nm=n75 (2)=3

o z-Z=|z2|;

o |21 2| = |22, ’i—;

[ ‘21+ZQ|§|21’+|22|.

za|?

Przyktad 2.1. Dla liczby zespolonej z = 3 4+ 2i mamy Z = 3 — 2i oraz |z| =

VE+2 = VI3,

Niech z = x 4 1y bedzie dowolng niezerowsg liczba zespolona. Wowczas

z=x+1iy = |z| (ﬁ+z|y—|> = |z| (cosa +isina), (2.4)
z z
gdzie kat o = arg(z), nazywany argumentem liczby zespolonej, wyznaczamy
rozwiagzujac uktad rownan
{COS o= |x7|
sina = &

z

Mozna tatwo wykazaé, ze w dowolnym przedziale postaci [r, r + 2m) lub (r, r + 27]
(r € R) uktad ten ma dokladnie jedno rozwiazanie, a dowolne dwa jego rozwiazania
roznig sie o catkowityg wielokrotnosé 27. Ten z argumentow liczby zespolonej, ktory
lezy w przedziale (—7, 7] nazywamy argumentem gléwnym i oznaczamy Arg (z).

! Drzielenie przez liczbe zespolong z rozumiemy jako mnozenie przez liczbe z71.



2.2. Postad trygonometryczna liczby zespolone;j

Wykres 1. Interpretacja geometryczna liczby zespolonej, jej modutu, sprzezenia
oraz argumentu.

Przyktad 2.2. Dla liczby z = 1 — i@ mamy: Re(l—1i) = 1, Im (1l —1i) = —1,
11 —i| = V2. Aby wyznaczyé argument liczby 1 — i musimy rozwigzaé uktad réwnan
_ 1L _ 2
{ COS ¥ = 75 = 7\[
=1 _ /2
Sl = 75 =~

Jego rozwigzaniem jest kazda z liczb —7% + 2km (k € Z); zatem Arg (1l —i) = —7.
Ostatecznie, uwzgledniajgc (2.4), mozemy napisad

1—i= V2 (cos (—%) +isin (—%)) .

2.2. Posta¢ trygonometryczna liczby zespolonej

Znajac modul |z| oraz argument « liczby zespolonej z mozemy zapisaé ja w
postaci
z = |z| (cos v + isin @)

nazywanej postacia trygonometryczng liczby zespolonej. Dwie niezerowe liczby
zespolone sa rowne jezeli maja rowne moduty i argumenty gltéwne (ich argumenty
moga sie natomiast rézni¢ o catkowita wielokrotnosé 2m). Liczba 0 jest jedyna liczba
zespolong jednoznacznie okreslona przez jej modut.

2.2.1. Mnozenie oraz dzielenie liczb zespolonych zapisanych w postaci
trygonometrycznej

Niech z; = |z1]| (cosay +isinay) oraz zo = | 23] (cos ag + i sin o). Wowczas:

a) 2122 = |21] |22 (cos (a1 + ag) +isin (o + a2)) ;
b) 2 =l (cos (ay — a) + isin (g — as)), gdzie 25 # 0.

z2 22|



2.2. Postad trygonometryczna liczby zespolone;j

Przyktad 2.3. Niech z; =141 oraz z5 = V3 +i. Mamy |z| = V2 oraz
V2 V2

cosay = BB sina; = —,

2

skqd otrzymujemy Arg z; = 5. Podobnie, |z| = 2 oraz

. 1
COS (xg = 7, Sin oy = 5,

mamy wiec Arg zo = L. Aby wyznaczyc iloraz 2 mozemy wykorzystac wzor b). Mamy
y wige Arg 6 2

4 6

4 6

% 2(Cos%+isin%) 2

2 ﬂ(cos%—l—isin%) B V2 (cos (7? 7r) L isin <7T 7T>>

= @ (cosl +isin1> )
2 12 12
Aby wyznaczyé wartosci cos {5 oraz sin {5 mozemy liczby 21 i zo podzieli¢ w nastgpu-
jacy sposob:
a 1+i 140 V3—-i  V3-i+iV3+41
2 V3+i V3riv3-i 4
o VB+1 VB

7

4 4

Porownujgc ze sobg odpowiednio czesci rzeczywiste oraz urojone, otrzymujemy:

T V3+1  V6+V2

COS — =

12 22 4
T o VAL VOV
12 22 4

Ze wzorow na iloczyn oraz iloraz liczb zespolonych zapisanych w postaci try-
gonometrycznej wynikaja nastepujace wtlasnosci argumentu iloczynu oraz argu-
mentu ilorazu liczb zespolonych:

o arg(z12z) = argz + argz, + 2km, dla k € Z;
o arg (2—;) = arg z; — arg 2o + 2km, dla k € Z;
ponadto, poniewaz Arg (z-Z) = 0:

o argz=—argz+ 2km, dla k € Z.

2.2.2. Wz6r de Moivre’a

Ze wzoru na iloczyn liczb zespolonych wyrazonych w postaci trygonometrycznej
wynika, ze
(cos o + i sin a)2 = €0s 2av + ¢ sin 2av.
Zaleznos¢ te mozna w prosty sposob uogélni¢ uzyskujac tzw. wzoér de Moivre’a
(dow6d indukeyjny):

(cosa +isina)” = cos (na) + isin (na) , dla n € Z.



2.3. Pierwiastek n—tego stopnia z liczby zespolone;j

Przyktad 2.4. Aby obliczyé wartos¢ wyrazenia

(21—

(=144

wygodnie jest jego licznik © mianownik sprowadzi¢ do postaci trygonometrycznej, a
nastepnie zastosowacé do nich wzor de Moivre’a.

Niech z1 = —1 — i\/3 oraz zo = —1 +i. Wéwczas

coson =351 = -} cosas =35 =
- oraz
siney = 7 = = sinay = ¢ =
Zatem Arg (z1) = —3m oraz Arg (z) = 3m. Mamy wigc:
1=V (2 (eos (3 isin(<3)))"
(=1 +3)* (V2 (cos 27 + isin 27))*

stosujgc teraz wzor de Moivre’a, otrzymujemy

(27 (cos (—6m) + isin(—6m))) B i (0r)) — o7
o (22 (cos 3w + isin 37)) = 2" (cos (=9m) + isin (=9m)) = 2.

2.3. Pierwiastek n—tego stopnia z liczby zespolonej

Niech n € N bedzie ustalong liczbg naturalng, a ¢ € C ustalong liczbg zespolong.

Rozwazmy nastepujace réwnanie
2" =c. (2.5)

Kazda liczbe zespolong z dla ktorej réwnanie (2.5) jest prawdziwe nazywaé bedziemy
jego rozwigzaniem. Celem naszym bedzie podanie przepisu pozwalajacego znajdy-
waé (wszystkie) rozwiazania réwnania (2.5).
Zapiszmy szukane rozwiazanie z oraz zadang liczbe ¢ w postaci trygonome-
trycznej:
z=|z](cosa +isina), ¢ =|c|(cosy +isinvy),

a nastepnie podstawmy je do réwnania (2.5). Po zastosowaniu wzoru de Moivre’a
otrzymujemy réwnanie

|2]" (cos na + i sinna) = |¢| (cosy + isinvy),

z ktérego natychmiast wynika, ze

|z|" =lc|, na=~+4+2kr, keZ
lub réwnowaznie: ok
2= ¢/, a=21FTF" pez
n
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2.3. Pierwiastek n—tego stopnia z liczby zespolone;j

Twierdzenie 2.1. Jezeli ¢ € C\ {0} oraz n € N to réwnanie z" = ¢ posiada n
roznych rozwiqzan zg, ..., Z,_1 Przy czym

2k 2k
2z = V/|¢| (cosu + isin 7+_7T) : (2.6)
n n
dla k=0,...,n—1; v=argec.

Uwaga Dla ¢ € C zapis /c oznacza zbiér (!) wszystkich liczb zespolonych, ktorych
n—ta potega to c; jest to wiec zbior rozwigzan réwnania z" = ¢, tj.

%:{207"'7271—1}7

gdzie liczby zj, okresla wzér (2.6). Ten sam zapis stosuje sie réwniez dla znanej ze
szkoty Sredniej funkeji pierwiastkowej

ViR 32—V ER,.

W tych dwoéch przypadkach ten sam zapis ma zastosowanie do réznych obiektow: w
pierwszym przypadku oznacza zbiér, w drugim liczbe. O tym, ze tatwo o pomytke
najlepiej niech swiadczy fakt, ze w wielu podrecznikach mozna znalezé niepoprawny
zapis v—1 = i. Swoja droga, czym nalezy zastapi¢ symbol A, aby wyrazenie
v/—1 AA'i bylo poprawne?

2.3.1. Interpretacja geometryczna pierwiastka z liczby zespolonej

Uzytecznym przepisem na rozwiazania réwnania (2.5) jest réwniez, wynikajaca ze
wzoru (2.6), formuta

2m 27\ ¥
2K = 2 (cos — +sin —) (2.7)
n n
2 2
= 21 <cos—7r+isin—7r>, k=1,...,n (2.8)
n n

w ktorej zg jest jednym z rozwiazan réwnania (2.5). Wynika z niej, ze liczba ze-
spolona (wektor plaszczyzny zespolonej) z; powstaje w wyniku obrotu z o kat 27”;
podobnie z; to wynik obrotu z; o ten sam kat. Ogolnie, 2,1 powstaje z obrotu zj
o kat 27” Innymi stowy, liczby zo, ..., 2,1 bedace rozwigzaniami rownania z" = ¢
stanowig wierzchotki n—kata foremnego wpisanego w okrag o promieniu {L/H (zob.
Wykres 2).

Przyklad 2.5. Rozwazmy réwnanie z° = 1 — i. Aby znaleZé jego rozwigzania
postuzymy sie wzorem (2.6). Poniewa? |c| = |1 —i| = /2 orazy = Arg (1 —i) = —T

1
(zob. przyktad 3.1), mamy

Zg = \G/E(cos (%) + 28in (%Z)) = %(cos% —isin%),

_E+27T —£+27T
21:%(COS4T+iSin4T) = %(—Sin%ﬁ—iCOS%),
: —I 4+ 47 - +4n —1—1
zz:%(cos%%—isin%) = %(—COS%—isin%) = \3/52.
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2.3. Pierwiastek n—tego stopnia z liczby zespolone;j

Z3

Z4

Wrykres 2. Interpretacja geometryczna rozwigzan réwnania 2° = c.

Przyktad 2.6. Wykorzystujgc wyliczong w poprzednim przykladzie wartosé pier-
wiastka zo oraz stosujgc wzor (2.7), obliczymy ,jawne” wartosci pozostatych dwéch
pierwiastkow. Otrzymujemy odpowiednio:

< 27r,,27r> —1—1i T .. 1+i (1 /3
20 = 22 | COS— + 12810 — :—(—cos——i—zsm—):— - ——

3 3 /2 3 3 V2 \ 2 2
2
! L+i (1 V3
n=2n-=+i—| = —4+i— .
Pl 2 T e v \2" 2
Przyklad 2.7. Rozwaimy réwnanie 2*|z| = —Zz. Jego rozwigzan poszukamy w

postaci trygonometrycznej z = r (cosa + isina) . Mamy:
24 z| = 7° (cos 4o + i sin 4a)
oraz
—Z = (cosm+isinm) -7 (cos (—a) + isin (—a)) = r(cos (m — a) + isin (7 — ).

Porownujge moduly oraz argumenty tych liczb otrzymujemy uklad rownan:

ro =7
da=1m—a+2kr, keZ ’

ktorego rozwigzaniem jest v € {0,1} oraz a € {:i:%, :i:%”,ﬁ}. Ostatecznie, rozwig-
zaniem wyjsciowego rownania sq liczby

3 3
{—1,0,008%:I:z'sing,cos?7T :I:z‘sin%}.
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2.4. Posta¢ wykfadnicza liczby zespolonej*

2.4. Postaé¢ wykladnicza liczby zespolonej*

Wychodzac od postaci trygonometrycznej liczby zespolonej
z = |z| (cosa + isin )

oraz uwzgledniajac wzor (ktérego uzasadnienie wymaga znajomosci szeregéw pote-
gowych) ‘

e"“=cosa+isina (dla o € R)
otrzymujemy tzw. postac wyktadniczq liczby zespoloneyj:

z =re'",

w ktorej r > 0 to modut, a @ € R argument liczby zespolonej z.

Ciekawostka Zapisujac liczbe —1 w postaci wyktadniczej otrzymujemy zwarty wzor
taczacy pie¢ najwazniejszych stalych matematycznych: 0 (element neutralny do-
dawania), 1 (element neutralny mnozenia), i, e oraz 7

em+1=0.

Przez wielu, wzér ten jest uznawany za najpiekniejszy wzér matematyki.
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