
Zestaw 0.
Rachunek ró·zniczkowy i ca÷kowy

Podstawowe wzory rachunku ró·zniczkowego:

a) (f (x) g (x))0 = f 0 (x) g (x) + f (x) g0 (x) ; b) f (g (x))0 = f 0 (g (x)) g0 (x) ;

c)
�
f(x)
g(x)

�0
= f 0(x)g(x)�f(x)g0(x)

g2(x)
; d) (xn)0 = nxn�1;

e) (loga x)
0 = 1

x ln a
; f) (ax)0 = ax ln a;

g) (sinx)0 = cos x; h) (cosx)0 = � sin x;
i) (tg x)0 = 1

cos2 x
; j) (ctg x)0 = � 1

sin2 x
;

k) (arctg x)0 = 1
1+x2

; l) (arcctg x)0 = � 1
1+x2

;

m) (arcsinx)0 = 1p
1�x2 ; n) (arccos x)0 = � 1p

1�x2 :

Podstawowe wzory rachunku ca÷kowego:

a)
R
f 0 (x) g (x) dx = f (x) g (x)�

R
f (x) g0 (x) dx �ca÷kowanie przez cz ¾ésci;

b)
R
f (g (x)) g0 (x) dx =

R
f (t) dtjt=g(x) �ca÷kowanie przez podstawienie

oraz

c)
R
xndx = 1

n+1
xn+1; dla n 6= �1; d)

R
1
x
dx = ln x+ C;

e)
R

dx
cos2 x

= tg x+ C; f)
R

dx
sin2 x

= � ctg x+ C;
g)
R
f 0 (x) sin f (x) dx = � cos f (x) + C; h)

R
f 0 (x) cos f (x) dx = sin f (x) + C;

i)
R
f 0 (x) ln f (x) dx = f (x) (ln f (x)� 1) + C; j)

R
f 0 (x) ef(x)dx = ef(x) + C;

k)
R
f 0 (x) fn (x) dx = 1

n+1
fn+1 (x) + C; dla n 6= �1; l)

R f 0(x)
f(x)

dx = ln jf (x)j+ C;
m)

R f 0(x)

1+(f(x))2
dx = arctg f (x) + C; n)

R f 0(x)p
1�(f(x))2

dx = arcsin f (x) + C;

o)
R

dx
(ax+b)(cx+d)

= 1
ad�bc ln

��ax+b
cx+d

��+ C; p)
R

dx
ax2+bx+c

=
4<0

2p
�4 arctg

2ax+bp
�4 + C;

q)
R p

x2 + a2dx = 1
2

�
x
p
x2 + a2 + a2 ln

��x+px2 + a2���+ C; r)
R

dxp
x2�a2 = ln

�
x+

p
x2 � a2

�
+ C;

s)
R p

x2 � a2dx = 1
2

�
x
p
x2 � a2 � a2 ln

��x+px2 � a2���+ C; t)
R

dxp
x2+a2

= ln
�
a+

p
x2 + a2

�
+ C;

u)
R p

a2 � x2dx = 1
2

�
x
p
a2 � x2 + a2 arcsin x

a

�
+ C; w)

R
dx
sin ax

= 1
a
ln
��tg ax

2

��+ C;
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Zadanie 1. Znaléźc pochodne nast¾epuj ¾acych funkcji:

a) f(x) =
3

q
x2
p
x4
p
x3 b) f(x) = 1

3
x3 � 3

2
x4 � 2x6 c) f(x) = 4

x3

d) f(x) = 5
p
x2 e) f(x) = 3 3

p
x� x3 + 2

3

4
p
x3 f) f(t) = lnx

t

g) f(x) = 2
x3
p
x

h) f(x) =
q

x2�3x+2
x2�7x+12 i) f(x) =

�
1
x
+ 4
�4

j) f(x) = 3
(1�x2)(1�2x3) k) f(x) = a�xp

a2�x2 l) f(x) = 3
3x�2

m) f(x) = a sin a
x

o) f(x) = arcctg sinx p) f(x) = cos
p
x

r) f(x) = arctg 3x s) f(x) = arcsin 2x
p
1� x2 t) f(x) = e3x

u) f(x) = 5ecos 3x w) f(x) = ln
�
x+

p
x2 + 1

�
y) f(x) = xex

a1) f(x) = (sinx)cosx b1) f(x) = (arctg x)x c1) f(x) = x
p
x

d1) f(x) = logx a e1) f(x) = logx lnx f1) f(x) = 5
sin3 2x

.

Zadanie 2. Wyznaczýc ca÷ki podanych funkcji:

a)
R (x2�1)3

x
dx b)

R
(2 + 3

p
x)
3
dx c)

R
x�2 3

p
x+4

4p
16x3

6 3
p
x

dx

d)
R
e4x�1
ex�1 dx e)

R p
u3+1p
u+1

du f)
R
(e�x + 1)

3
dx

g)
R

cos 2x
cosx�sinxdx h)

R
dx

(1+x2)(1+arctg2 x)
i)
R

dx
(x�2)(2x+1)

j)
R

4x�1
x2�x�2dx k)

R
x3�1
4x3�xdx l)

R
2x+1

3px2+x+1dx

m)
R
(x+ 1) ex

2+2xdx n)
R

xdxp
�x2�2x o)

R
arctg xdx

p)
R
lnxdx r)

R
log2 (x+ 1) dx s)

R
ln3 x
x2
dx

t)
R
x2 ln (x+ 1) dx u)

R
sin7 xdx w)

R
sin x cos 3xdx

oraz sprawdzíc poprawnóśc odpowiedzi przez ró·zniczkowanie.
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Zestaw 1.
Równania o zmiennych rozdzielonych

Zadanie 1. Rozwi ¾azác podane równania ró·zniczkowe o zmiennych rozdzielonych:

a) y0 = 2y (t+ 1) ; b) 1 = (1 + t+ y + ty) y0;

c) y0 =
p
1� y2; d) y0 = 1�t

y+1
;

e) (1 + ey) yy0 = et; f) y0 sin t = y ln y;

g) (yey + 1) y0 = 2t; h) y0 + 4y = y (e�t + 4) ;

i) y0 = sin y
sin t
; j) y0 + y2 sin t = 3 (ty)2 ;

k) y0 = �ey+t+1; l) dy
dt
= ey�t.

Zadanie 2. Rozwi ¾azác podane zagadnienia pocz ¾atkowe:

a) y0 sin t = y ln y, y(�
2
) = e;

b) t (y + 1) y0 = y, y (e) = 1;

c) y0 = y2 (1 + t2) , y (0) = �2;

d) ey (y0 � 1) = 1, y (0) = 0;

e) t
p
1� y2dt+ y

p
1� t2dy = 0, y (0) = 1;

f)
p
y2 + 1dx = xydy, y (0) = e2;

g) (x2 � 1) y0 + 2xy2 = 0, y (0) = 1;

h) y0 ctg x+ y = 2, y
�
�
3

�
= 4.
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Zestaw 2.
Równania ró·zniczkowe jednorodne

Zadanie 1. Rozwi ¾azác podane równania ró·zniczkowe jednorodne:

a) yt0 = t+ y; b) y0 = y
t
+ t

y
;

c) y2dt+ t2dy = tydy; d) ty0 = 3y � 2t� 2
p
ty � t2;

e) t2y0 = ty � y2; f)
�
(ty)2 � t4

�
y0 = (ty)2 � y4;

g) tyy0 = y2 � t2; h) y0 = t2�y2
t2+y2

;

i) t2dy = (y2 � ty + t2) dt; j) tdy
dt
= y (ln y � ln t) ;

k) ty0 = y tg y
t
; l) dt

dy
= e

y�t
t .

Zadanie 2. Rozwi ¾azác podane zagadnienia pocz ¾atkowe:

a) (t� y) dt+ tdy = 0, y(�1) = 0;

b) ty0 = y + te
y
t , y (1) = 0;

c) ty0 = y �
p
t2 + y2, y (1) = 0;

d) x0 = x
t+x
, x (1) = 1;

e) x0 = tx�x2
t2
, x (1) = 0;

f) (t2 + tx+ 3x2 )dt+ (t2 + 2tx)dx = 0, x (1) = 1.
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Zestaw 3.
Równania ró·zniczkowe zupe÷ne

Zadanie 1. Rozwi ¾azác podane równania ró·zniczkowe metod ¾a ró·zniczki zupe÷nej:

a) (x� y) dx+ (2y � x) dy = 0; b) (3x2 � 2y) dx+ (3y2 � 2x) dy = 0;

c) 3x2 + y2 + 2y (x� 1) dy
dx
= 0; d) ey � (2y � xey) y0 = 0;

e) ex (1 + ey) + ey (1 + ex) dy
dx
= 0; f) 1

y
+ x = x

y2
dy
dx
;

g) xdy�ydx
x2+y2

= 0; h) xdx+ ydy + ydx�xdy
x2+y2

= 0;

i) (ln y � 2x) dx+ x�2y2
y
dy = 0; j) 1 + ex=y + ex=y

�
1� x

y

�
dy
dx
= 0.

Zadanie 2. Rozwi ¾azác podane równania ró·zniczkowe zupe÷ne metod ¾a czynnika
ca÷kuj ¾acego:

a) (1� x2y) + x2 (y � x) dy
dx
= 0; b) x2 + y = xy0;

c) (e2x � y2) dx� xdy = 0; d) x sin y + y + (x2 cos y + x lnx) dy
dx
= 0;

e) sinx+ ey + cosx dy
dx
= 0; f) y2 + (xy � 1) dy

dx
= 0;

g) (1 + 3x2 sin y) dx = x ctg ydy; h) 2x tg y + (x2 � 2 sin y) dy
dx
= 0.
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Zestaw 4.
Równania ró·zniczkowe liniowe

Zadanie 1. Wyznaczýc ca÷ki podanych równań ró·zniczkowych liniowych:

a) y0 + y tg x = 1
cosx

; b) xy0 � 2y = 2x4;

c) (xy + ex) dx� xdy = 0; d) 2x (x2 + y) dx = dy;

e) (x+ y2) dy = ydx; f) (2x+ y) dy = ydx+ 4 ln ydy;

g) ty0 + t2 + ty = y; h) y0 cos t� y sin t = 1 ;

i) y0 + 2y
t
= cos t

t2
; j) y0 = t+ 2y + ty + 2 ;

k) (t2 + 4) y0 + 3ty = 1; l) y0 + y tg t = 1
cos t
.

Zadanie 2. Rozwi ¾azác podane zagadnienia pocz ¾atkowe:

a) y0 = 2y + et � t, y(0) = 1=4;

b) ty0 + 2y = cos t, y (�=2) = 0;

c) ty0 + y = t
p
t, y (1) = 2;

d) x0 = 2tx+ 3t2et
2
, x (0) = 1;

e) ty0 = �y + tet2, y (1) = 2;

f) y0 = 2y + et � 2 sin t cos t, x (0) = 1.
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Zestaw 5.
Równania ró·zniczkowe Bernoulliego

Zadanie 1. Wyznaczýc ca÷ki podanych równań ró·zniczkowych Bernoulliego:

a) y0 + y = y2; b) y0 � y
t
= �2 t

y
;

c) (1 + t2) y0 � 2ty = 4
p
y (1 + t2) arctg t; d) dy = (y2et � y) dt;

e) t3y0 � 2ty = y3; f) 2ty0 = (t+ 1� 6y2) y;

g) y0 + 8y
t
= �2y2; h) z0 = z (2x� 2)� z2;

i) y0 = y2; j) y0 = �4y � y2;

k) t (x0 + x2) = x; l) dx
dt
+ x

t
= �tx2.

Zadanie 2. Rozwi ¾azác podane zagadnienia pocz ¾atkowe:

a) t (x0 + x2) = x, x(1) = 1;

b) y0 + y = y2, y (1) = 1;

c) y0 � y cos t = y2 cos t, y (0) = 1;

d) ty2y0 + y3 = 1, y (1) = 2;

e) y0 + 4t3y3 + 2ty = 0, y (0) = 1;

f) (y0)2 � (ty2 + y)2 = 0, y (�1) = 0.
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Zestaw 6.
Równania ró·zniczkowe Riccatiego

Zadanie 1. Wyznaczýc ca÷ki podanych równań ró·zniczkowych Riccatiego:

a) y0 = y2 � (4t+ 1) y + 4t2 + 2t+ 2;

b) x0 = 2t2 + x
t
� 2x2;

c) x0 = � 4
t2
� x

t
+ x2;

d) y0 = �y2 + 2
x2
;

e) t2x0 + (tx� 2)2 = 0;

f) y0 + 2yet � y2 = e2t + et;

g) y0 + y2 � 1 = t2;

h) x0 � 2tx+ x2 = 5� t2;

i) x0 = �x2 + 1 + t2;

j) x2y0 = x2y2 + xy + 1;

k) x2y0 + xy + x2y2 = 4;

l) y0 � 2ty + y2 = 5� t2.

Zadanie 2. Rozwi ¾azác podane zagadnienia pocz ¾atkowe:

a) xy0 � (2x+ 1) y + y2 = �x2, y(1) = 2;

b) y0 + 2y2 = 6
t2
, y (1) = 0;

c) y0 + y2 = x2 � 2x, y (2) = 1.
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Zestaw 7.
Równania ró·zniczkowe liniowe rz¾edu n o sta÷ych wspó÷czynnikach

Zadanie 1. Wyznaczýc ca÷ki podanych równań ró·zniczkowych liniowych:

a) y00 � 5y0 + 4y = 2ex; b) yV � 2y000 + y0 = 0;

c) y00 � 4y0 + 4y = x2; d) y00 + 2y0 + 5y = ex;

e) y00 + 2y0 + y = 8ex + x; f) y00 + y = cos x+ 2e2x;

g) y0 � 2y = 2et; h) y00 + 4y0 = 0;

i) y00 + y = 0; j) y00 � 4y0 + 13y = 0;

k) y00 + y0 � 2y = tg t; l) y00 � y0 = et

1+et
.

Zadanie 2. Rozwi ¾azác podane zagadnienia pocz ¾atkowe:

a) y00 � 4y0 + 3y = 0, y(0) = 7, y0 (0) = 16;

b) y00 + 2y0 � 3y = 0, y (0) = 4, y0 (0) = 0;

c) 4y00 � y = 0, y (0) = y0, y0 (0) = 0;

d) 2y00 = 0, y (0) = �1, y0 (0) = 1;

e) y00 + 100y = 0, y (0) = 1, y0 (0) = 10;

f) y00 + 3y0 + 2y = sin et, y (0) = � sin 1, y0 (0) = � cos 1.
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Zestaw 8.
Uk÷ady równań ró·zniczkowych liniowych o sta÷ych wspó÷czynnikach

Zadanie 1. Rozwi ¾azác podane uk÷ady równań:

a)
�
_x = 2x+ y
_y = 3x+ 4y

; b)

8<:
_x = x+ z � y
_y = x+ y � z
_z = 2x� y

;

c)

8<:
_x = 2x+ 2z � y
_y = x+ 2z
_z = y � 2x� z

; d)

8<:
_x = x� z � y
_y = x+ y
_z = 3x+ z

;

e)

8<:
_x = 2x� y � z
_y = 3x� 2y � 3z
_z = 2z � x+ y

; f)

8<:
_x = 3x� 2y � z
_y = 3x� 4y � 3z
_z = 2x� 4y

;

g) x0 =
�
0 �1
2 2

�
x; h) x0 =

�
3 �3
2 �2

�
x;

i)
�
_x
_y

�
=

�
�1 2
0 �3

��
x
y

�
; j)

0@ _x
_y
_z

1A =

0@ �1 0 0
0 2 0
0 0 1

1A0@ x
y
z

1A .
Zadanie 2. Rozwi ¾azác podane zagadnienia pocz ¾atkowe:

a) x0 =
�
0 �1
3 4

�
x, x (0) =

�
�1
1

�
;

b) x0 =
�
0 �3
1 2

�
x, x (0) =

�
1
0

�
;

c)

0@ _x
_y
_z

1A =

0@ �1 0 0
0 2 0
0 0 1

1A0@ x
y
z

1A ,
0@ x (1)
y (1)
z (1)

1A =

0@ 1
e
e2

1A
d)
�
_x = x+ y
_y = 2x� y ,

�
x (0) = 1
y (0) = 0

.
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Zestaw 9.
Uk÷ady równań ró·zniczkowych liniowych o sta÷ych wspó÷czynnikach

Zadanie 1. Rozwi ¾azác podane uk÷ady równań:

a)
�
_x = 2y � x
_y = 4y � 3x+ e3t

e2t+1

; b)
�
_x = �4x� 2y + 2

et�1
_y = 6x+ 3y � 3

et�1
;

c)
�
_x = x� y + t
_y = �3x� y + et ; d)

�
_x = y + t
_y = 8x� t ;

e)
�
_x = 2x+ y + sin 3t
_y = �8x� 2y ; f) x0 =

�
�5 3
2 �10

�
x+

�
e�2t

1

�
;

g) x0 =
�
2 �5
1 �2

�
x+

�
4t
1

�
; h) x0 =

�
0 1
1 0

�
x+

�
sin t
2 cos t

�
;

i)
�
_x = �x� y + tet
_y = tet

; j)

0@ _x
_y
_z

1A =

0@ �1 �1 1
1 0 0

�1 �1 1

1A0@ x
y
z

1A+
0@ t

2
t+ 1

1A .
Zadanie 2. Rozwi ¾azác podane zagadnienia pocz ¾atkowe:

a) x0 =
�
�2 1
1 �2

�
x+

�
et

et

�
, x (0) =

�
2:5
0:5

�
;

b) x0 =
�
0 1
1 0

�
x+

�
sin t
2 cos t

�
, x (0) =

�
2
0

�
;

c)
�
_x = 2x+ y + sin 3t
_y = �8x� 2y ,

�
x(1) = 1
y (1) = �1

Zadanie 3. Dla podanych macierzy wyznaczýc eA:

a) A =
�
3 0
0 �2

�
, b) A =

�
3 �1
2 0

�
, c) A =

24 1 1 1
0 2 2
0 0 3

35 .
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Zestaw 10.
Asymptotyczna stabilnóśc rozwi ¾azań

Zadanie 1. Zbadác lokaln ¾a asymptotyczn ¾a stabilnóśc rozwi ¾azań zerowych rów-
nań ró·zniczkowych z Zestawu 5.

Zadanie 2. Zbadác lokaln ¾a asymptotyczn ¾a stabilnóśc rozwi ¾azań zerowych uk÷a-
dów równań ró·zniczkowych z Zestawu 6.

Zadanie 3. Wyznaczýc wszystkie wartósci parametrów �; � 2 R, dla których
rozwi ¾azania zerowe podanych uk÷adów s ¾a lokalnie asymptotycznie stabilne:

a)

8<:
_x = �x+ �y
_y = �x� y + �z
_z = �y � z

; b)

8<:
_x = ��x+ y
_y = ��2x� �2y � �z
_z = �2z

; c)

8<:
_x = �x
_y = �y + x
_z = y + �z

.

Zadanie 4. Wyznaczýc wszystkie wartósci parametrów �; � 2 R, dla których
rozwi ¾azania zerowe podanych równań ró·zniczkowych s ¾a lokalnie asymptoty-
cznie stabilne:

a) x000 + 2�x00 + �x0 + �x = 0;

b) xIV + 2x000 + �x00 + �x0 + x = 0;

c) xIV + �x000 + 4x00 + 2x0 + �x = 0;

d) xIV + �x000 + 4x00 + �x0 + x = 0;

e) xIV + x000 + �x00 + x0 + x = 0;

f) xIV + x000 + �x00 + 2x0 + �x = 0.
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Zestaw 11.
Transformata Laplace�a

Zadanie 1. Stosuj ¾ac metod¾e transformaty Laplace�a rozwi ¾azác podane
zagadnienia pocz ¾atkowe:

a) x00 � x0 = sin t; x (0) = 1; x0 (0) = 0;
b) dx

dt
� 3x = e2t; x (0) = 1;

c) x00 + x = t; x (0) = 0; x0 (0) = 1;

d) x0 + x = et; x (0) = 1=2;

e) x00 + x = t; x (0) = 0; x0 (0) = 1;

f) x00 + 4x0 + 13x = te�t; x (0) = 0; x0 (0) = 2;

g)
�

2x0 + y0 � 2x = 1
x0 + y0 � 3x� 3y = 2 ;

�
x (0) = 0
y (0) = 0

;

h)
�
x0 = �y
y0 = �x ;

�
x (0) = 2
y (0) = 0

;

i)
�
x0 = �x+ y + et
y0 = x� y + et ;

�
x (0) = 1
y (0) = 1

;

j)

8<:
x0 = x+ y
y0 = y + z
z0 = z

;

8<:
x (0) = 1
y (0) = 0
z (0) = 1

.
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