Zestaw 0.
Rachunek rézniczkowy i catkowy

Podstawowe wzory rachunku rozniczkowego:

a) (f(2)g (@) = f (@) g(2) + f(x) g’ (2); | b) flg(2) = f(9(2) ¢ (2);
0) (Jgf(_) r (x)g(z (m)g (), d) (") = na";
e) (logax ) = ——; f) (a®) = a” Ina;
g) (sinz) = cosz; h) (cosx)’ = —sin x;
i) (tga) = oy i) (ctga) = — s
k) (arctg :C)/ = H%; 1) (arcctg x)/ = —ﬁ;
m) (arcsinz) = \/1177; n) (arccosz) = — 117:52'
Podstawowe wzory rachunku catkowego:
a) [ f'(z)g(z)de = — [ f(2) ¢ (x)dx — calkowanie przez czesci;
b) [ f(g(2) g (x)de = [ f(t)dtj—g@) — catkowanie przez podstawienie
oraz
fx"dx—nH 2" dla n # —1; d) [2dz =Inz + C;
e) [ % —tgm—l—C f)fsfx:—ctga:jtc;
g)ff’(x)smf()dw——cosf(a:)+C'; h) [ f'(x)cos f (z)dr =sin f (z) + C,
) J (= )hlf( Jdz = f(z)(n f(z) — 1)+ C; i) [ (x) ! Pde = /0 + C
k) [ f' (@) " (@) de = 5 /" (2) + C, dlan # -1, lff"”)dx—lnlf( )| +C;
I’ (ff _ . _
f1+(f sdx = arctgf( )+ C n) f\/de arcsin f (z) +
azx+b ax+b .
O) f (ax-l—b cx-{—d) ad—bc ‘cmj—d| + C p) f a:cz—i-bm—‘rc A<O F arctg 2\/i + C’
q) [ Va2 +a*dr =5 (zvV2? + a® + a’In |z + Va2 + a2|) +C; 1) [ ?2_@2 =1In(z+ Va? —a?) + C;
s) [ Va2 — a2dx = % (I\/ZL‘Z —a?2—a’ln |x + Va2 — az}) +C; | t) [ ngﬁ =1In (a + Va2 + a2) + C,
u) [Va? — 22de = % (x\/a2 — 22 4 a? arcsin %) + C; W) siﬁfw = %ln Itg%‘ +C;




Zadanie 1. Znalez¢ pochodne nastepujacych funkcji:

3

a) f(z) = \/ 22V 2423 b) f(z) = s1% — 20t — 226
Q) f(a) = ¥a? &) f(@) = 397 — a8+ 2

g) f(z) = ﬁg h) f(z) = ;:22—_73;:122

)P = et k) fl0) = ) @) = 5
m) f(r) =asin? o) f(x) = arcctgsinz p) f(x) = cosv/x
r) f(z) = arctg 3x s) f(z) = arcsin22v/1 — 22 t) f(z) = €3
u) f(z) = bews3® w) f(z) =ln(z+V22+1) y) flz) = xe®
al) f(z) = (sina)™* bl f(z) = (arctga)* 1) () = /7
1) f(x) = log, a 1) f(z) = log, Inz f) f(2) =
Zadanie 2. Wyznaczy¢ catki podanych funkcji:

S R N SRR R =t

d) [ E=lda e) [ Lt du £) [ (e +1)°d

g) f%dm h) [ (1+x2)(16farctg2x) i) J @—2)(2z+1) 2 2m+1

) [ mtihde k) [ fda D) | vreade

m) [(z+1)e”2*dz n) [ \/% o) [arctgzdx

p) [Inzdzx r) [logy (x+1)dex s) [2 L

t) [2?In(z+1)dz  u) [sin”zdx w) [ sinx cos 3zdx

oraz sprawdzi¢ poprawno$¢ odpowiedzi przez rézniczkowanie.



Zestaw 1.
Roéwnania o zmiennych rozdzielonych

Zadanie 1. Rozwigza¢ podane rownania rézniczkowe o zmiennych rozdzielonych:

a)y =2y(t+1); b)l=(1+t+y+ty)y;
)y =1-y% d)y' =7

e) (1+e¥)yy = e f) 3/ sint = ylny;

g) (ye! + 1)y =2t; h) y' +4y =y (e +4);

0y =% i)y +yPsint =3 (ty)*;

k) y/ — _ey+t+1; 1) % — oYt

Zadanie 2. Rozwigza¢ podane zagadnienia poczatkowe:
a) y'sint =ylny, y(3) =€
b) t(y+1)y =y, yle) =1
o)y =y (1+2%),y(0) =2
d) e’ (y' =1) =1,y (0) = 0;
e) tﬂdt +yvV1—2dy =0, y (0) = 1;
£) /42 + lda = zydy, y (0) = €%
g) (2 — 1)y +22y* =0,y (0) =1

h) y’ctg:c—l—y:Q,y(%) =4.



Zestaw 2.
Roéwnania rézniczkowe jednorodne

Zadanie 1. Rozwigza¢ podane réwnania rézniczkowe jednorodne:

a) yt' =t +y; b)y =4+
c) y2dt + t2dy = tydy; d) ty =3y — 2t — 2\/ty — t?;
e) 1%y =ty — v £) ((ty)” —t4) oy = (ty)* — y*;
g) tyy' =y* — 1% h) y' = bt

k) ty' =ytg¥; ) &= e

Zadanie 2. Rozwigza¢ podane zagadnienia poczatkowe:
a) (t—y)dt+tdy =0, y(—1)=0;
b) ty =y +tet, y (1) =0;
o)ty =y—t+y? y(1) =0

d) 2’ = z(l) =1,

x_
t+x?
2

e) o' =222 4 (1) = 0;

$2

f) (82 + tox + 322 )dt + (t* + 2tz)dz =0, z (1) = 1.



Zestaw 3.
Roéwnania rézniczkowe zupeline

Zadanie 1. Rozwigza¢ podane réwnania rézniczkowe metoda rézniczki zupelne;j:
a) (x —y)dr+ 2y —x)dy =0; b) (32% — 2y)dx + (3y* — 2x) dy = 0;
)3 +y* +2y(x— 1)L =0; d)e’—(2y—ae’)y =0;
e)ex(l—i-ey)—i-ey(l—i—ex)g—zzo; f)§+x:%d_y;

g)%:(); h)xda:%—ydy—{—yi"’;;dy:o;
i) (1ny—2x)dx+%wdy:0; j) 14 e*/v 4 ev/y (1_§> %:0'

Zadanie 2. Rozwigza¢ podane réwnania rézniczkowe zupelne metoda czynnika

catkujacego:

a) (L—a%y) +a2(y—a2) % =0; b)a?+y=uay,

c) (e* —y?)dr — zdy = 0; d) zsiny +y + (z?cosy + xlnx) % =0;
e) sinx +e¥ + cosz L = 0; f) y2 + (vy — 1) & = 0;

g) (1+ 3z%siny)dr = zctgydy; h) 2xtgy + (22 — 2siny) % =0.



Zestaw 4.
Réwnania rézniczkowe liniowe

Zadanie 1. Wyznaczy¢ calki podanych réwnan rézniczkowych liniowych:

a) Y +ytgr = ——; b) zy' — 2y = 2z*;

c) (zy + €*)dx — xdy = 0; d) 2z (2* + y) dz = dy;

e) (z+y?) dy = ydz; f) (2z +y) dy = ydx + 41n ydy;
g) ty + 12 +ty = y; h) ¥/ cost —ysint =1 ;

D)y + % =t Dy =t+2y+ty+2;

k) (£ +4)y + 3ty =1; )y +ytgt = —.

Zadanie 2. Rozwigza¢ podane zagadnienia poczatkowe:
a)y =2y +e —t y0)=1/4
b) ty + 2y = cost, y (7/2) = 0;
o)ty +y=tvt,y(1) =2;
d) 2/ = 2tx + 32", x (0) = 1;
o)ty = —y+te, y(1) = 2;

f) y =2y +e' —2sintcost, x (0) = 1.



Zestaw 5.

Roéwnania rézniczkowe Bernoulliego

Zadanie 1. Wyznaczy¢ calki podanych réwnan rézniczkowych Bernoulliego:

a) y' +y =y
c) (1+t3)y — 2ty = 4+y/y (1 + 12) arctg t;
e) t%y — 2ty =y

g) y + % =2y

k) t (2 + 2?) = x;

f) 2ty = (t+1—6y%)y;
h) 2/ =2 (22 — 2) — 2%
/ J—

Ny =—4y—vy%

1) 2 42 = —g2,

Zadanie 2. Rozwigza¢ podane zagadnienia poczatkowe:

a)t(x +2%) =z, 2(1) =

b)y+y=9%y(l)=1;

1;

c) Yy —ycost =y*cost, y(0) = 1;

d) ty?y +y3 =1, y(1) =2

e) y +4t3y3 + 2ty =0, y (0) = 1;

£) ()" — (ty? +9)* =0,y (~1) = 0.



Zestaw 6.
Roéwnania rézniczkowe Riccatiego

Zadanie 1. Wyznaczy¢ calki podanych réwnan rézniczkowych Riccatiego:
a)y =y? — (4t + 1)y + 4% + 2t + 2;

b) ' = 2* + £ — 227

d)y' =—y"+ &
e) 12/ + (tx — 2)* = 0;
f) o + 2yet —y? = ¥ + ey
gy +yt—1=1%
h) o' — 2tz + 2% = 5 — %
i) o' = —2® + 1+t
i) 2%y = 2%y? + Yy + 1
k) 22y + zy + 22y? = 4;
D)y — 2ty +y*>=5—t%
Zadanie 2. Rozwigza¢ podane zagadnienia poczatkowe:
a)zy — e+ 1)y +y*=—2?, y(1) =2
b)y +2y* = 5, y(1) = 0;

o)y +y*=2a"—2z,y(2) =1



Zestaw 7.

Roéwnania rézniczkowe liniowe rzedu n o stalych wspoétczynnikach

Zadanie 1. Wyznaczy¢ calki podanych réwnan rézniczkowych liniowych:

a) Y’ — 5y + 4y = 2¢%; b) y¥ —2y" +y = 0;
)y’ — 4y +4y = 2% d) y" + 2y’ + 5y = e”;
e) y' +2y +y=8e" + x; f) ¥’ +y = cosx + 2e*;
)y — 2y = 2 h) y" +4y' = 0;

i)y +y=0; )y =4y + 13y =0;
k) v’ +y —2y = tgt; Dy —y =

Zadanie 2. Rozwigza¢ podane zagadnienia poczatkowe:
a)y" — 4y +3y=0,y(0) =7,y (0) = 16;
b) y" 42y —3y =0,y (0) =4,y (0) = 0;
)4y — y=0,y(0) = yo, ¥ (0) = 0;
d) 2¢" = 0,y(0) = -1,y (0) = 1;
e)y” + 100y =0,y (0) =1, ¥ (0) = 10;

f) v + 3y + 2y = sine’, y (0) = —sin1, ¥ (0) = —cos 1.



Zestaw 8.
Uktady réwnan rézniczkowych liniowych o statych wspoélezynnikach

Zadanie 1. Rozwigza¢ podane uklady réownan:

. T=r+z—y
T=2r+vy .

a) { . ; b) 4=x+y—z ;
y=dr+dy i=2m—y
T=2r+2z—y T=x—z—Y

c){ y=zx+2z ; d) ¢ y=x+y ;
z=y—2xr—=2 z=3r+=z
T=2r—y—=z2 T=3r—-2y—=z

e) R y=3r—2y—3z ; f) ¢ 9=3x—4y—3z ;
t=2z—x4+vy z=2r—4y

, (0 —1 ) , (3 =3 )
g)x—<2 2>x, h)x—<2_2>x,

; IR N i ~10 0 ;c
y 0 y 3 00 1 2

Zadanie 2. Rozwigza¢ podane zagadnienia poczatkowe:

a)x’:(g _i)x,x(()) <_});

by -1 00 x x (1)
z 00 1 2 z (1) 2
t=xz+y z(0)=1

RR IR (o
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Zestaw 9.
Uktady réwnan rézniczkowych liniowych o statych wspoélezynnikach

Zadanie 1. Rozwigza¢ podane uklady réownan:

-_ s 2
) {x 2y — ; b){:zf:(j—4xg2y+3m ;
y=4y — 337+62z+1 Yy =0x+ 9oy — 573
T=x—y+t _ r=y+t
C){y=—3x—y+et ’ d){y:8x—t’
i=2r+y+sin3t , (=5 3 e 2\
e){y:—Sx—Zy ’ f)“’_( 2 —10)‘””( 1)
2 =5 4t 01 sint
! . ! __ .
=1 5 ) (V) we=(V o)+ (et )
. T=—x—y+te : ; —L-l *
D)\ 5= tef ; Dlw )= 1 00 y |+
z -1 -1 1 z

Zadanie 2. Rozwigza¢ podane zagadnienia poczatkowe:

ge-(2 )ee(4) - (30)
e=(24)e (22, ) o :( )
(1
y(1

) x—2x—i—y+sm3t )
y=—8x—2y

Zadanie 3. Dla podanych macierzy wyznaczyé¢ e”:

o O =
O N =
W N =

a)A:lg _21 b)A:lg _H ¢) A=
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Zestaw 10.

Asymptotyczna stabilno$¢ rozwigzan

Zadanie 1. Zbada¢ lokalng asymptotyczng stabilno$¢ rozwigzan zerowych réw-
nan rézniczkowych z Zestawu 5.

Zadanie 2. Zbada¢ lokalna asymptotyczna stabilno$§¢ rozwigzan zerowych ukia-
doéw réwnan rézniczkowych z Zestawu 6.

Zadanie 3. Wyznaczy¢ wszystkie wartosci parametrow o, € R, dla ktérych
rozwigzania zerowe podanych ukladéw sa lokalnie asymptotycznie stabilne:

T=—T+ay T=—-ar+y T =—T
a) { y=Br—ytaz; ) g=aflr—fy—az; o) { g=aytz .
2= Py —z =% Z=y+ Bz

Zadanie 4. Wyznaczy¢ wszystkie wartoSci parametréw «a, 5 € R, dla ktérych
rozwigzania zerowe podanych réwnan rézniczkowych sa lokalnie asymptoty-
cznie stabilne:

a) 2" + 202" + ax’ + P = 0;

b) 2!V + 22" + ax” + B2’ + x = 0;
c) 2!V + ax™ + 42" + 22’ + B = 0;
d) 'V + ax” + 42" + Bz’ + 1 = 0;
e) 2V +a" + ax” + ' + 2 = 0;

f) 2!V + 2" + ax” + 22/ + Bx = 0.
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Zestaw 11.

Transformata Laplace’a

Zadanie 1. Stosujac metode transformaty Laplace’a rozwigza¢ podane
zagadnienia poczatkowe:

a) " — a2’ =sint; x(0) =1, 2/ (0) = 0;
b) 4 — 3z =e*; z(0) = 1;

c) " +x=t2(0)=0,2'(0)=1;

d) ' +z=¢;x(0)=1/2

1

f) 2/ 4+ 42’ + 13z =te ;2 (0) =0, 2/ (0
T
Y

)
) 20" +y -2z =1 (0)=0
V2 +y—32-3y=2 ") y(0)=0"

v=—y [ a(0)=
h) {y’——w ’{y(O)ZO ’
¥=—x+y+e z(0)=1
) {y’—x—y+et ’{y(o)—l ’
¥=z+y z(0)=1
J) {y’y+z 9 ¥(0)=0
? =z z2(0)=1
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