Cyberbezpieczenstwo WIEIT AGH Wybrane zagadnienia matematyki wyzszej — 2024,/2025

Zestaw 1. Granica i ciggltosé funkcji wielu zmiennych

1. Przedstaw graficznie dziedziny (naturalne) podanych funkcji:

1 2 2 _
(a) f(x,y) = (l’— 2) (y+ 1)? (b) f(x,y) = loga:2+y2 (4—1’ -y )7 (C) f(‘r?y) = y/Incos (I_y)

2. Jakie powierzchnie w uktadzie O,,, opisane sg ponizszymi zaleznoSciami?

(a) y = 2% — 22 + 3, (b) z* +y? =1, (c)2r+y—2+1=0, (d)z=1- 22+

(e) z=+/1— (22 + y?), (f) z = 4a® + o2, (h) 2 =1—32% — 3y?, (i) 22 +y*+22=0.

3. Dla podanych funkcji wyznacz granice iterowane w punkcie (xg, o) = (0,0):

1
— 2 2 rsin— +y
(a) f(z,y) = |z |\$y|!:|ﬂ;|+y ) f(a:,y):x—fy, (c) f(x’y):mtgi
@ F ) = @t L) S = 0 Sl = A,

Co na podstawie wyznaczonych granic iterowanych mozemy powiedzie¢ o granicy podwojnej?

4. Wyznacz (lub uzasadnij, ze nie istnieja) ponizsze granice:
22 — 12 2 2

. Yy : Ty . Ty
a lim —— b lim ——— ¢ lim ———
(&) (@.9)=(00) 2% + y? (b) (2.9)(00) 2% + y? ) (2.9)=(00) 2% + y*
. . 2 2
(d) lim Y () lim STty () lim (2 +y)"
(z.49)=(00)  TY (@y)=00) ||+ |y] (z.9)—(1.0)
z24y? 1 2 _ 1
(h)  lim = i) lim |2 G) lim ———
(zy)—=(00) 2*+y (,y)—(0,0) (zy)=(12) (y — 2)
®  lim sin (x siny) O lim cos Y 2 (m) - 2sm (:gyz) :
(2,y)—(20,0) xy (2)—(1,%) (y — g) (2,y,2)—=(0,0,0) T + y= + 2



5. Zbadaj cigglo$¢ podanych funkeji:

Jely + ely]
@) fay)=d 221, (z,y) # (0,0)
0 dla (z,y) = (0,0)
sin(z? + y?)
(© f@y) ={ a1 da@y#00
1 dla (z,y) = (0,0
(e) f(x,y) = || + |y dla (z,y) # (0,0)
0 dla (z,y) = (0,0)

)
)

(b) f (z,y) = %(Zyz) dla (z,y) # (0,0)
0 dla (z,y) = (0,0)
xy® dla ( 0,0)

@) flr,y) =4 22+t z,y) # (0,

0 dla (z,y) = (0,0)

Vrt+y? dlaz >0

recosx+y dlaxz <0

6. B Wyznacz, o ile istnieja, te wartosci parametréw a,b € R, dla ktérych podane funkcje sa ciagtle:

vy (x + ay) (z + by)
(a) f(.r,y): ZEQ—yQ

$2

ax + by

(b) f<x7@/) = {

dla [xz] # [y|

dla fa| = o

V2t —1 dlaa?+¢2>1

dla 2 +9y? < 1
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Zestaw 2. Rézniczkowalno$é funkcji wielu zmiennych

1. Wyznacz pochodne kierunkowe podanych funkcji we wskazanych punktach oraz kierunkach:

(a
(b
(c
(d

= 22+ 12, (w0, 50) = (1, =1), T = (=3, —4);

=zlny+yhnz, (z,y) = (1,1), 7 = (1,0);
[ =yl (20,90) = (1,1), T = (3,4);

= 2[a| +y|, (z0,50) = (0,0), T = (1,1).

T,
T,

) f(z,y)
) f(z,y)
) flz,y) =
) f(z,y)

T,

2. Przypusémy, ze funkcja f posiada pochodna kierunkowsa a%(po) w punkcie py w kierunku wektora o # 0.
Uzasadnij, ze

. fpo+tT) — flpo) _ Of
fim o] = v P

Wykorzystujac wykazana zaleznos¢ wyznacz ponownie pochodng kierunkows wybranej funkcji z poprzed-
niego zadania.

3. Zachodzi nastepujace twierdzenie:
Twierdzenie Jezeli funkcja f : R” — R ma ciggle wszystkie pochodne czastkowe pierw-
szego rzedu w otoczeniu pewnego punktu pg € R”, to dla dowolnego wersora K4 mamy

0
% (po) = o ograd f (Po),

gdzie grad f (py) = ( Joy (Po) sy fa (po)) to gradient funkcji f w punkcie pg, a o to

naturalny iloczyn skal(un} W prZ(,strZ(,m R™.

Wykorzystujac powyzszy fakt, wyznacz ponownie pochodne kierunkowe z zadania 1.

4. Wyznacz pochodne czastkowe pierwszego rzedu funkeji f:

sinx + cosy b

. + :L‘y2+2y7 b x? 7Z = —’
sinz — cosy (b) fz.9,2) x4+ y?+ 22

(a) f(z,y) =

(¢) f(z,y) = I]zyl, (d) f(z,y) = rysgn (zy),

W dla (x,y) # (0,0) 22+ 9% dlaxy =0
— 2 2 ’ ’ f - .
A {x 0 e =00 Y {1




5. (a) Niech g(z,y) = f(zy,2? + y?), gdzie funkcja f : R? — R jest klasy C'. Wyznacz

dg dg
Yo, (z,y) — way(:ﬁ,y)-

(b) Wykaz, ze funkcja g(x,y) =y + f(2? + y?) spelnia réwnanie

dg dg -
xa_y(xay) - y%(l‘,y> =T,

funkcja f : R — R to dowolna funkcja rézniczkowalna.

6. Wyznacz macierze Jacobiego oraz rézniczki zupele podanych funkcji we wskazanych punktach:

(a) f(x)=2*+x+1,20=1;

(b) f(z,y) =2y + vz, (w0,50) = (0,1);

(c) f(z)=(v,2* + 2,20 —1), 79 = 1;

(d) f(l‘ﬁya 2) = (:Ey + yzaxz +y2)’ (x07y0720) = (_1727 1)'

7. Zbadaj rézniczkowalno$é podanych funkcji:

2?93 zy (2% — 4?)
(a) f(x,y) _ m dla (I,y) ?’é 0,0) (b) f(x,y) ZL’2+y2 dla (:E,y) 7& 0,0
0 da (z,y) =(0,0) 0 dla (z,y) = (0,0
2 dia (.9) # (0.0) P e (o
(©) fmy) = Vi*tu ’ @ Fay) - Fag W @£ 00
0 dla (z,y) = (0,0) 0  dla (z,y) = (0,0)

8. Sprawdz, czy ponizsze funkcje spetniaja warunek f; (0,0) = f;. (0,0):

W He =L mr W @200 g R e e £ 00
0 dla (z,y) =(0,0) 0 dla (z,y) = (0,0)

9. Wyznacz réwnanie plaszczyzny stycznej do wykresu funkeji f(x,y) = arctg(y/x) w punkcie (1,1).
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Zestaw 3. Ekstrema lokalne, warunkowe, globalne

1. Wyznacz ekstrema lokalne podanych funkcji:
(w,9) =3(z —1)* +4(y +2)%
(x,y) = 2 + 3zy* — 5lx — 24y;
(z,y) = 2® +y° — 3ay;
(z,y)
(z,y)
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2. Wyznacz ekstrema warunkowe podanych funkcji przy zadanych warunkach:

(a) flz,y)=a®+y* +4z—2, 222 +y* =4
(b) flz,y)=z+y, e —zy—1=0;

(c) f(z,y) =y—1Inzx, x2—|—(y—2)2_2:0;

(d) f(z,y)=a+2y, 2*>+y*=05;

(e) f(my,2)=x+y+2z, 22+9y*+22=1;

(f) f(z,y.2) =a2yz, x+y+z=1;

(g) fo,y,2)=x4+y+z ayz=1;

(h) f(z1,...,2,) =2In]x; Tol, 224 422 =1;

) flzy,.., o) =20+ ... 4x), s1+za+... +x,=n

(
3. Wyznacz najwieksza oraz najmniejsza wartos¢ funkcji f w podanym obszarze:

() f(2,9) = 22+ 92, [l + |yl <2
(b) f(z,y) =sinx+siny —sin (z 4+ y) w trojkacie ograniczonym osiami O,, O, oraz prosta x +y = 2;
() f(wy) =ay, (x=1)" +¢* < 1;

(d) f



. Niech

11
A= < . 1), 0:R*>3 2 — 2TAx e R.
Wyznacz najwieksza i najmniejsza warto$é funkcji ¢ w zbiorze {(z1,22) : 2% + 23 = 1}. Poréwna]

otrzymane wyniki z wartoSciami wlasnymi macierzy A.
. Sposrod wszystkich trojkatéw wpisanych w okrag o promieniu r wybierz ten o najwiekszym polu.
. Oblicz odlegtosé punktu A = (0, 1,0) od powierzchni o réwnaniu y = zz.

. Oblicz odlegtos¢ poczatku uktadu wspotrzednych od:

(a) plaszczyzny m:x —2y+ 32 —6 =0; (b) powierzchni v : 2z = +/(z +2) (y — 1).
. Wyznacz te wartosci parametréw a € [—3, 3], b € [—1, 1] dla ktérych wykres funkeji
fi[-L,1]32—52"~ar—beR

obrocony wokét osi O, ogranicza bryte o najmniejszej objetosci.



