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Rozdzial 1

Wprowadzenie

Roéwnania, ktérych rozwiazaniami sg funkcje nazywamy réwnaniami funkcyjnymi. Do prostych
przyktadéw réwnan funkcyjnych naleza

e rdOwnanie
fxy) = f(z) + f(y),

ktorego jedynymi nietrywialnymi rozwigzaniami ciaglymi sg funkcje logarytmiczne;
e réwnanie rekurencyjne (tzw. reguta tréjcztonowa)

Poi2 (7) = (anx + Bn) Poy1 () + P (1),

ktérym mozna opisaé¢ ciag wielomianéw ortogonalnych w kazdej przestrzeni Lo ((a,b));
e réwnanie rekurencyjne!
Fn+2:Fn+1+Fna TLEN,

ktorego jednym z rozwiagzan jest ciag Fibonacciego.

W Kklasie wszystkich rownan funkcyjnych szczegdlne miejsce zajmuja réwnania rézniczkowe. Nie
wchodzac na razie w szczeg6ly, sa to takie rownania, w ktérych wystepuja pochodne poszukiwane;j
funkcji. Jezeli jest to funkcja jednej zmiennej, to méwimy wowczas o rownaniach rézniczkowych
zwyczajnych, w przeciwnym przypadku o réwnaniach czastkowych.

Roéwnania rézniczkowe odgrywaja bardzo wazng role w matematycznym modelowaniu proceséw
zachodzacych w otaczajacym nas Swiecie. Fakt ten mozna do$é¢ tatwo wyjasnié¢ jezeli uséwiadomimy
sobie, ze matematycznym odpowiednikiem predkosci zmiany w czasie badanej wielkoSci x jest jej
pochodna 2/, a odpowiednikiem szybkos$ci zmiany tej predkosci (czyli przyspieszenia) jest druga
pochodna z”.

1 Ogélna postaé rozwiazania tego réwnania to

Fn:01<1+\/5) +02(1_\/5> s C1,C2€R.

2 2

Jezeli sposérdéd wszystkich tych rozwiazan wybierzemy to, ktére spelnia warunek Fy = 0, F} = 1, otrzymamy cigg Fi-
bonacciego, ktéry bardzo powszechnie wystepuje w otaczajacym nas $wiecie (np. w muzyce, w literaturze, w botanice,
w architekturze, w anatomii — https://s.agh.edu.pl/a5x02).



1.1. Wybrane zagadnienia prowadzace do réwnan rézniczkowych

1.1. Wybrane zagadnienia prowadzace do réwnan rézniczkowych

1.1.1. Réwnanie ruchu (kinematyka)

Przypusémy, ze badany obiekt porusza si¢ ruchem prostoliniowym jednostajnie przyspieszonym
ze stalym przyspieszeniem a. Réwnanie takiego ruchu mozemy zatem zapisa¢ w postaci

2" (t) = a. (1.1)

Jego rozwiazanie t — x (t) opisujace polozenie obiektu w chwili ¢ zalezne jest od polozenia poczat-
kowego x (0) = sp oraz od predkosci poczatkowej 2’ (0) = vy i, jak latwo sprawdzié¢, wyraza sie

wzorem 9

t
x (t) :so+vot+a§.

1.1.2. Rodzina krzywych (geometria)

Roéwnanie )
te' (t) —xz (t
(! () — e ()" _ 1)
' (t)
opisuje rodzing krzywych, dla ktérych styczna w dowolnym punkcie przecina osie uktadu w punk-
tach, ktérych iloczyn jest staly rowny —a (réwnowaznie: dla ktérych styczna tworzy z osiami uktadu
wsp6lrzednych tréjkaty o stalym polu réwnym |a| /2; zob. rysunek 1.1).
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Rysunek 1.1. Tréjkat wyznaczony przez styczna do krzywej.

1.1.3. Rozwdj populacji (demografia)
Roéwnanie Volterry-Lotki

{ 2’ (t) = (a—by(t)) = (t) (1.3)
Y (t) = (cx(t) —d)y(t) '

w ktérym x oraz y oznaczaja odpowiednio liczbe ofiar oraz drapieznikow, jest matematycznym
modelem zmiennosci liczno$é ich populacji. Wystepujace w réwnaniu (1.3) parametry a,b > 0
interpretujemy jako wspolczynnniki narodzin ofiar oraz ich umierania na skutek drapieznictwa,
a c¢,d > 0 jako wspolczynniki przyrostu liczby drapieznikéw oraz ich umierania. Réwnanie to
mozna interpretowa¢ w nastepujacy sposéb: gdy liczba x ofiar jest niewielka (tj. * < d/c) to



1.2. Podstawowe pojecia

predkos$é zmiany licznosci populacji drapieznikéw 3/ jest ujemna (innymi stowy, liczba drapieznikéw
maleje z powodu niewystarczajacej ilosci pozywienia). Z kolei, jezeli populacja ofiar jest dostatecznie
liczna (tj. > d/c), to populacja drapieznikéw, posiadajac dostateczna iloéé pozywienia, rozwija
sie zwiekszajac swa licznosé. Do analogiocznych wnioskéw mozna doj$¢ analizujac wplyw licznodci
populacji drapieznikéw na liczbe ofiar. Rozwiazanie rownania pokazuje, ze wielkosci populacji ofiar
i drapieznikéw zmieniajg sie w sposob okresowy. Co ciekawe, jezeli populacje ofiar i drapieznikéw
osiagna tzw. stany réwnowagi (z = d/c oraz y = a/b) to licznosci obu populacji pozostana na
stalych poziomach (o ile nie zadzialaja inne czynniki).

1.2. Podstawowe pojecia

Przypu$émy, ze f : (a,b) x G — R", gdzie —00 < a < b < 400 oraz G C R" jest niepustym
zbiorem otwartym. Réwnanie

v = f(tx) (1.4)

nazywamy réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu pierwszego (w postaci normalnej).
Roéwnanie (1.4), ktérego prawa strona nie zalezy w sposéb jawny od zmiennej niezaleznej ¢ (ktéra
w przypadku réwnan rézniczkowych najczesciej jest interpretowana jako czas) nazywamy réwna-
niem autonomicznym; w przeciwnym przypadku nazywamy je réwnanie nieautonomicznym.
Roéwnania (1.1) oraz (1.3) sa przykladami réwnan autonomicznych; réwnanie (1.2) jest przykladem
réwnania nieautonomicznego (zadanego w postaci uwiklane;j).

Po rozpisaniu na wsp6trzedne wielkosci wektorowych wystepujacych w réwnaniu (1.4) przyjmuje
ono posta¢ ukladu réwnan

zy = f1(t,x, ... xp)
x’2 = f2 (t,.%'l,.. . ,a;n)
= fn(t,x1,...,xp)
w ktérym x4, ...,x, oraz fi,..., fn to sktadowe odpowiednio funkcji x oraz f.

Roéwnanie (1.4) jest szczegdlnym przypadkiem réwnania
2™ = flt,x, 2 ..., x(m_l)), (1.5)

ktére nazywamy réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu m (m € N). Réwnanie takie mozna
zawsze sprowadzi¢ do réwnania rzedu pierwszego. Istotnie, wprowadzajac funkcje y1, ..., ym okre-
slone zaleznosciami

Yy =, Y2 = xla ceey Ym = x(mil) (16)

réwnanie (1.5) moze by¢ zapisane jako réwnanie rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu ze wzgledu
T .
nay= (y17"'7ym> , 4.
/
Yy =F(ty)

z funkcja prawej strony postaci
Y2
F(ty) =
Ym
f(t7y17y27 s 7ym)

Z tego powodu dalsze rozwazania teoretyczne ograniczymy do réwnan postaci (1.4).



1.2. Podstawowe pojecia

1.2.1. Rozwigzanie réwnania rézniczkowego
Niech A C (a, b) bedzie niepustym przedzialem otwartym (ograniczonym lub nieograniczonym).

Definicja 1.1 (rozwigzanie réwnania rézniczkowego). Funkcje x : A — R"™ nazywamy roz-
wigzaniem réwnania (1.4), jezeli

(a) z jest funkcjq rézniczkowalng na przedziale /A
(b) dla kazdego t € A\ zachodzi x (t) € G;
(c) dla kazdego t € A\ zachodzi réwnos$é: ' (t) = f (t,z (t)).

Z powyzszej definicji wynika, ze jezeli u jest rozwiazaniem réwnania (1.4) na przedziale A,
a Ny C /A jest podprzedzialem niepustym, to restrykcja rozwigzania x do przedzialu Ag, tj.
T|p, Jest rozwigzaniem réwnania (1.4) na przedziale /\g. Rozwiazanie u nazywamy rozwigzaniem
wysyconym, jezeli nie istnieje rozwiazanie, ktérego jest ono restrykcja wlasciwa (innymi stowy,
przedzial na ktérym rozwiazanie jest okreslone nie moze byé powiekszony). Mozna wykazaé, ze
kazde rozwiazanie wysycone jest okreslone na przedziale otwartym (kazde rozwiazanie okreslone na
przedziale domknietym moze by¢ rozszerzone do rozwigzania okreslonego na przedziale otwartym;
wynikanie w druga strong nie jest prawdziwe) oraz kazde rozwiazanie moze zostaé przediuzone do
rozwiazania wysyconego. Rozwiazanie okre§lone na calym przedziale okre$lonosci réwnania (1.4)
nazywamy rozwigzaniem globalnym.

Przyktad 1.1. Rozwaimy rownanie rozniczkowe
¥ +x=—cost—4sint +t. (1.7)

Jak latwo sprawdzié, kazda z funkcji

3 )
:c(t):ce_t+t—1+§cost—§sint, dla c e R (1.8)

jest jego rozwigzaniem.

Rysunek 1.2. Wykresy rozwiazan (1.8) dla wybranych wartosci ¢ € {-5,...,5}.
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1.3. Istnienie i jednoznacznos$é rozwigzania

Rozwiazanie réwnania rézniczkowego, o ile w ogdle istnieje, zwykle nie bedzie wyznaczone jed-
noznacznie. Aby zagwarantowaé jedyno$¢, musimy na rozwiagzanie narzuci¢ dodatkowy warunek.
Ustalmy punkt (¢o,2z0) € (a,b) X G. Réwnanie rézniczkowe zwyczajne (1.4) z tzw. warunkiem

poczatkowym x (tg) = xo, tj.

x (to) = zo
nazywamy problemem (poczatkowym) Cauchy’ego. W przypadku réwnan rézniczkowych zwy-
czajnych rzedu m > 2, warunek poczatkowy przyjmuje postaé (zob. (1.6))
T (to) = XZo, .%'/ (to) =T1y..-, x(m_l) (to) = Tm—1,
gdzie xg, ..., Tm—1 € R" sa zadane.
Ponizszy przyktad pokazuje, ze problem Cauchy’ego moze nie mie¢ rozwiazania.

Przyktad 1.2 (brak rozwigzania problemu Cauchy’ego). Niech f: R x R — R bedzie funk-

cjq postaci
—1 dlat<0, xeR
f@@_{ 1 dlat>0, z€R

oraz rozwazmy problem poczgtkowy Cauchy’ego

{w’Zf(t,fr)

(1.10)

z(0)=0

Niech A = («, B) bedzie dowolnym przedzialem otwartym zawierajgcym 0. Funkcja x bedgca rozwig-
zaniem problemu Cauchy’ego (1.10) musialaby byé rézniczkowalna na przedziale /\, a jej pochodna
musialaby byé postaci

s | —1 dlate (a,0)
ww_{ 1 dlatel0,s)

Na podstawie wlasnosé Darbouz dla pochodnef? wiemy, ze taka funkcja nie istnieje.
Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.1 (Peano o istnieniu rozwigzania problemu Cauchy’ego). Przy przyjetych
oznaczeniach, jezeli funkcja f : (a,b) x G — R™ jest ciggla, to problem Cauchy’ego (1.9) ma
rozwigzanie okreslone na przedziale otwartym A zawierajgcym punkt tg.

Jak pokazuje kolejny przyktad, rozwiazanie o ktérym méwi powyzsze twierdzenie nie musi by¢
jedyne.

Przyktad 1.3. Rozwaimy rownanie rézniczkowe

=2z
z warunkiem poczgtkowym x (0) = 0. Latwo sprawdzié, zZe funkcja x (t) = 0 jest jego rozwigzaniem.
Podobnie, kazda z funkcji postaci

[ (t—a)?® diat>a
x“”_{ 0 dlat<a’

gdzie a = 0 jest ustalonym parametrem, rowniez nalezy do zbioru rozwigzan rozwazanego problemu
Cauchy’ego.

2 Jezeli funkcja f : [a,b] — R jest ciagla i rézniczkowalna na przedziale [a, b], to dla kazdego punktu
c € [f'(a), f' ()] istnieje taki punkt & € [a, b], ze f'(£) = c.



1.3. Istnienie i jednoznaczno$¢ rozwigzania

Twierdzenie 1.1 pokazuje, ze ciaglo$¢ funkcji f definiujacej rownanie rézniczkowe zwyczajne
gwarantuje istnienie rozwigzania problemu Cauchy’ego. Z kolei przyktad 1.3 wskazuje na potrzeba
dodatkowego zalozenie, przy ktérym rozwigzanie takie bedzie jedyne. Warunkiem tym jest tzw.
lokalny warunek Lipschitza.

Definicja 1.2 (warunek Lipschitza). Niech (X, || y), (Y,|-|ly) bedq przestrzeniami unormo-
wanymi. Funkcja f : X — 'Y spelnia (globalny) warunek Lipschitza ze stalg L > 0, jezeli dla
dowolnych x1,x9 € X zachodzi

1S (21) = f (@2)lly < L2y — 22 x -

Definicja 1.3 (lokalny warunek Lipschitza). Przy oznaczeniach z poprzedniej definicji, funk-
cja f spetnia lokalny warunek Lipschitza, jeZeli dla dowolnego xoy € X istnieje jego otoczenie
Uz, C X, na ktorym funkcja f spelnia warunek Lipchitza (ze stalq L, ktora byé moze zalezy od
Uz, )

Rysunek 1.3. Rozwiazanie réwnania (1.7) spelniajace warunek poczatkowy z(0) = 2.

Ponizsze twierdzenie stanowi odpowiedz na pytanie o warunek gwarantujacy istnienie i jedyno$é
rozwiazania (réwniez globalnego) problemu poczatkowego.

Twierdzenie 1.2 (Picarda o jedynoSci rozwigzania problemu Cauchy’ego). Jezeli funk-
cja f: (a,b) x G — R™ jest ciggla oraz spelnia lokalny warunek Lipschitza ze wzgledu na drugq
zmienng, tj. dla dowolnego xog € G istniejq jego otoczenie Uy, C G oraz stata L > 0 dla ktorych

1f (£, 21) = f (&, 22) || < Ll — 22

dla dowolnych (t,x1),(t,z2) € (a,b) x Uy,, to problem poczqtkowy Cauchy’ego (1.9) posiada do-
ktadnie jedno rozwigzanie w pewnym otoczeniu punktu tg.

Ponadto, jezeli funkcja f spetnia globalny warunek Lipschitza ze wzgledu na drugg zmienng, to
rozwigzanie to jest rozwigzaniem globalnym, tj. jest okreslone na calym przedziale (a,b).

Przyktad 1.4. Rozwazmy réownanie z przykladu 1.1 z warunkiem poczgtkowym x (0) = 2, tj.

' +x=—cost—4sint +1
x(0) =2



1.4. Interpretacja geometryczna réwnania =’ = f (¢, x)

Poniewas funkcja f (t,x) = —x —cost —4sint 4t jest ciggla dla wszystkich (t,z) € R? oraz spetnia
warunek Lipschitza ze stalg L = 1 ze wzgledu na zmienng x: dla dowolnych (t,z1), (t,z2) € R?
mamy

|f (t, 1) — f (L, 22)| = |21 — 22,

zatem rozwazany problem poczgtkowy posiada dokladnie jedno rozwigzanie i jest ono okreslone na
calej prostej R. Jak latwo sprawdzié, sposréd nieskoriczenie wielu rozwigzan (1.8) réwnania (1.7)
warunek poczgtkowy wybiera to jedno przechodzace przez punkt (0,2) (zob. rysunek 1.3), tj.

3 3 5
x(t):§eft+t—1+§cost—§sint.

Przyktad 1.5. Rozwaimy problem poczgtkowy

T = 12
{ z(0)=1
Funkcja f (t,x) = 22 jest ciggla dla wszystkich (t,z) € R? i spetnia tam lokalny warunek Lipschitza
ze wzgledu na drugg zmienng. Oznacza to, Ze powyzszy problem posiada dokladnie jedno rozwigzanie

okreslone na pewnym przedziale zawierajgcym punkt 0. Latwo sprawdzié, Ze rozwigzaniem tym jest

funkcja
1

Jak widaé, rozwigzanie to nie jest rozwigzaniem globalnym (bo nie jest okreslone na calej prostej R ).
Dzieje sie tak, poniewaz funkcja f nie spetnia zatozen drugiej czesci twierdzenia 1.2, tj. globalnego
warunku Lipschitza wzgledem zmiennej x.

1.4. Interpretacja geometryczna réwnania =’ = f (¢, x)

Przypomnijmy, ze styczna do funkcji t — x (t), r6zniczkowalnej w otoczeniu punktu ¢, to prosta
postaci
t— 2’ (to) (t —to) +x (to) -

Oznacza to, ze w przypadku, gdy f : (a,b) x G — R, gdzie G C R, réwnanie 2’ = f (¢, z) okresla
w punkcie (¢, z (t)) plaszczyzny Oy, warto$é a’ (t) bedaca wspdlezynnikiem kierunkowym stycznej
do rozwiazania (czyli tangensem kata nachylenia tego rozwiazania do osi O¢) w tym punkcie.

Przyktad 1.6. W przypadku réwnania rézniczkowego
¥d=t—z
plaszezyzna R? zawierajaca jego rozwigzania podzielona jest na dwie pélplaszczyzny
O1 = {(t,z) e R* 1z < t}, 0y ={(t,z) eR* 1z > t}.

Na pierwszej z nich zachodzi x' (t) > 0, zatem fragmenty rozwigzan, ktdre sq w niej zawarte sq funk-
cjami rosngeymi. Z kolei na pélplaszczyénie Oy mamy x' (t) < 0, zatem zawarte w niej fragmenty
rozwigzan sq funkcjami malejacymi (zob. rysunek 1.4).

Jezeli f : (a,b) x G — R?, gdzie G C R?, to czytelna geometryczng interpretacje réwnania
2’ = f (t,x) mozemy przedstawié¢ jedynie w przypadku réwnan autonomicznych.

Przyktad 1.7. Rozwaimy rownanie autonomiczne

{ v=-y (1.11)

y =z
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Rysunek 1.4. Pole wektorowe dla réwnania ' =t — z (po lewej) oraz jedno z jego rozwiazan (po prawej).

Pole wektorowe okreslone przez to réwnanie przedstawia rysunek 1.5. Jako proste ¢wiczenie pozo-
stawiam wyjasnienie, dlaczego ma ono wiasnie takqg postaé oraz jakie wnioski na podstawie pola
wektorowego mozemy wyciggaé na temat ksztattu rozwigzan.

Przypomnigmy, Ze w rozwazanym przypadku rozwigzaniami sq funkcje, ktorych wykresy to krzywe
w R3. Latwo sprawdzié, Ze pary

(x(t),y(t)) = (cost,sint), (x (t),y(t)) = (sint,— cost)

sq rozwigzaniami rownania (1.11). OkaZe sie, Ze wszystkie inne rozwigzania sq¢ kombinacjami li-
niowymsi tych dwdch, tj.

)

x(t) = cpcost + cosint
y(t) = ¢y sint — ¢ cost

gdzie c1,co € R. Wykres jednego z takich rozwigzan przedstawiono na rysunku 1.5.
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Rysunek 1.5. Pole wektorowe dla réwnania 2’ = —y, 1y’ = = z zaznaczonym rzutem jednego z jego rozwigzan

na plaszczyzne Oy, (po lewej) oraz przykladowe rozwigzanie (po prawej).



Rozdzial 2

Metody rozwigzywania wybranych typéw réwnan
rézniczkowych zwyczajnych skalarnych rzedu
pierwszego

Rozwiazanie réwnania rézniczkowego (zakladajac oczywiscie, ze takowe istnieje) nie zawsze
moze by¢ wyznaczone w sposob analityczny. W tym rozdziale przedstawimy metody rozwiazywania
wybranych typéw réwnan rézniczkowych skalarnych (tj. takich, ktérych rozwiazanie jest funkcja o
wartosciach rzeczywistych).

2.1. Réwnania o zmiennych rozdzielonych

Roéwnanie rézniczkowe, ktore mozna przedstawi¢ w postaci

o' (t)=f(t)g (), (2.1)

gdzie f € C1(R), g € C;(R), a I,J C R to przedzialy, nazywamy réwnaniem rézniczkowym
o zmiennych rozdzielonych.
Dla tych x € J dla ktérych g (x) # 0, réwnanie (2.1) mozemy zapisa¢ w postaci réwnowaznej

— (). 2.2
il (22)
Oznaczajac, przez G = G (z) oraz F' = F' (t) dowolne pierwotne odpowiednio funkcji é = ﬁ oraz
f = f(t), réwnanie przyjmuje postaé
d d
£(GO$) (t) = aF(t),

lub réwnowaznie p
2 G @) = F ()] =0.

Poniewaz jedynymi funkcjami (rézniczkowalnymi na przedziale) o pochodnej réwnej zero sa funkcje
stale, wnioskujemy stad, ze kazde rozwiazanie réwnania (2.2) mozna zapisa¢ w postaci uwiklanej

G(z)—F(t)=c,

12



2.2. Réwnania jednorodne

gdzie ¢ € R jest dowolng stala. Zauwazmy na koniec, ze ostatnia zaleznosé mozemy wyrazi¢ jako

e [t [roa 0

Zauwazmy réwniez, ze dla kazdego o € R spelniajacego warunek g (z9) = 0 funkcja stala x (t) = o
jest rozwiazaniem réwnania (2.1).

Przyktad 2.1 (réwnanie o zmiennych rozdzielonych). Rdéwnanie
r=2z(t+1).

jest przyktadem rownania o zmiennych rozdzielnych. Ma ono sens dla wszystkich wartosci t,x € R.
Poszukujgc jego rozwigzar przechodzimy kolejno przez postaé (2.2) oraz (2.3) i otrzymujemy

/f:/2(t+1)dt,

o ile x # 0. Zauwazmy, Ze funkcja x = 0 jest rozwigzaniem wyjsSciowego rownania. Pozostale roz-
wigzania wyznaczymy obliczajgc odpowiednie catki. Proste rachunki prowadzq do postaci uwiklanej
TOZWIGZANLA

Injz| = (t+1)?+¢, ceR,

ktorg mozna tatwo rozwikiad otrzymujge postac jawng rozwigzania
2
z(t) = Celt+)”, C eR.

Zanotujmy, ze rozwigzania zapisane w ten sposob zawierajg réowniez wyznaczone wezesniej rozwig-
zanie zerowe.

2.2. Réwnania jednorodne

Réwnanie rézniczkowe, ktére mozna przedstawi¢ w postaci

(1) = f <x“)) , (2.0

t

gdzie f € C;(R), nazywamy réwnaniem rézniczkowym jednorodnym.
Wprowadzajac funkcje y zmiennej ¢

y(t)=—> (2.5)

oraz uwzgledniajac zalezno$é 2’ (t) = ty' (t) + y (t), réwnanie (2.4) przyjmuje posta¢ réwnania o
zmiennych rozdzielonych
;o f (y) -y
==
Przedstawiona w poprzednim rozdziale metoda rozwigzywania réwnan o zmiennych rozdzielonych

bedzie dodatkowo wymagala sprawdzenia, czy funkcja x (t) = yot jest rozwiazaniem réwnania (2.4),
gdzie yp € R to dowolne rozwiazanie réwnania f (yo) — yo = 0.

Przyktad 2.2 (réwnanie jednorodne). Rozwazmy réwnanie

tr' =x(Inz —Int).

13



2.3. Réwnania postaci 2’ = f (az + bt + ¢)

Rownanie to ma sens dla dowolnych t,x € Ry i moze byc zapisane jako

, T,
r=—In—,
t t

zatem istotnie jest to réwnanie jednorodne. Dokonujgc podstawienia (2.5) otrzymujemy réwnanie
o zmiennych rozdzielonych

y =Y ny—y

t )

ktore potrafimy juz rozwigzywaé. Rozwigzaniami tego rownania sqg funkcje

y(t) = e,
gdzie ¢ # 0. Stgd, vwzgledniajge wykonane wczesniej podstawienie, otrzymujemy
z(t) =tet, c#£0. (2.6)

Poniewaz jedynym rozwigzaniem réwnania ylny —y = 0 jest y = e, nalezy sprawdzié, czy funkcja
x (t) = et spelnia wyjsciowe réwnanie. Proste rachunki pokazujq, Ze tak wlasnie jest. Warto zavwa-
Zyé, Ze rozwigzanie to réwniez mozna zapisaé w postaci (2.6) przyjmujec ¢ = 0. Podsumowujgc,
rozwigzania rozwazanego réwnania to funkcje postaci

z(t) =teT, ceR.

2.3. Réwnania postaci ' = f (ax + bt + ¢)

Réwnanie
' = f(ax + bt + )

w ktérym a,b,c € R sa znane, mozna tatwo sprowadzi¢ do réwnania o zmiennych rozdzielonych.
W przypadku, gdy a = 0 rozwiazanie réwnania sprowadza sie do wyznaczenia catki z funkcji prawej
strony (ktéra w rozwazanym przypadku jest funkcja niezalezna od rozwiazania x).

Dla a # 0 wprowadzamy funkcje pomocnicza y postaci

y(t) = ax (t) + bt + c.
Stad 3 = ax’ + b, a réwnanie wyjSciowe przyjmuje posta¢ réwnania o zmiennych rozdzielonych
y' =af(y)+0.

Przyktad 2.3. Rozwaimy rownanie
= (t+xz).

Podstawiajgc y = t + x mamy kolejno: y' = 1+ 2’ oraz

y':yQ—i—l.

dy
/y2+1:/1dt'

Mamy wiec arctgy = t+c, a uwzgledniajgc zastosowane podstawienie, otrzymujemy postac vwiktang
rozwigzan

Stad, na podstawie (2.3), otrzymujemy

arctg (t +x) =t+c¢, ceR,

ktore po rozwiklaniu przyjmujq postaé
z(t)=tg(t+c)—t, ceR.

Dla dowolnej (ale ustalonej) wartosci ¢ € R rozwigzania te sq dobrze okreslone na przedzialach
postaci (—m/2 —c+ km,w/2 —c+knm), k € Z.

14



2.4. Réwnania liniowe pierwszego rzedu

2.4. Rownania liniowe pierwszego rzedu
Roéwnanie postaci
¥ =at)x+b(t), (2.7)
w ktorym a,b € Cr(R) to zadane funkcje, nazywamy réwnaniem rézniczkowym liniowym

rzedu pierwszego. Jezeli b = 0, tj.
¥=a(t)x (2.8)

to réwnanie (2.7) nazywamy réwnaniem jednorodnym (ozn. RJ); w przeciwnym przypadku na-
zywamy je rownaniem niejednorodnym (ozn. RN).
Niech RON oraz ROJ oznaczaja odpowiednio przestrzen wszystkich rozwiazan réwnania nie-
jednorodnego (2.7) oraz jednorodnego (2.8) t;j.
RON={u:I—-R:u(t)=a(t)ut)+b(t)},
ROJ={u:IT—=R:u (t)=a(t)u(t)}.
Latwo wykazaé, ze zbiér ROJ z naturalnymi dzialaniami dodawania funkcji oraz mnozenia funkcji

przez skalar tworzy podprzestrzen liniowa przestrzeni wszystkich funkeji ciagltych Cr(R). Poniewaz
dla dowolnej ustalonej wartosci tg € I odwzorowanie

o :ROJ >z — z(ty) € R
jest izomorfizmem (tzn. jest liniowa bijekcja), zatem

dimROJ =dimR = 1.
Zbiér RON nie jest podprzestrzenia liniowa, ale jest zwiazany z przestrzenia ROJ bardzo wazna
relacja:

Twierdzenie 2.1. Niech ug € RON bedzie dowolnym rozwigzaniem rownania niejednorodnego
(2.7). Wowczas
RON = ug + ROJ.

Dowaod: Nalezy wykazaé¢ inkluzje dwdch zbioréw
RON C ug + ROJ oraz RON D ug + ROJ.

Aby wykazaé pierwsza z nich, rozwazmy dowolng funkcje v € RON. Latwo sprawdzié, ze woéwczas
u — ug € ROJ. Istotnie,

(u—up)' (t) = v (t) —ug (t) = a(t)u(t) +b(t) — [a(t)uo (t) + b (t)]
=a(t) (u(t) —uo(t)) = a(t) (u—wuo)(t),
a poniewaz
u=ug + (u—up),

zatem wnioskujemy, ze u € ug + ROJ.

Niech teraz u € ug + ROJ. Oznacza to, ze istnieje funkcja & € ROJ dla ktérej u = ug + .
Sprawdzenie, ze tak okreslona funkcja u jest rozwiazaniem réwnania niejednorodnego pozostawiam
jako proste ¢wiczenie. [

Z udowodnionego przed chwila twierdzenia wynika metoda rozwiazywania réwnan liniowych
pierwszego rzedu:

Etap RJ Znajdz ogélna postaé¢ rozwiazan rownania jednorodnego.
Etap RN Znajdz rozwiazanie szczegdlne rownania niejednorodnego.

Suma funkcji wyznaczonych w tych dwéch etapach to postaé¢ ogblna rozwiazan réwnania nie-
jednorodnego.
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2.4. Réwnania liniowe pierwszego rzedu

Rozwigzywanie réwnania jednorodnego RJ

Roéwnanie jednorodne (2.8) jest przykladem prostego réwnania o zmiennych rozdzielonych, ktére
potrafimy rozwiagza¢. Latwo sprawdzié, ze ogdlna postaé jego rozwigzania to

z(t) = Cel oWt O cR, (2.9)
gdzie [ a(t)dt oznacza dowolna pierwotna funkcji a.

Wyznaczanie rozwigzania réwnania niejednorodnego RN

W celu wyznaczenia rozwiazania szczegélnego réwnania niejednorodnego (2.7) wykorzystamy
postaé ogdlna (2.9) rozwiazania réwnania jednorodnego. Najczesciej stosowana przy tej okazji me-
toda uzmienniania stalej polega na potraktowaniu wystepujacej w rozwiazaniu (2.9) stalej C jako
funkcji zmiennej ¢ (tj. C = C (1)) i dobraniu jej w ten sposéb, aby funkcja

(1) = C (t) exp (/a(t)dt)

byla poszukiwanym rozwiazaniem réwnania niejednorodnego. Mamy kolejno

2 (t) = % <C(t)exp </a(t)dt>) =C'(t)exp (/a(t)dt> +C (t)a(t)exp (/a(t)dt),

a uwzgledniajac postaé¢ réwnania, otrzymujemy

C' () exp (/a(t)dt) +C(t)a(t)exp (/a(t)dt) = a(t)C(t)exp </a(t)dt> +h(t).

C' (t)exp (/a (t) dt) =b(t)

C'(t) =b(t)exp <— / a(t) dt> .

Ostatecznie, ogblna postaé rozwiazania réwnania niejednorodnego (2.7) to

x(t)zCexp(/a(t)dt) —|—/<b(t)exp <—/a(t)dt)>dt-exp </a(t)dt>, CeR;

wystepujace tu symbole calki oznaczaja dowolng funkcje pierwotna funkcji podcatkowe;j.

Stad

lub réwnowaznie,

Przyklad 2.4 (réwnanie liniowe niejednorodne). Rozwazmy réwnanie

, 1
r=—x-tgt+——.
cost
RJ W pierwszym etapie, znajdziemy ogolng postaé rozwigzan rownania jednorodnego

I p—

T =—x-tgt.

Zgodnie z (2.9) mamy
x(t):Ce_ftgtdt:C’cost, C eR.
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2.5. Réwnania zupetne

RN Niech teraz C' = C (t). Wowczas

%C (t)cost = C' (t) cost — C (t)sint,

co, po wstawieniu do wyjsciowego rownania, prowadzi do réwnosci

1
C'(t)cost — C (t)sint = —C (t) cost - tgt + ——

cost

z ktorej wynika, Ze

1

C'(t) =
®) cos?t
czyli C (t) = tgt.
Stad, ogdlna postac rozwigzania rownania niejednorodnego to
z (t) = Ccost +sint, C eR.
2.5. Réwnania zupelne

Rozwazmy réwnanie

dy

w ktorym P,Q : D — R to funkcje ciagle okreglone na obszarze jednospéjnym! D C R?. Réwnanie
to mozemy zapisa¢ w postaci réwnowaznej?

P (z,y)dz + Q (x,y)dy = 0.
Jezeli wyrazenie
jest rézniczka zupelna pewnej funkeji U : D — R, tj. dla (x,y) € D
P(z,y) =U, (z,y), Q(z,y)=U,(z,y),

to réwnanie (2.10) nazywamy réwnaniem rézniczkowym zupelnym.
Odpowiedzi na pytania, jak stwierdzi¢ czy réwnanie postaci (2.10) jest réwnaniem zupelnym
oraz jak wyznaczy¢ jego rozwiazania zawarte sa w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie 2.2. Jezeli funkcje P, Q) majg w obszarze jednospdinym D ciggle pochodne czgstkowe
pierwszego rzedu, to rownanie (2.10) jest rownaniem zupelnym wtedy i tylko wtedy, gdy

Py (z,y) = Q, (z,y),  dla (z,y) € D.

Ponadto, jezeli wyrazenie (2.11) jest w obszarze D rézniczkq zupelng funkcji U : D — R, to
rozwigzanie ogolne réwnania (2.10) mozna zapisaé w postaci uwiktanej jako

U(x,y) =c,

gdzie c € R jest dowolng stalq.

L Obszar jednospdjny to taki zbiér otwarty, ktérego dowolne dwa punkty mozna potaczyé krzywa, ktéra jest
w nim zawarta, a kazda zawarta w nim petle mozna w sposob ciagly zdeformowaé do punktu, pozostajac caly czas
w obszarze.

2 Zapis ten nalezy rozumieé formalnie chociaz mozna mu nadaé sensowna interpretacje; wymagatoby to opero-
wania wielkoSciami infinitezymalnymi (nieskoficzenie maltymi).
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2.5. Réwnania zupetne

Przyklad 2.5 (réwnanie zupelne). Rozwazmy réwnanie

|
%y' =t (2.12)

Zbior, w ktorym rownanie to jest dobrze okreslone, jest sumq dwdch obszarow jednospdjnych
{(z,y) eR*:y >0} oraz {(z,y) eR*:y<0}.

Ponizsze rozumowanie mozemy przeprowadzi¢ dla kazdego z tych obszaréw z osobna (ale nie dla ich
sumy, ktora nie spelnia zalozen twierdzenia 2.2).
Rownanie (2.12) moZemy przepisaé w postaci réwnowaznej

1
(+x> d:c—%dy:&
Y Y

z ktorej wynika, Ze

1 x
Pley)=+o omz Qy)=—

Poniewaz 1

1
Pl €r,Y) = — ) le z,Yy)=—
y (@) ) (z,9) 7

zatem réownanie (2.12) jest réwnaniem zupelnym. Wyznaczymy teraz funkcje U, ktorej rézniczkg
zupelng jest wyrazenie P (x,y)dx + Q (x,y) dy. Skoro

1

zatem

2

gdzie ¢ jest dowolng funkcjq (zmiennejy, ktora znika podczas rézniczkowania wzgledem zmiennej x).
Stad

U (z,y) :/P(x,y)dx:/;—i-xdx:;—i—1x2+tp(y), (2.13)

x
Uy (@,y) = =5 +¢' ()
a z rownosci Uy (x,y) = Q (v, y) wynika, Ze
' (y) =0.

Przyjmujac ¢ (y) = 0, na podstawie (2.13), otrzymugjemy

z 1
= — — 2
U (z,y) y+2x

i ostatecznie rozwigzanie ogdolne réwnania (2.12) mozemy zapisaé jako

1
§+§1:2:c, ceR.

Y

18



2.5. Réwnania zupetne

2.5.1. Uzupelnianie ré6wnan niezupelnych — czynnik catkujacy

Roéwnania rézniczkowe w postaci rozniczki zupelnej wystepuja doéé rzadko. Okazuje sie jednak,
ze wiele z réwnan, ktére nie sa zupelne mozna uzupelnié (tj. sprowadzi¢ do réwnania zupelnego)
mnozac je przez stosownie dobrang funkcje — tzw. czynnik caltkujacy.

Wyrazenie

P(z,y)dz + Q (z,y) dy
niebedace rézniczka zupelnag zadnej funkeji, po przemnozeniu przez funkcje p (zakladamy tu, ze
p(z,y) # 0 dla (z,y) € D) przyjmuje postaé

p(x,y) P(x,y)de + pu(z,y) Q (x,y) dy.

Uzyskane w ten sposob rownanie bedzie réwnaniem zupelnym, jezeli czynnik catkujacy p dobie-
rzemy tak, aby

5o ) P o) = 5 i) Q). (214)
Poniewaz 5
o [ (x,y) P (z,y)] = py (x,y) P (z,y) + p(x,y) Py (2,9)

) Q )] = 1 (2,) Q () + 1 (2,) Qi (2,9)

0

zatem warunek (2.14) réwnowazny jest warunkowi

pry - P— gty Q= p- (Q — Py). (2.15)
Wyznaczenie stad czynnika catkujacego moze okazaé si¢ znacznie trudniejsze, niz rozwiazanie wyj-
Sciowego réwnania w inny sposéb (réwnanie (2.15) to réwnanie rézniczkowe czastkowe ze wzgledu
na poszukiwana funkcje p). W pewnych przypadkach metoda czynnika calkujacego jest jednak
bardzo efektywna.
Czynnik catkujacy postaci x — u(x)

Zauwazmy, ze dla czynnika catkujacego x — u(z) réwnanie (2.15) przyjmuje postaé

- (z) - Q(z,y) = p(x) - (Q(x,y) — Py(z,y)).

Stad
f(z)  Pyx.y) — Qylz,y)
plz) Q(z,y)
Wynika stad nastepujacy wniosek: jezeli
Py(z,y) — Q(z,y)
Q(z,y)

to réwnanie niezupelne (2.10) mozemy uzupelnié¢ czynnikiem catkujacym p(z) = exp ( [ (z) da:).

= ¢(x),

Czynnik catkujacy postaci y — u(y)
Dla czynnika catkujacego y — p(y) réwnanie (2.15) przyjmuje postaé

1 (y) - Px,y) = wy) - (Q(z,y) — Py(x,y)).
Stad
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2.5. Réwnania zupetne

Wynika stad nastepujacy wniosek: jezeli

_Pyj(l':y) - Q;;(l',y)
Plx,y)

to rownanie niezupelne (2.10) mozemy uzupeié¢ czynnikiem calkujacym p(y) = exp ([ ¢ (y) dy).

= »(y),

Przyktad 2.6. Rozwazimy réwnanie
(y + 2y?) dz — zdy = 0.
Mamy tu P (z,y) =y + zy? oraz Q (z,y) = —x. Poniewaz
Py (z,y) =142y, Q(z,y)=—1
zatem rozwazane réownanie nie jest zupetne. Poszukamy dla niego czynnika catkujgcego. Skoro

By Qi (y)  —2-2zy 2

P (z,y) Coytayr oy

)

zatem czynnikiem catkujgcym jest funkcja

Faktycznie, po przemnozeniu wyjsciowego rownania przez wyznaczony czynnik catkujgcy otrzymu-
jemy réwnanie zupelne (zob. poprzedni przyklad)

1
(—i—x) dm—%dyzo.
Yy Yy

Czynnik calkujacy postaci (z,y) — p(z £vy)

Zauwazmy, ze dla czynnika catkujacego postaci (z,y) — p(z £+ y) réwnanie (2.15) przyjmuje
postac
£ (x£y) Pla,y) — 1 (x£y) Qz,y) = plx £y) - (Qr(z,y) — Py(,y)).
Stad
fzty)  Pya.y) - Qylz,y)

plety)  Q,y) FP(xy)
Wynika stad nastepujacy wniosek: jezeli
Q(z,y) F P(z,y)

to réwnanie niezupelne (2.10) mozemy uzupelni¢ czynnikiem calkujacym p(t) = exp ([ ¢ (t) dt)
dlat=xz+ty.

= p(z +y),

Przyktad 2.7. Rozwazimy rownanie rézniczkowe

2zy
dx + (x —y)dy = 0.
P (x—y)dy
Mamy P(z,y) = i% oraz Q(x,y) = x — y. Rownanie to nie jest zupelne, ale
2x(z+y) 2wy
P?j(x,y—Q; (7,y)) _ (z+y)? 1 _ 1 = o(z +y)
Qz,y) —Plz,y)  z-y—2 a4ty ’

T+y

20



2.5. Réwnania zupetne

zatem istnieje dla tego rownania czynnik catkujgcy postaci

1 (t) = exp (/cp(t)dt) — exp (/1dt> _—

gdzie t = x +y. Po wymnoZeniu stronami przez u(x +y) = x + y otrzymujemy réwnanie
2zydx + (952 — y2) dy =0,

ktore jest juz rownaniem zupetnym. Dla niego

U(x,y) = /Qxydw =22y + ¢ (y)
oraz
U (z,y) =2* + ¢ (y).

Réwnosé Ug’ (z,y) = 22 — y? zajdzie wtedy i tylko wtedy, gdy ¢’ (y) = —y?. Przyjmujgc na przyktad
© (y) = —y°/3 otrzymujemy ogdlng postaé rozwigzania: 3zy —y* = C, C € R.

Czynnik catkujacy postaci (z,y) — u(zy)

Zauwazmy, ze dla czynnika catkujacego postaci (z,y) — p(xy) réwnanie (2.15) przyjmuje postaé

ap (xy) - P(x,y) — yi' (xy) - Q(x,y) = plzy) - (Qy(z,y) — Py(x,y)).

Stad

plzy)  yQ(z,y) —zP(z,y)
Wynika stad nastepujacy wniosek: jezeli

Py(z,y) — Qu(z,y)
yQ(‘/L‘ay) - .’L’P(ﬂj,y)

= p(zy),

to réwnanie niezupelne (2.10) mozemy uzupelni¢ czynnikiem catkujacym p(t) = exp ( Je(t) dt) ,
dla t = zy.
Czynnik catkujacy postaci (z,y) — u(z/y)

Zauwazmy, ze dla czynnika calkujacego postaci (x,y) — p(x/y) réwnanie (2.15) przyjmuje
postaé

—%u’(:ﬂ/y) - P(z,y) — ;//(m/y) -Q(a,y) = ulz/y) - (Qy(z,y) — Py(z,y)).

Stad
//(:c/y) _ yQ(Pé(I,y) B Q;(IJ,?/))

plafy)  xP(x,y) +yQ(z,y)
Wynika stad nastepujacy wniosek: jezeli

yQ(Pé(l‘, y) - Q;(l', y))
aP(z,y) + yQ(z,y)

= o(z/y),

to réwnanie niezupelne (2.10) mozemy uzupelié czynnikiem catkujacym p(t) = exp ([ ¢ (t)dt),
dlat =z/y.
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Przyktad 2.8. Rozwaimy rownanie rozniczkowe

1 1
<y—>daz+dy=0.
Z Y

Mamy P(z,y) =y — % oraz Q(z,y) = i Poniewaz

y2 (Pé(l',y)-@;: (xay» _Q_ T
P(ey) +9QGy)  x PE)

zatem istnieje dla tego rownania czynnik catkujgcy postaci

1 (1) = exp </<p(t)dt> ~ exp (/1dt> —t

gdzie t = x/y. Po przemnozeniu wyjsciowego réwnania stronami przez p(x/y) = x/y otrzymujemy

réownanie )
<x—> d:c+%dy:0,
Yy Yy

ktore jest juz rownaniem zupetnym. Dla niego

1 1 T
Ux,y:/x—dx:x2—+ Y
(z,y) " 5 " ¢ (y)
oraz

s
U{,(%?J)Z;ﬂ@’(y)-

Réwnosé U, (z,y) = x/y? zajdzie wtedy i tylko wtedy, gdy ¢’ (y) = 0. Przyjmujec na przyktad
¢ (y) = 0 otrzymujemy ogdlng postaé rozwigzania: v* — 2z /y = C, C € R.



Rozdzial 3

Rownania ré6zniczkowe liniowe rzedu n o stalych
wspolczynnikach

W tym rozdziale skupimy sie na metodzie rozwiazywania réwnan rézniczkowych zwyczaj-
nych liniowych stopnia n o stalych wspoétczynnikach, tj. réwnaniach postaci

2™ 4 ap_ 12" 4 a2 4 apr = b (1), (3.1)
gdzie ap—_1,...,a9 € R to znane wspdlczynniki, a b zadana funkcja. Jezeli b (t) = 0, tj.
2™ 4 a1 + 4 a2’ 4 agz =0, (3.2)

to réwnanie (3.1) nazywamy réwnaniem jednorodnym (ozn. RJ); w przeciwnym przypadku
réwnanie (3.1) nazywamy rownaniem niejednorodnym (ozn. RN).

Niech, podobnie jak w poprzednim rozdziale, RON oraz ROJ oznaczaja odpowiednio przestrzen
wszystkich rozwiazan réwnania niejednorodnego (3.1) oraz jednorodnego (3.2) tj.

RON = {u I 5 R:u™ (t) + ay_qu™ Y () + ...+ and (1) + aou (t) = b(t)} ’
ROJ = {u TSR ™ (1) anu™ D (1) .+ aged () + aou (t) = 0} |
Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.1. Niech ug € RON bedzie dowolnym rozwigzaniem réwnania (3.1). Wowczas:

a) RON = uy + ROJ;
b) ROJ jest rzeczywistq przestrzeniq liniowg oraz dim ROJ = n.

Dowdd: Dow6d punktu a) oraz pierwszej czesci punktu b) pozostawiam jako proste ¢wiczenie (zob.
dowéd twierdzenia 2.1 z poprzedniego rozdzialu). Dowdd drugiej czeéci punktu b) pomijam. ]

Z réwnaniem (3.1) mozemy stowarzyszy¢ wielomian
ON) = A"+ an N ad +ag (3.3)

nazywany wielomianem charakterystycznym réwnania (3.1).
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3.1. Rozwigzywanie réwnania jednorodnego

Wprowadzajac funkcje y1 = z, yo = 2/, ..., yn = "1 otrzymujemy warunki

Y=y, Yh=Ys . Yy = —Qn1Yn — .. — a1y2 — apy1 + b(t),

ktore pozwalaja rownanie (3.1) zapisa¢ w postaci uktadu réwnan rézniczkowych zwyczajnych rzedu

pierwszego y' = Ay + B, w ktérym y = (y1, . .. ,yn)T oraz?
0 1 0 o e 0 0
0 0 1 0 :
0 e 0 0 1 0 :
—ap —ap - o —Qp-2 —Ap-1 b(t)

Latwo sprawdzi¢, ze wielomianem charakterystycznym macierzy A jest
A= (=D)" (A" + a1 A"+ ard +ag)

co pokazuje, ze okreslenie tym terminem wielomianu (3.3) jest usprawiedliwione.

Podobnie jak w przypadku réwnan liniowych stopnia pierwszego, rozwiazywanie réwnania (3.1)
przebiega dwuetapowo:

Etap RJ Znajdz ogdlng postaé¢ rozwigzan réwnania jednorodnego.

Etap RN Znajdz rozwiazanie szczegblne rownania niejednorodnego.

Suma funkcji wyznaczonych w tych dwéch etapach to postaé¢ ogdlna rozwiazan réwnania nie-
jednorodnego.
3.1. Rozwigzywanie réwnania jednorodnego

Poniewaz dim ROJ = n, w celu wyznaczenia bazy przestrzeni ROJ wystarczy wskazaé uktad
n liniowo niezaleznych funkcji bedacych rozwigzaniami réwnania jednorodnego RJ.

Twierdzenie 3.2. Uklad n liniowo niezeleznych funkcji stanowigcych baze przestrzeni ROJ two-
rzymy w nastepujgcy sposob:

o jezeli A € R jest pierwiastkiem m-krotnym wielomianu @, to funkcje
t— e, toteM, Lt TN

wchodzq w sklad bazy przestrzeni ROJ;
e jezeli A\ = a+1if oraz A\ = a— i to para nierzeczywistych k-krotnych pierwiastkéw wielomianu
©, to funkcje
t— e cosBt, t—te®cosBt, ..., t—tF e cospt

t—e®tsinBt, t—tesinBt, ..., t—tFlesinpt
wchodzqg w sktad bazy przestrzeni ROJ.

Dowdd: Dowdd twierdzenia polega na uzasadnieniu dwéch prostych faktéw: a) wykazaniu, ze po-
wyzsze funkcje sg rozwiazaniami réwnania jednorodnego; b) wykazaniu, ze funkcje te sg liniowo
niezalezne. [

2 Macierz (3.4) to tzw. macierz stowarzyszona z wielomianem ¢ (ang. companion matrix).
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3.2. Wyznaczanie rozwigzania szczegdlnego réwnania niejednorodnego

Przyktad 3.1. Rozwaimy rownanie
2" — 42" + 42" = 0. (3.5)

Odpowiadajgcy mu wielomian charakterystyczny ¢ (\) = X (A — 2)? posiada dwa pierwiastki: A = 0
o krotnosci k1 = 1 oraz Ao = 2 o krotnosci ke = 2. Zgodnie z twierdzeniem 3.2 pierwiastki te
generujqg nastepujgce funkcje bazowe RJ:

)\1:0M—>U1(t) 1,

Ay =2~ vy (t) =¥, wy(t) =te?.

Wynika sted ogélna postaé rozwigzania réwnania (3.5):
x(t)=c1+ coe?t + cqte?, c1,¢2,c3 € R,
Przyktad 3.2. Rozwazimy réownanie
@ 4 22?) p o =0. (3.6)
Odpowiadajgcy mu wielomian charakterystyczny
P =M +22 2+ 1= (A2 +1)°

postada dwa pierwiastki: Ay = i oraz Ay = —1i, kazdy o krotnosci 2. Zgodnie z twierdzeniem 3.2
pierwiastki te generujg nastepujgoce funkcje bazowe RJ:

A2 = £i~ v (1) = cost, vy (t) =tcost, vs(t) =sint, vy (t) = tsint.
Ogdlna postaé rozwigzania réwnania (3.6) to
x (t) = (c1 + cot) cost + (c3 + cqt) sint, c1,C2,c3,c4 € R.
3.2. Wyznaczanie rozwigzania szczegélnego réwnania niejednorodnego

3.2.1. Metoda przewidywania

Metoda przewidywania polega na poszukiwaniu rozwiazania wg rownania niejednorodnego
w przypadku, gdy funkcja prawej strony b ma szczegblna postaé (jest rozwiazaniem pewnego linio-
wego réwnania rézniczkowego jednorodnego o stalych wspélezynnikach). I tak,

(a) jezeli b € m,, oraz
e )\ = ( nie jest pierwiastkiem ¢, to ug € mp,
e )\ =0 jest pierwiastkiem k—krotnym ¢, to

gdzie P, € m,
(b) jezeli b(t) = e™pyy, (t), gdzie p,, € T, oraz
e )\ = @ nie jest pierwiastkiem ¢, to

ug (t) = e Py, (1),

gdzie P, € m,
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3.2. Wyznaczanie rozwigzania szczegdlnego réwnania niejednorodnego

e )\ = g jest pierwiastkiem k—krotnym ¢, to
ug (t) = the? Py, (1),

gdzie P, € T,
(c) jezeli b(t) = (pm () cos Bt + qu, (t) sin Bt) e, gdzie pp, ¢m € T Oraz
e )\ = =+ if nie jest pierwiastkiem ¢, to

ug (t) = (P, (t) cos Bt 4 Qy, (t) sin Bt) e™,

gdzie Py, Qm € T,
o )\ =« +if jest pierwiastkiem k—krotnym ¢, to

g (t) = t* (P, (t) cos Bt + Qy (t) sin Bt) et

gdzie P, Qm € T,
(d) jezeli b jest suma funkcji z punktéw (a)—(c), to rozwigzania ug poszukujemy w postaci sumy
funkcji wyznaczonych dla kazdego sktadnika funkcji b zgodnie z powyzszym schematem.

Przyktad 3.3. Rozwaimy rownanie
2" — 42" + 42’ =1+t + cost. (3.7)
Etap RJ ogdlna postaé rozwigzania réwnania jednorodnego x'"" — 42" + 42’ = 0 to
x(t)=c1+ coe?t + cate?, c1,c9,c3 € R.
FEtap RN funkcje prawej strony b przedstawmy jako sume dwdch funkcji
b(t)=by(t)+ba(t), gdzie by (t)=1+1t%, by(t) = cost.

Poszukiwane rozwigzanie réwnania niejednorodnego (3.7) bedzie sumq rozwigzar szczegdlnych réw-
nan
n ! / " " /
2" — A2 44’ =14+¢* oraz 2™ — 42" + 42’ = cost.

Do ich rozwigzania zastosujemy metode przewidywania.
Poniewaz by € mo oraz A = 0 jest pierwiastkiem jednokrotnym wielomianu charakterystycznego
©(\) = A\ —2)%, zatem rozwigzania w, poszukamy w postaci

uy (t) =t (a+bt+ct?).

Poniewaz
uf (t) = 3ct® + 20t +a, uf (t) =6ct+2b, u} (t) = 6¢c

zatem, po wstawieniu uy do réwnania, otrzymujemy
6c — 4 (6¢t + 2b) + 4 (3ct® + 2bt +a) = 1 + ¢

skgd wynika uklad warunkow
12¢=1
—24c+8b =0
6c—8b+4a =1

Po prostych obliczeniach otrzymujemy a =5/8, b =1/4, ¢ = 1/12, czyli

5 1, 14
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3.2. Wyznaczanie rozwigzania szczegdlnego réwnania niejednorodnego

W przypadku drugiego réwnania, by (t) = cost, a liczby +i nie sq pierwiastkami wielomianu cha-
rakterystycznego dlatego rozwigzania ug poszukamy w postact

ug (t) = acost + bsint.
Poniewaz
uh (t) = —asint + beost, wuh(t) = —acost —bsint, ub (t)=asint —bcost
zatem, po wstawieniu uo do réwnania, otrzymujemy
asint —bcost — 4 (—acost — bsint) +4 (—asint + bcost) = cost

skad wynika uktad warunkow

—3a+4b=0
4a+3b=1

Po prostych obliczeniach otrzymujemy a = 4/25, b = 3/25, czyli

4 3 .
ug () = 2—5cost+ %smt.

Ostatecznie, ogdlna postaé rozwigzania réwnania (3.7) to

) 1 1 4 3
x(t)=c1+ coe®t + eqte?t + gt + th + Et:)’ + %% cost + %5 sint, c1,c0,c3 € R.
3.2.2. Metoda uzmienniania stalych
Niech w1,...,v, bedzie baza przestrzeni ROJ. Oznacza to, ze rozwiazanie ogélne réwnania

jednorodnego RJ jest postaci
x(t) =crop (t) 4+ ... + cpon (), Cl,...,cn €ER.
Rozwigzania szczegdlnego ug réwnania niejednorodnego (3.1) poszukamy w postaci

up(t) =c1 () v (t) + ...+ cn(t)vn (t),

w ktorej cq, ..., c, to nieznane funkcje spetniajace uktad réwnan
U/l (t) va ) - () i () 0
Al n cO ] (3.8)
N O S OB S O ANCA Q) b(#)
Macierz W (vq (t), ..., v, (t)) tego uktadu to tzw. macierz Wronskiego? (jej wyznacznik to wron-
skian).
Twierdzenie 3.3. Niech v, ..., v, € c&jbl). Jezeli
det W (v1 (to) ..., vn (to)) # 0
dla pewnego to € (a,b), to funkcje v1,...,v, sq liniowo niezalezne.

3 Jozef Hoene-Wronski (ur. 24 sierpnia 1776 w Wolsztynie, zm. 9 sierpnia 1853 w Neuilly-sur-Seine) — polski
matematyk, fizyk, filozof, ekonomista i prawnik. Autor pojecia mesjanizm polski, ktére potem czesto wykorzystywalt
Adam Mickiewicz, co bylo przyczyna sporéw tych dwéch oséb.
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3.2. Wyznaczanie rozwigzania szczegdlnego réwnania niejednorodnego

Dowdd: Rozpiszmy warunek liniowej niezaleznosci funkcji vy, ..., vy,:
an () +...+apu, () =0= a1 =... =a, =0.

Zaltozenia pozwalaja poprzednik implikacji zrézniczkowaé n — 1 razy. Otrzymamy woéwczas uktad
réwnan
aqv1 (B) + ... + apoy (t)

0
av) () + ...+ anpuy, (1) =0

(3.9)

oqvgn_l) t)+...+ ano Y t)=0

Jezeli dla pewnego ty € (a,b) macierz tego uktadu, czyli W (v1 (¢o),...,vn (t0)), jest nieosobliwa,
to jego jedynym rozwigzaniem jest oy = ... = a,, = 0. To oznacza, ze funkcje sg liniowo niezalezne.m

Wracajac do poszukiwania rozwiazania szczegdlnego zauwazmy, ze funkcje vy,...,v, — jako
baza przestrzeni ROJ — sg liniowo niezalezne. Mozna réwniez pokazaé przez bezposredni rachunek
(odwolujac sie do postaci funkcji vy, . .., vy,; zob. twierdzenie 3.2), ze macierz ukladu réwnan (3.8)
jest nieosobliwa, a sam uklad posiada dokladnie jedno rozwiazanie ¢} (t),..., ¢, (t). Po scalkowa-

niu otrzymujemy poszukiwane funkcje ¢ (¢),...,c, (t) oraz ogdlna postaé rozwiazania réwnania
niejednorodnego

x(t)=(c14+c1 (@) v (t)+ ...+ (cn+cn () v (t), Cly...,cn €ER.

Przyktad 3.4. Rozwazimy réownanie

2t
" / €

T T Iqet

Etap RJ Wielomian charakterystyczny rozwazanego réwnania o (A) = A2 — X = A(A — 1) posiada
dwa prerwiastki: A\ = 0 oraz A2 = 1. Zgodnie z twierdzeniem 3.2 pierwiastki te generujg nastepujgce
funkcje bazowe RJ:

)\1:0wvl(t):1, )\2:1'\"‘?1}2(t):€t.

Wynika stad ogélna postaé rozwigzania réwnania (3.5):
x(t)=c1+ coet, c1,c9 € R,
FEtap RN Rozwigzania ug réwnania niejednorodnego poszukamy w postaci
ug (t) = e1 (t) +ca (t) €.

Uklad réwnan (3.8) przyjmuje postaé

, , o2t
o (t) e = T
Stad
¢ ) o2t ) ot
t) = ——— t) =
Cl() 1+6t7 2() 1+6t
Poniewaz
o2t
cl(t):/—u_etdt:ln(et—l-l)—et+c, ceR
t
cQ(t)z/‘]_j_etdtZID(et_'_l)er’ dGR
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zatem, przyjmujgc na przyklad ¢ = d = 0, otrzymujemy poszukiwane rozwigzanie szczegolne rowna-
nia niejednorodnego

up (t) =In (' +1) —e' +e'In(e' +1).

Ostatecznie, ogdlna postaé rozwigzania réwnania niejednorodnego to
w(t):cl—i—cht—l—ln(et—i—l)—i—etln(et—i-l), c1,c0 € R.

Na zakonczenie rozwazmy przyklad pokazujacy sposéb, w jaki przedstawione w tym rozdziale
metody beda mogly by¢ zastosowane do rozwiazywania uktadu réwnan liniowych rzedu pierwszego.

Przyktad 3.5. Rozwaimy uklad réwnan

(7 o
Z pierwszego rownania otrzymujemy
o' =22+ =
1 dalej, vwzgledniajgc drugie rownanie,
:2x/+3$+4y:2x'+3:1:+4(x’—2:z)
co, rownowaznie mozemy zapisac jako
2" — 62" + 5z = 0. (3.11)

Wielomian charakterystyczny tego réwnania o (\) = A2 — 6\ + 5 posiada dwa pierwiastki: \; = 1
oraz Ao = 5. Zgodnie z twierdzeniem 3.2 pierwiastki te generujg nastepujgce funkcje bazowe

M=1~uv(t)=¢, X=5~ vy(t)=e".
Wynika sted ogélna postaé rozwigzania réwnania (3.11):
z(t) =crel + o€, c1,co € R,

Funkcje y wyznaczymy z pierwszego rownania

y(t) =" (t) — 22 (t) = cre’ + beaedt — 2ciel — 2¢qe5

= —ciet + 36265t, c1,c0 € R.

Ostatecznie, rozwigzania réownania (3.10) mozemy zapisaé w postaci

- R.
< Yy (t) ) < _Clet =+ 3@265t ) C1,C2 S



Rozdzial 4

Uklady réwnan rézniczkowych liniowych pierwszego
rzedu

Uktad réwnan rézniczkowych
() =AMzt +f(1), (4.1)
w ktorym A (t) = (a5 (t)) € R™*™ to macierz, ktorej elementami sg funkcje a;; : (a,b) — R zmiennej
t oraz f : (a,b) — R™ jest zadana funkcja, nazywamy ukladem réwnan rézniczkowych liniowych
rzedu pierwszego. Jezeli f (t) =0, tj.

2 () = A(t) (1), (42)
to uktad réwnan (4.1) nazywamy jednorodnym (ozn. URJ); w przeciwnym przypadku uklad réwnan
(4.1) nazywamy ukladem niejednorodnym (ozn. URN).

Przykltad 4.1. Przykladem ukladu réwnan rézniczkowych (4.1) jest uklad
2y =321 + (1 — t)x9 + cos 2t
xh=2w +teg —t+1

mamy tu

w=(20) a0=(5 1) e=( ),

W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktadaé, ze funkcje t — A (t) oraz t — f(t) sa ciagle.
Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwiazania (zob. twierdzenie 1.2) zagwarantuje, ze wow-

czas problem poczatkowy
o' (1) = A(t)x () + f (1)
4.3
{ z (to) = wo (4.3)
bedzie posiadal, dla dowolnego zoy € R”, dokladnie jedno rozwiazanie.
Niech, podobnie jak w poprzednim rozdziale, RON oraz ROJ oznaczaja odpowiednio przestrzen
wszystkich rozwigzan ukladu réwnan niejednorodnego (4.1) oraz jednorodnego (4.2) tj.

RON = {u: (a,b) > R":u/ (t) = A[t)u(t) + f ()},
ROJ = {u: (a,b) > R": o/ (t) = A(t)u(t)}.

Zachodzi nastepujace twierdzenie.
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4.1. Konstrukcja rozwigzania ogdlnego URJ

Twierdzenie 4.1. Niech ug € RON bedzie dowolnym rozwigzaniem réwnania (4.1). Wowczas:

a) RON = ug + ROJ;
b) ROJ jest rzeczywistq przestrzeniq liniowg oraz dim ROJ = n.

Dowdd: Dow6d punktu a) oraz pierwszej czesci punktu b) pozostawiam jako proste é¢wiczenie (zob.
dowéd twierdzenia 2.1 z rozdzialu 2). W celu uzasadnienia drugiej czesci punktu b), ustalmy do-
wolny punkt ty € R" oraz rozwazmy odwzorowanie

L:ROJ >z — x(ty) € R"™.

Latwo wykazaé, ze odwzorowanie L posiada nastepujace wtasnosci:

e [ jest liniowe, tj.
L (azy + Bxz) = aL (z1) + BL (x2)

dla dowolnych a, 5 € R, x1, x5 € ROJ.
e [ jest bijekcja, tj. dla dowolnego xzg € R” istnieje dokladnie jedno rozwigzanie z € ROJ dla
ktérego x (tg) = xo.

To oznacza, ze przestrzenie ROJ oraz R" sa izomorficzne, a w szczegdlnosci
dimROJ = dimR" = n.
Otrzymana rownosé konczy dowdd. ]

Jak tatwo przewidzieé, schemat rozwiazywania uktadéw réwnan rézniczkowych liniowych jest
podobny do schematu rozwigzywania rownan rézniczkowych liniowych rzedu n i przebiega w dwbch
etapach: w pierwszym wyznaczamy ogdélna postaci rozwigzania URJ; nastepnie konstruujemy roz-
wiazanie szczegbélne URN. Suma wyznaczonych w ten sposob funkcji to postaé¢ ogdlna rozwiazan
uktadu réwnan niejednorodnych.

4.1. Konstrukcja rozwigzania ogdlnego URJ

Te czesé rozpoczniemy od krétkiego uzupelnienia dotyczacego funkcji, ktérych argumenty to

macierze.

4.1.1. Uzupelnienie — wybrane wlasnosci funkcji macierzowych

Niech -
f(z)= Z apa”
k=0

bedzie suma szeregu potegowego zbieznego dla x € K, = {x € C : |z| < r}. Niech A € C"*" bedzie
macierzg o wartos$ciach wtasnych Aq,..., A,. Mozna wykazaé, ze jezeli Aq,..., A\, € K., to funkcja

fA) = Z a, A"
k=0

jest dobrze okreslona (zob. twierdzenie 11.8, str. 233 w: Stanistaw Bialas, Macierze. Wybrane
problemy. Wydawnictwa AGH 2006). Stosujac ten fakt do funkcji elementarnej
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4.1. Konstrukcja rozwigzania ogdlnego URJ

przypomnijmy, ze funkcja ta jest sumg szeregu potegowego zbieznego na calej plaszczyznie C,
otrzymujemy naturalne rozszerzenie definicji funkcji wykladniczej obejmujace réwniez macierze:

A _ o A
e — ﬁ
k=0

Korzystajac z twierdzenia o iloczynie szeregdéw potegowych tatwo wykazaé, ze jezeli dwie macierze
A, B € C™" komutuja tj. AB = BA, to

cAB — (BoA _ A+B

Jako proste éwiczenie pozostawiam wykazanie, ze dla dowolnej macierzy kwadratowej A macierz
e jest nieosobliwa* oraz
-1 _
() = e,
Roézniczkowanie oraz calkowanie macierzy

Niech A(t) = (aij (t))?jzl. Jezeli funkcje a;j : (a,b) — R sa rézniczkowalne (catkowalne), to

funkcja t — A (t) réwniez jest rézniczkowalna (catkowalna) oraz

CAW) = A (1) = (dy (1)), oras / A(t)dt:< /a@-j@)dt)”

’ ij=1

Twierdzenie 4.2 (WlasnoS$ci operacji rézniczkowania macierzy). Operacja rézniczkowa-
nia macierzy posiada nastepujgce wiasnosci:

a) funkcja & : A(t) — A’ (t) jest liniowa, tj. dla dowolnych A (t), B (t) € R™™ oraz a, B € R

dA

p B
2 (@A) + BB (1) = a— (t) +B— (1) ;

b) jezeli macierze A (t) € R™ ™, B(t) € R™*P sq rézniczkowalne to macierz A(t) B (t) € R"*P
jest rozniczkowalna oraz

(A@®) B (1) =A(t)B(t)+A(t) B (1)
c) jezeli macierz nieosobliwa A (t) € R™ ™ jest rézniczkowalna to
(AT @) = —A" ) A (1) AL (@) .

Dowdd: Dowéd punktu a) pozostawiam jako proste ¢wiczenie. Niech A (t) B (t) = (cjj (t)). Wowcezas

CZ_] Z azk bk]

czyli funkcje ¢;5, jako sumy funkcji rézniczkowalnych, sg funkcjami rézniczkowalnymi oraz

(i (8) brg (8)) =D (afy, (£) by (£) + e (£) by (1)) =
k=1

t) by (t +Zazk ) bl ()

iMs

I
Ms

B
Il
—

trA(

4 Okaze sie, ze det e zob. zaleznosé (4.8)).
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4.1. Konstrukcja rozwigzania ogdlnego URJ

co konczy dowdd punktu b). Aby udowodnié punkt ¢) zapiszmy
L,=A{t) A ().
Roézniczkujac te rownoséé stronami, korzystajac z punku b) otrzymujemy
Op = A () A7L () + A1) (A7 ()
skad wynika
A(t) (A7H () = -4 () AL (1)
a stad

/

(AT @t) =-AT A @R)AT (1),

Otrzymana réwnosé konczy dowdd. ]

4.1.2. Macierz fundamentalna ukladu réwnan rézniczkowych liniowych

Przypus$émy, ze funkcje wektorowe xy : (a,b) — R™ (dla k = 1,...,n) stanowia baze¢ przestrzeni
ROJ. Oznacza to, ze sa one liniowo niezalezne oraz
o (t)=A)zp(t), dlak=1,...,n. (4.4)
Oznaczmy X (t) = [x1(t),...,zy (t)]. Woéwczas uklad warunkéw (4.4) mozemy zapisaé¢ w postaci
jednego réwnania macierzowego
X' t)=A@#)X (t), dlate (a,b). (4.5)

Definicja 4.1 (macierz fundamentalna). Kazdg macierz nieosobliwg X (t) € R™*™ spelniajgcg
réwnanie (4.5) nazywamy macierza fundamentalna ukladu 2’ (t) = A(t)z (t).

Mozna wykazaé (zob. twierdzenie 6.3, str. 178 w: Andrzej Palczewski, Réwnania rézniczkowe
zwyczajne, WNT Warszawa 1999), ze dla kazdej macierzy X (t) spalniajacej réwnanie (4.5) zachodzi

t

det X (t) = det X (¢o) exp/ tr A (s) ds, (4.6)
to

dla dowolnych tg,t € (a,b). Wyznacznik det X (¢) nazywamy wyznacznikiem Wronskiego uktadu

funkeji x1,...,z,. Z zaleznosci (4.6) wynika, ze jezeli macierz X (t) jest nieosobliwa w pewnym

punkcie ¢y € (a,b), to jest nieosobliwa w calym przedziale (a, b).

Macierz fundamentalng dla URJ potrafimy efektywnie wyznaczaé jedynie w szczegdlnych przy-
padkach. Z definicji macierzy fundamentalnej wynika, ze jej kolumny to baza przestrzeni ROJ,
a to oznacza, ze wyznaczenie macierzy fundamentalnej réwnowazne jest wyznaczeniu rozwigzania
ogblnego URJ.

4.1.3. Rozwigzywanie ukladéw réwnan rézniczkowych liniowych o macierzy stalej
Przypusémy, ze macierz uktadu jest stala, tj.
2 (t) = Az (t). (4.7)

Wykazemy, ze macierz X (t) = e!4 jest macierzg fundamentalng uktadu (4.7).
Zauwazmy, ze

d 4 d [~=thAF\ S d (AR N kthlAR
€ _dt<z ! _Zdt il =2 B
k=0 k=0 k=0

0 tk—lAk oo tkAk

_ _ - A tA
S A
k=1 k=0
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4.1. Konstrukcja rozwigzania ogdlnego URJ

Oznacza to, ze macierz e/ jest, dla dowolnego t € R, rozwiazaniem réwnania (4.5). Stad, na
podstawie zaleznosci (4.6), otrzymujemy dla tg = 0

t
det et = exp/O tr Ads = e! "4 £ 0. (4.8)

Macierz e'4, jako nieosobliwe rozwiazanie réwnania (4.5), jest macierza fundamentalng uktadu
(4.7). Tym samym jej kolumny stanowia baze przestrzeni ROJ dla ukladu (4.7), a ogdlna postaé
rozwigzania ukladu jednorodnego =’ = Az to

z(t) = ee, dlaceR" (4.9)
4.1.4. Wyznaczanie macierzy fundamentalnej exp (tA)

Przypomnijmy, ze kazda macierz kwadratowa jest podobna do swojej macierzy Jordana, tj. dla
A € R™™ istnieje macierz nieosobliwa P € C™*" dla ktorej

A=P-Jy P71,
gdzie J4 € C™*™ jest macierzg Jordana macierzy A. Latwo wowczas wykazaé, ze
et = petlapt,

Istotnie,

k! k! k!
k=1

Lk Ak © Lkp 7k p—1 Lk 1k
S SORAE (S e
k=0 ’ k=0

Macierz fundamentalna dla ukladu o macierzy diagonalizowalnej

Przypu$émy, ze macierz A jest diagonalizowalna, tj. J4 = diag (A1,..., ), gdzie A1, ..., A, to
wartosci wlasne macierzy A. Wéwczas
k
th1 0 i 0 \" o [ B 0
tJa __ . _ - . _
e NS £ or 1 IS I ol E
0 th, | k=0 0 tAn =0\ (t2)
= (1) 0
frrt k! et}q 0
o (tAn)” 0 ethn
0 >
k=0

Na podstawie (4.9) rozwiazanie ogélne ukladu réwnan 2/ = Az to

ettt 0
z(t)=ele=Petap~le=p P~ le, gdzie c € R™ (4.10)
0 etnt
Kolumny macierzy P to wektory witasne vy, ..., v, macierzy A odpowiadajace jej wartosciom wta-
snym Ay, ..., Ay. Stad wynika nastepujace twierdzenie, ktére podaje postaé rozwiazania URJ, ktéra

nie wymaga wyznaczania odwrotnosci macierzy P.

Twierdzenie 4.3 (rozwigzanie URJ o macierzy diagonalizowalnej). Niech v1,...,v, bedq
lintowo niezaleznymi wektorami wlasnymi macierzy A odpowiadajocymi jej wartoSciom wiasnym
AL, ..oy An. Rozwigzanie ogdlne uktadu réwnar rézniczkowych liniowych jednorodnych ¥’ = Ax jest
kombinacjq liniowq rozwiqzan zi, ..., zn, gdzie
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4.1. Konstrukcja rozwigzania ogdlnego URJ

o jezeli \p € R, to
2 (1) = eMly;

o jezeli A, € C jest nierzeczywistq warto$ciq wlasng macierzy A, ktérej odpowiada wektor wiasny
vk, to parze warto$ci wlasnych A, A\, odpowiadajg dwa liniowo niezalezne rozwigzania

21 (t) = Re <e’\ktvk> , 22 (t) = Im (e)‘ktvk) )

Przyktad 4.2. Rozwaimy jednorodny liniowy uklad rownan rézniczkowych rzedu pierwszego

¥=xr—y+z
y=x+y—=z . (4.11)
2 =2r—y
Pary wtasne® dla macierzy uktadu (4.11)
1 -1 1
A= 1 1 -1
-1 0
to
—1 1 1
M =-1, v = 3 i A =1, v = 1 ]; X=2,v3=1| 0
) 1 1
Bazg przestrzeni ROJ sq zatem funkcje
—1 1 1
2 (t)=e! 3 com) =€ | 1], m®)=e2| 0 |,
5 1 1

a rozwigzanie ogolne ukladu (4.11) jest postaci

x (t) —cre b + coel + cze?
y(t) | =c121(t) + caza (t) + c323 (t) = 3cie™t + coel ,
z (t) 5cret + coet + c3e?t

gdzie c1,c2,c3 € R.

Przyktad 4.3. Rozwazimy jednorodny lintowy uklad rownan rézniczkowych rzedu pierwszego

' =3x+2z2
Yy =4y . (4.12)
2 =x+3z
Pary wlasne dla macierzy ukladu (4.12)
3 01
A=10 4 0
1 0 3
to
-1 1 0
)\1:2,’01: 0 N /\2:)\3:4,’02: 0 , U3 = 1
1 1 0

5 Pare {\, v} nazywamy para wlasna macierzy A, jezeli A jest wartoécia wlasng A, a v odpowiadajacym tej
wartosci wlasnej wektorem wlasnym.
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4.1. Konstrukcja rozwigzania ogdlnego URJ

Bazg przestrzeni ROJ sq zatem funkcje

-1 1 0
21 (t) = e* 0 o) =el 0] m@)=eM| 1 |,
1 1 0
a rozwigzanie ogdlne ukladu (4.12) to
x (t) —c1e?t + cpett
y(t) | =crz1(t) +caza (t) + c323 (1) = cgett ,
z (t) c1e?t + coett

gdzie c1,c2,c3 € R.

Przyktad 4.4. Rozwazmy jednorodny lintowy uklad rownan rézniczkowych rzedu pierwszego
/
g 2 —
{ ATy (4.13)

Pary wlasne dla macierzy ukladu (4.13)

to

Poniewaz

d [ 2+1 . 241 2cost —sint + i (cost + 2sint)
it
c < 5 ) = (cost ZSIHt)( 5 ) B ( 5cost + ihsint > N

B 2cost —sint n cost + 2sint
- 5cost 5sint ’

zatem bazq przestrzeni ROJ sq funkcje

3 2+1 2cost —sint
_ it _
zl(t)—Re(e ( 5 >)_< 5cost >’
_ awl 2+1 [ cost+2sint
2 (t) =Im (6 ( 5 o 5sint ’

a rozwigzanie ogdlne ukladu (4.13) jest postaci

z(t) \ [ c1(2cost —sint) + ¢y (cost + 2sint)
( y (¢) > =z (t) +ent) = ( 5cy1 cost + begsint ’

gdzie c1,c9 € R.

Macierz fundamentalna dla uktadu o macierzy niediagonalizowalnej

Rozwazmy teraz przypadek, gdy macierz Jordana macierzy A € R™ "™ nie jest diagonalna.
Poniewaz macierz Jordana J4 jest blokowa macierzg diagonalna

Ja =diag (Ja; kys- - I b ) 5
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4.1. Konstrukcja rozwigzania ogdlnego URJ

gdzie m oznacza liczbe klatek Jordana tworzacych macierz Jy, a klatka Jy, x, € CFixki jest macierza
postaci

Y| 0 0
0o XN 1 .o
Dok =1+ . . 0 | (4.14)
. S
0 0 A
zatem
o 1 tI\ b 0 : exp (tx k) 0
en =3 ¥ _
k=0 0 tIxp Jom 0 exp (tJx,, k)

W celu wyznaczenia bazy ROJ wystarczy poda¢ przepis na wyznaczanie eksponenty macierzy t.J) x,
gdzie Jy . € CF*F jest macierza jak w (4.14).
Niech Jy = M + Ry, gdzie Ry, € R*** to macierz

0 1 0 0
0 0 1
Ry = 0
o
0 0 0

Kolejne potegi macierzy R przesuwaja systematycznie nadprzekatna zawierajaca 1 w kierunku
prawego gérnego wierzchotka (zob. przyklad 4.5), aby dla poteg p > k zwracaé ostatecznie macierz
ZErowa.

Przyktad 4.5. fatwo sprawdzié, Ze

0100 0010 0 0 01
oo > [ 0001 s [0oo0o00 .
0 00O 0 0 0O 00 0O
Stad
exp (tJy 1) = exp (tA] + tRy,) = exp (t\I) exp (tRy) = e exp (tRy) =
0 i k=1 ,; i
oo @Ry) e R
R SR P By
i ostatecznie
1t 220 . L)k - 1)
0 1 ¢ ;
exp (thag) =€ | ¢ £2/2! : (4.15)
: . . 1 t
0 -+ - 0 1
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4.1. Konstrukcja rozwigzania ogdlnego URJ

Na podstawie zaleznosci (4.9) rozwiazanie ogélne ukladu réwnan =’ = Az to

exp (t‘]>\1,]ﬂ) 0
z(t)=edc=Petaple=P P7lc, ceR", (4.16)
O exp (tJArrukm)
gdzie macierze exp (t.Jy, k,) maja postac (4.15), a kolumny macierzy P to wektory gléwne vy, ..., v,

macierzy A wypisane w kolejnoéci zgodnej z zasadami tworzenie macierzy Jordana i odpowiadajacej
jej macierzy przejscia.

Na zakonczenie sformulujemy twierdzenie wynikajace ze wzoru (4.16) i bedace uzupelnieniem
twierdzenia 4.3. Okredla ono postaé¢ wszystkich liniowo niezaleznych rozwigzan uklad ' = Az o
macierzy niediagonalizowalnej.

Twierdzenie 4.4. Niech Jy = diag (Jy, k5., I k) bedzie macierzq Jordana macierzy A €
R™" Wéwczas

(a) kazdej rzeczywistej klatce Jordana Jy i stopnia k odpowiada k liniowo niezaleznych funkcji

2 (t) = Mo

2 (t) = e (U(Q) + tv(1)>

2
23 (t) = e <v(3) +tv® 4 gv(1)>

k-1
2z (1) = M (fu(k) +to D 44 tv(l))

wchodzgeych w sklad bazy przestrzeni ROJ; v 0@ . v®) to wektory gléwne kolejno rzedu
1,2,...,k 5 macierzy A odpowiadajgce parze wlasnej {)\,v(l)}.

(b) kazdej parze nierzeczywistych klatek Jordana Jyj oraz JX,k stopnia k odpowiada 2k liniowo
niezaleznych funkcji

wi, (1) = Rezi (1), wie(t) =Imz;(t), dlai=1,...,k

wchodzgeych w sktad bazy przestrzeni ROJ. Wystepujgce tu funkcje z1, . . ., zp definiujemy jok w
punkcie (a); oM w@ 0 to wektory gléwne kolejno rzedu 1,2, ...,k macierzy A odpowia-
dajgce parze wilasnej {)\, U(l)}.

Przyktad 4.6. Rozwaimy jednorodny liniowy uklad réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego

¥ =3r—y+3z

y=z+y—2z . (4.17)
2 =2z
Macierz uktadu (4.17)
3 -1 3
A= 1 1 -1
0 O 2
6 Tzn. v jest wektorem wlasnym macierzy A oraz (A — X))ot =@ dlai=1,... k— 1.
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4.2. Konstrukcja rozwigzania szczegdlnego URN

ma jedng potréjng wartosé wlasng \ = 2, ktorej odpowiadajq trzy wektory gltowne

4 0 0
oM =1 4 rzedu 1; v = —4 rzedu 2; v® =1 3 rzedu 3.
0 0 1

Zgodnie z twierdzeniem 4.4 baze przestrzeni ROJ stanowiq funkcje

4€2t
21 () = 2o = [ 4e2 | ;
0
4te?
29 (t) = e <v(2) + tv(l)) = | e (—4+4t) |;
0
t2 2t2€2t
23 (t) = e* <U(3) + 0@ + 21)(1)) =| (3—4t+2t%)e* |,
o2t
Stad, rozwigzanie ogdlne ukladu (4.17) to
x (t) 4¢q + deot + 2est?
y(t) | =ciz1 (t) + caza () + 323 (1) = €2 | dey + cp (=4 + 4t) + ¢3 (3—4t+2t%) |,
z (t) 3
gdzie c1,co,c3 € R.
Zauwaimy na koniec, ze
e = PPl = (21 (t) 2(t) z1) )P =
4e2 Ate? 2122t 4 0 o\ '
4e?t e (—4+4t) (3 — 4t + 2t%) e* 4 -4 3
0 0 e 0 0 1
6275 + t62t _t62t 3t62t + 2t262t
= | eX i (4t—4) —fe¥ (4t —4) e (22 — 4t +3) + 3e (4t — 4)
0 0 et

Stad, podstawiajge t =1,

4.2. Konstrukcja rozwigzania szczegdélnego URN

Pokazemy teraz metode konstrukcji rozwiazania szczegdlnego ukladu niejednorodnego oparta na
macierzy fundamentalnej.” Rozwiazanie to w polaczeniu z wyznaczonym weczesniej rozwigzaniem
ogb6lnym uktadu jednorodnego pozwoli otrzymaé ogdlna postaé rozwiazania URN.

4.2.1. Metoda uzmienniania stalych dla URN
Niech X (t) = [z1(t),. ..,z (t)] bedzie macierza fundamentalna ukladu jednorodnego (4.2)
) =A@)z(t).

" Pewna alternatows (bardzo atrakcyjna w wielu przypadkach) dla przedstawionej tu metody rozwiazywania
uktadu réwnan liniowych niejednorodnych jest metoda przedstawiona w przyktadzie 4.8.
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4.2. Konstrukcja rozwigzania szczegdlnego URN

Jego rozwigzanie ogdlne x mozemy zapisaé jako
x(t)=crx1 (t) + ...+ cpzpn (t), dlacy,...,cp €R.
Rozwiazania szczegdlnego ukladu niejednorodnego (4.1)
d () = AR (t)+ ()

poszukamy w postaci
x(t)=c1(t)x1(t)+ ...+ cn(t)x, ().

Oznaczajac C (t) = [e1 (£),...,cn (£)]T, mamy

x(t)=X(t)C(1).
Na podstawie twierdzenia 4.2b) oraz definicji macierzy fundamentalnej otrzymujemy

=X ®CH)+X@)C' (t)=At)XH)C({t)+ X (t)C" (t) = A{t)z(t) + X (t) C' (1) .

To oznacza, ze x jest rozwiazaniem URN wtedy i tylko wtedy, gdy

XHC t)=f(t). (4.18)
Poniewaz macierz X (t) jest nieosobliwa, zatem

C'H=X")f1), (4.19)

a rozwiazanie ogélne ukladu niejednorodnego (4.1) przyjmuje postaé
s(t) = X (1) C+ X (1) / XL f(t)dt, dlaCeR", (4.20)

gdzie | oznacza dowolng funkcje pierwotng funkcji podcatkowej.
Przyktad 4.7. Rozwaimy uklad

¥ =x—y+t?
{y,:_HyH . (4.21)

Pary wlasne macierzy ukladu (4.21), tj.

to

1 -1
A1=0,1)1=<1>; )\2:2,’1)2:(1).
Stad, na podstawie twierdzenia 4.3, ogdlna posta¢ rozwigzania ukladu jednorodnego to
z(t) ) (1 ot [ —1 [ 1 —€*ey
(y(t)>_<1>cl+e 1 )27 Lep+ee, )0
gdzie c1,co € R to dowolne stale.

Wyznaczymy teraz rozwigzanie szczegolne uktady niejednorodnego. Zastosujemy metode uzmien-
niania statych i rozwigzania tego poszukamy w postaci

<§8>—<1>Mﬂ+<§?>mm
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4.3. Rozwigzywanie problemu poczatkowego

funkcje c1, co wyznaczymy z réwnania (4.18), tj.

(1)ao+( 5 Jan=(").

Na podstawie wzoréw Cramera otrzymujemy

‘ 2 2t ' 1 2
2t
dt) = 1_66275:;(2+1), cg(t)zll_;t:—;e”(ﬁ—l).
o i
Stad
c1(t) = étS + %t, co(t) = ée”t (2t +2t — 1)

1 ostatecznie

(20) = (Dar (& )er(Dav( 5 )an-

1 1 1,1
c1—eeg+ 3 — 24 St + =
6 4 4 8

= , c1,c0 € R.
a1+ e*le +1t3+11t2+§t—1
! T T4 T4 s

4.3. Rozwigzywanie problemu poczatkowego

Rozwazmy problem poczatkowy dla jednorodnego réwnania liniowego o macierzy statej, tj.
/
=A
{ () = Az(t) (4.22)
xT (to) = X0

Zgodnie z (4.9), jego rozwiazanie mozemy zapisa¢ w postaci z(t) = et4c. Wystepujacy tu wektor
c € R™ wybieramy w ten sposéb, aby x(tg) = x¢. Poniewaz x(tg) = e'04c, zatem

z(tg) = xg & ¢ = e 04

Z0-
Poszukiwane rozwigzanie problemu (4.22) to zatem
z(t) = et Az,

7 kolei poszukujac rozwiazania problemu poczatkowego dla uktadu niejednorodnego

{ z' (t) = Az (t) + f(t) (4.23)

x (to) = xo ’

z réwnosci (4.19) otrzymujemy

C(t)=C(ty) + /t e f (s)ds.

to
Warunek poczatkowy oznacza, ze xo = x (tg) = e0AC (tg) czyli
C (to) = e_toA{L‘o

i ostatecznie jedyne rozwiazanie x problemu poczatkowego (4.23) to

t
2 (1) = elt=t0)Ag | / =94 () ds. (4.24)

to
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4.3. Rozwigzywanie problemu poczatkowego

Przyktad 4.8. Rozwaimy problem poczgtkowy

o=z —y+t? z(0) ) (0

y=—x4+y+1"~ y©) /) 1)
Znajdziemy jego rozwigzanie metodq, ktora nie wymaga wyznaczania wektorow wilasnych oraz glow-
nych macierzy ukladu jednorodnego (nie korzysta ona z postaci Jordana tej macierzy). Warto dodad,
ze wykorzystana tu metoda jest na tyle ogdlna, zZe moze byc zastosowana do poszukiwania Tozwig-
zania uktadu o wymiarze wiekszym niz dwa.

Z pierwszego rownania, po zrozniczkowaniu i uvwzglednieniu drugie rownania, otrzymujemy
=2 -y +2%t=2"-(—z+y+ ) +2t=2"+r—y—1+2¢
=o' +ao+a —x—t>2—1+2t.
Stad
2 — 2 = —(t—1). (4.25)

Mamy zatem niejednorodne réwnanie liniowe rzedu 2. Poniewaz wielomian charakterystyczny row-

nania jednorodnego
2" =22 =0 (4.26)

to
oA =X —22=X(\—2),

zatem rozwigzanie ogolne réwnania jednorodnego (4.26) ma postaé
x(t)=c1+ coe?t, c1,co € R,

Poniewaz A = 0 jest pierwiastkiem jednokrotnym wielomianu charakterystycznego, zatem rozwigza-
nia szczegdlnego réwnania niejednorodnego (4.25) poszukamy w postaci

zo (t) =t (at® + bt +¢c) .

Proste rachunki (zachecam do ich przeprowadzenia) prowadzq do wyniku

Oznacza to, Ze rozwigzanie ogdlne réownania niejednorodnego (4.25) jest postaci

1 1 1
z(t) = c1 + e + 6t3 — ZtQ + Zt’ c1,c0 € R.

Stad, uwzgledniajgc postaé wyjSciowego ukladu, otrzymujemy

1 1 1 1 1 1
y(t)=—a' (t) +x(t)+t2=— <2ch” + 5752 -5t 4> + ¢ + cpe® + 6t3 — Zt2 +tt t2
1 1 3 1
2t 3 2
= — A Tt S R P
€1 —ce” + 6 + 1 + 1 1
Podsumowugjgc, rozwigzanie rozwazanego uktadu to
1 1 1
T (t) c1 + C2€2t + S g— + —t
- 6 4 4
y (1) 1, 1, 3" 1]

2t 3 2
- + ot S
aTec Tt Ty T Ty
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4.3. Rozwigzywanie problemu poczatkowego

gdzie c1,co € R. Uwzgledniajgc warunek poczgtkowy otrzymujemy do rozwigzania ukiad réwnan

c1+ca=0
c1—c¢ _2
1= =7
) . 5 . . . .
skgd wynika, Ze c; = —cg = 3 i tym samym poszukiwane rozwigzanie problemu poczgtkowego to

z(t)\ _ 1 [ —15e* + 413 — 6t + 6t + 15
y(t) ) 24\ 15e* +483 +6t2+18t+9 )

Przykltad 4.9. Na zakoriczenie tego rozdzialu pokazemy prosty przyklad obliczania macierzy e
bez konieczno$ci wyznaczania jej macierzy Jordana. Metoda ta, bez Zadnych modyfikacji, moze byé
wykorzystana do wyznaczania eksponenty macierzy kwadratowej o dowolnym wymiarze.

Niech
—4 4
A_<9 8).

Jest oczywiste, zZe macierz A nie jest diagonalizowalna. Wiemy réwniez, ze jedyne rozwigzanie
problemu, poczgtkowego
¥ = Az
{ z (0) = o

z(t) = e,

A

to

Pytanie jakie sobie stawiamy jest nastepujece: jak z tego rozwigzania ,wyluskaé” macierz etA?

Majac jq i przyjmujge t = 1 otrzymujemy poszukiwang macierz e”.

Przypomnigmy, ze pomnozenie dowolnej macierzy wymiaru 2 X 2 z prawej strony przez wektory
(1, O)T oraz (0, 1)T zwraca odpowiednio pierwszq oraz drugq kolumne tej macierzy:

<a11 a12><1>_<a11> (an a12><0>_<a12>
= oraz = .

a1 a2 0 a1 az1 a2 1 a22

tA

Poszukiwang macierz e* znajdziemy zatem rozwigzujgc dwa problemy poczgtkowe

= Ax ' = Ax

w-(3) feo-(2)

Uwzgledniajgce postaé macierzy A, uklad réwnarn ¥’ = Az zapiszmy jako

) = —dxy + 4y
xh = —9x1 + 8o

Do jego rozwigzania wykorzystamy metode z poprzedniego przyktadu. Mamy kolejno

x| = —dx| + 4xl, = 42! + 4(—9z1 + 8x3) = —4x| — 3621 + 3219 =
= —4x| — 3621 + 8(2) + 4x1) = 42| — 41y

lub rownowaznie
rf — 4z + 4z, = 0. (4.27)

Wielomian charakterystyczny tego rownania to

A\ =X —dr+4=(\—2)%;
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rozwigzanie ogélne réwnania (4.27) ma wiec postaé
2t 2t
x1 (t) = cre” + cote™, c1,c2 € R.

Stad, uwzgledniajgc pierwsze rownanie rozwazanego uktadu, otrzymugjemy

1 3 1 3
x9 (1) = lel t)+z1(t) =1 56% + co (Z + §t) et
Ostatecznie rozwigzanie ogdlne ukladu ¥’ = Az to
2t 2t
cie”” + caote
w5 1 3\, |, acekR
x9 (1) c1ge +C2(1 + §t>e

Warunek poczgtkowy z (0) = (1,0)" prowadzi do ukladu

0121
3 1 ,
—c1+—-co=0

2 4

61:1
02:—6

‘i - tA 4
pozwala wyznaczyé pierwszq kolumne macierz ', tj.

(ni)=("a )

Podobnie, warunek poczgtkowy x (0) = (0, 1)T prowadzi do ukiadu

01:0
31 :
—c1+ -co =1

ktorego rozwigzanie

ktorego rozwigzanie

definiuje drugq kolumne macierzy et tj.
z1(t) ) 4te?t
ma(t) )\ (1+6t)e? )

A _ (1 — 6t)e? 4te?t
n —9te? (1 + 6t)e?

Stad

1 ostatecznie, dla t =1 otrzymujemy
A —5e?  4e?
—9e2 7€ )

Cwiczenie: Wyznacz eksponente macierzy A z przykladu 4.8 wykorzystujac jej postaé Jordana
oraz wzor (4.15).



Rozdzial 5

Metoda operatorowa rozwigzywania réwnan
réozniczkowych zwyczajnych

Niech f : [0,00) — R bedzie funkcja spelniajaca warunki:

(a) f jest ciagla;
(b) f jest funkcja o wzroscie co najwyzej wykladniczym, tzn. istnieja state M > 0, a > 0, takie
ze dla dowolnego t > 0
£ ()] < Mt (5.1)

Zbioér wszystkich funkcji f spelniajacych powyzsze warunki oznaczamy symbolem O i nazywamy
klasg oryginaléw, elementy klasy oryginaléw O nazywamy oryginatami, liczb¢ oy definiowang
jako infimum po wszystkich stalych « speliajacych warunek (5.1) nazywamy wykladnikiem
wzrostu oryginatu f. Latwo sprawdzié, ze klasa oryginalow O z naturalnymi dzialaniami dodawa-
nia funkcji oraz mnozenia funkcji przez skalar tworzy rzeczywista podprzestrzen liniowa przestrzeni
wszystkich funkcji ciagtych Cp o) (¢wiczenie).

5.1. Transformata Laplace’a

Definicja 5.1 (transformata Laplace’a). Transformata Laplace’a funkcji f € O nazywamy
funkcje s — F (s) zmiennej zespolonej s okreslong wzorem

Fo)=C{t=>fO) = L= [ Flear

dla tych s, dla ktorych powyzisza calka istnieje i jest skoriczona. Operator L : f — L(f) przypo-
rzgdkowujgcy funkcji jej transformate Laplace’a nazywamy transformacja Laplace’a.

W celu zapewnienia zbieznosci calki definiujacej transformate Laplace’a zalozona w punkcie (a)
ciagloéé oryginatu nie jest konieczna. Powodéw przyjecia (wylacznie na potrzeby tego krétkiego
wykladu) takiego zalozenia jest kilka. Pierwszym z nich jest jego prostota; drugim fakt, ze ciaglosé
oryginaléw upraszcza sformutowania i dowody czesci podanych ponizej wlasnoéci transformaty
Laplace’a. Trzecim powodem — chyba najistotniejszym — jest to, ze przedstawiona w tym rozdziale
metoda operatorowa rozwiazywania réwnan rézniczkowych wykorzystujaca transformate Laplace’a
stosowana bedzie wylacznie do réwnan definiowanych przy pomocy funkcji ciaglych. Jak (mam
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5.1. Transformata Laplace’a

nadzieje) pamietamy, to wlasnie ciaglosé funkcji definiujacej réwnanie rézniczkowe zwyczajne jest
warunkiem gwarantujacym istnienie jego rozwigzania.

Zanotujmy rowniez, ze zatozenia dotyczace klasy oryginaléw wykluczaja istnienie transformaty
Laplace’a funkcji, ktére nie sa okreslona na calym przedziale [0, 00). Funkcjami takimi sa na przy-
ktad funkcje elementarne tg, ctg oraz log.

Lemat 5.1. Jezeli f € O, to calka definiujaca transformate Laplace’a L (f) jest zbiezna bezwzgled-
nie w pélplaszczyznie Re(s) > ajy.

Dowod: Mamy

/ f(®) e_Stdt‘ </ £ (t) e‘“\dt:/ !f(t)|e_Re(5)tdt<Mf/ e(as—Re(s)t gy
0 0 0 0

Poniewaz dla Re(s) > ay

_ 1
"~ Re(s) —ay’

() T (af—Re(s))t T
/ elar=Re@)tgy — iy [ elorRe@))tgy — 1y &

zatem transformata Laplace’a jest dobrze okreslona, a catka ktora ja definiuje jest bezwzglednie
zbiezna. u
5.1.1. Wybrane wlasnosci transformaty Laplace’a

Podamy teraz podstawowe wlasnoéci tranformaty Laplace’a.

Stwierdzenie 5.2 (liniowo$¢). Transformacja Laplace’a jest operatorem liniowym, tj. dla dowol-
nych f,g€ O, o, €R
L{af +Bg} = aL{f}+BL{g}.

Dowdd: Poniewaz O jest przestrzenia liniows, zatem af + g € O. Na podstawie stwierdzenia 5.1
wynika stad, ze transformata Laplace’a funkcji af + B¢ istnieje, a teza jest prosta konsekwencja
liniowosci catki. [

Stwierdzenie 5.3 (rézniczkowanie oryginatu). Jezeli funkcja f jest n-krotnie rézniczkowalna

(w punkcie t = 0 rozwazamy pochodne prawostronne) oraz f, f’, ... LM e 0, to
L {f“”}\s =" L{SH,— " (0) = "2 L(0) — . = s f7D(0) — U D(0). (5:2)
Dowdd: Zauwazmy na poczatek, ze dla dowolnego oryginatu g € O oraz dla Re(s) > a4
tEeroo g(t)e st =0. (5.3)

Istotnie, skoro g € O, to istnieje stata M, > 0 dla ktérej
g (£) =] < Myel@sRe()t
Warunek Re(s) > a4 pozwala wnioskowad, ze wraz z t — +00 mamy
0< gt)e™™| < Mge(%*Re(S))t — 0,

co dowodzi (5.3).
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5.1. Transformata Laplace’a

Roéwnosé (5.2) udowodnimy indukcyjnie. Dla n = 1 mamy
) T
L{f'} :/ f/(t) e *tdt = lim () e dt =
§ 0 T—oo 0
T
= lim (f (T)e™*T — £(0) + s/ f(t) 6_Stdt> ,
T—00 0
skad, wykorzystujac wlasnosé (5.3), wynika, ze

cw@L:sAmfunﬂwraﬂm=s£{ﬂu—fm»

Roéwnosé (5.2) dla n =1 jest wiec prawdziwa.

Poniewaz
/
c{rme}] = e{ (1)} =sefrmY], - 10,
zatem, opierajac si¢ na poczynionym domys$lnie zalozeniu indukcyjnym, otrzymujemy
n—1
c{rmt] = ( LASYH Yo <0>> — " (0) =
B k=0

n—1
_ sn+l . /"‘{f}’s o anfkf(k) (O) _ f(n) ([)) —
k=0

n

=" L{fH, =D "R (0),

k=0
co konczy dowdd. n

Stwierdzenie 5.4 (rézniczkowanie obrazu). Jezeli f € O oraz L{f}|, = F (s), to dla dowol-

negon € N
L{t=t"f ()}, = (=1)" F" (s). (5.4)

Dowdd: Na podstawie definicji transformaty Laplace’a oraz cigglosci funkcji podcatkowej wzgledem
zmiennej s, otrzymujemy

OOdTl

sl rf i, = [ roreta= [T o a
dr /00 f (t) e~ Stdt = (_1)71 F(n) (8) .
0

= —1 n _—
(=1)" —=

]

Kolejne wlasnosci transformaty Laplace’a podane zostana bez dowodéw (uzasadnienie wlasno-

Sci 5.5 oraz 5.6 pozostawiam jako ¢wiczenie).
Stwierdzenie 5.5. Jezeli f € O oraz L{f}|, = F (s), to

(a) dla dowolnej stalej a > 0
s

it fanll, =7 (2);

a

(b) dla dowolnej stalej a € R
L{t— eatf(t)}|s =F(s—a).
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5.1. Transformata Laplace’a

Stwierdzenie 5.6 (calkowanie oryginatu). Jezeli f € O oraz L{f}|, = F (s), to

E{t—>/0tf(a:)da:}

Stwierdzenie 5.7 (twierdzenie Borela o splocie). Jezeli f,g € O, L{f}|, = F(s) oraz
L{g}|, =G (s) to

F(s)

S

S

LA{f*g},=F(s)G(s),
gdzie (fxg)(t) = ftf (z) g (t —x)dx to splot funkcji f ig.
0

Stwierdzenie 5.8 (jednoznaczno$é¢ transformaty). Transformacja Laplace’a jest operatorem

réznowartosciowym, tzn. jezeli dwa oryginaly f,g € O majg te samg transformate Laplace’a, to sq
. 8

réowne:

L(f)=L(g)=[=y.
5.1.2. Transformaty Laplace’a wybranych funkcji elementarnych

Wykorzystujac definicje transformaty Laplace’a oraz jej wlasnosci wyznaczymy transformaty
funkcji wyktadniczej, wielomianowej oraz funkcji trygonometrycznych.

Przyklad 5.1. Niech f (t) = €™, gdzie a € R. Dla s € R, s > a mamy

T
00 (9] T e(afs)t 1
/ eate_Stdt:/ et dt = lim et = lim =
0 0

T—oo /g Tooo a—s | s—a
Oznacza to, Ze
1
L {t — eat}‘ = ,
5 s—a
w szczegolnosci
1

Przykltad 5.2. Niech f (t) =t", gdzie n € N. Na podstawie wlasnosci 5.4 otrzymugjemy
L{t— "}, = (=1)" F™ (s),

gdzie
F(s)=s51!

to transformata Laplace’a funkcji h (t) = 1; zob. przyklad 5.1. Poniewaz

|
() (g) = (—1)" —*_
F (8) - ( 1) Sn+1’
zatem ostatecznie otrzymujemy
n!
L{t ="}, = oo

Przyktad 5.3. Wyznaczymy teraz transformaty Laplace’a funkcji sin oraz cos.
Przypomnigmy, zZe

cost + ssint
/e_St sintdt = —e_St—i_i +c, dla c € R.
s24+1

8 Bardzo wazna jest tu (zatozona na potrzeby tego krétkiego wyktadu) ciaglosé oryginaléw f oraz g.
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5.2. Rozwigzywanie probleméw poczatkowych metoda operatorowa

Stad
> t+ssint|' =" 1
L {sin}|, = / e S'sintdt = — lim eiStCOSQﬂ = .
0 T—o0 241 |, s*+1
Z kolet, wykorzystujgc wlasnosé 5.3,
. . . S
LA{cos}|, =L {(sm)'}‘S = s L{sin}|, —sin0 = 2o

5.2. Rozwiagzywanie probleméw poczatkowych metoda operatorowa

Transformata Laplace’a okazuje sie by¢ bardzo wygodnym narzedziem wykorzystywanym do
rozwiazywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych (skalarnych oraz wielowymiarowych) oraz pro-
bleméw poczatkowych. Poszukiwane rozwiazanie musi jednak nalezeé¢ do klasy oryginaléow, w szcze-
g6lnosci musi ono byé okreslone na calym przedziale [0, 00).

Metode operatorowa (tj. oparta na transformacie Laplace’a) rozwiazywania réwnan rézniczko-
wych mozna podzieli¢ na trzy etapy:

Etap 1. Wyznaczamy transformate Laplace’a lewej oraz prawej strony réwnania (transformate
poszukiwanego rozwiazania oznaczamy jako X).

Etap 2. Z otrzymanego réwnania wyznaczamy X .

Etap 3. Znajac postaé¢ obrazu X oraz wykorzystujac jednoznacznosé transformaty wyznaczamy
postaé oryginatu x.

Zastosowanie transformaty Laplace’a do wyznaczania rozwigzan probleméw
poczatkowych

Na zakonczenie przedstawimy kilka przykladéw wykorzystania transformaty Laplace’a podczas
rozwiazywania probleméw poczatkowych.

Przyktad 5.4. Rozwazmy problem poczgtkowy
v —z=te, 2(0)=1.
Niech L{x}|, = X (s). Wowczas
L£{z' - :1;}‘5 = E{x'}‘s — LAz}, Wiasngse 5.3 o x (s)—z(0) =X (s) =sX(s)—1—X(s)

oraz

Wlasnosé 5.4 d t Przyktad 5.1 d 1 1
Lt — tet = —— Lt — = - = )
{ e}‘s ds { e}’s dss—1 (8—1)2
Stad
1
sX(s)—1—X(s)=
(5 ©= o
lub réwnowaznie . )
X (s) = + .
=5 (s —1)°
Poniewaz
1 Praykiad 5.1 1 1 d? 1 Wiasnosé 5.4 1 2
- ek Lt el = = — Lt — %!
s—1 { © }‘5 oraz (3—1)3 2ds? s —1 Prayklad 5.1 2 { ¢ HS
zatem

X (s) = £{t — el + ;tht}

s

Na podstawie jednoznacznosci transformaty wnioskujemy, Ze poszukiwane rozwigzanie to

1
x(t)=e + itht'
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5.2. Rozwigzywanie probleméw poczatkowych metoda operatorowa

Przyktad 5.5. Rozwaimy problem poczgtkowy
2" +z =sint, z(0)=1, 2/ (0) =2.

Niech L{x}|, = X (s). Wowczas

c{a" +a}|, = c{a"y| +L{a}], " R2X (s)—sw (0)—a' (0)+X (5) = (s> + 1) X (s)—s—2

oraz 1
. Przyktad 5.3
L = .
{Sln}|s 82 + 1
Stad
1
2
1) X —8—2=——
(5" +1) X (s) =5 s2+1°
lub rownowaznie 1 49
s
X (s) = + .
Poniewaz
1 = 1 2 = _ii 1 Wiasnosé 5.4 1 L{t— tsint}] Wlasnosé 5.6
(s2+1) 25 (52 4+ 1) 2sds s?2 + 1 2s s
1 t 1
=-L t—>/ xsinadr p| = - L{t - sint —tcost}|,
2 0 s 2
oraz 49 9
S S Przyklad 5.3 . .
s2+1:s2+1+52+1 = L {cos}|, +2 L{sin}|, = L {cos+2sin}|,
zatem

5 1
X (s) = E{t — isint— 2tcost+cost}

S

Na podstawie jednoznacznosci transformaty wnioskujemy, ze poszukiwane rozwigzanie to

5 . 1
x(t) = ismt - 5tcost—|—cost.

Przyktad 5.6. Rozwaimy problem poczgtkowy
¥=z—y—e¢ z(0) =0
Yy =2r+3y+e ’ y(0)=0
Niech L{x}|, = X (s) oraz L{y}|, =Y (s) Wowczas

E{x'}‘s =sX(s)—x(0) =sX(s)

oraz

E{t—mv(t)—y(t)—etHS—X(s)—Y(s)— sil'
Podobnie
LYY, =Y (5)—y(0) = ¥ (5
£t 20 (t) + 3y (£) + '} = 2X () + 3V (s) + Sil.
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5.2. Rozwigzywanie probleméw poczatkowych metoda operatorowa

Otrzymugemy zatem uklad réwnan liniowych ze wzgledu na poszukiwane obrazy X (s) oraz Y (s)

1
s—1

sX (s)=X(s) =Y (s) —

1
sY (s) =2X (s) +3Y (s) + ]
S J—
Jego rozungzanie to
s—2
X = —
(s) s3 —5s24+9s—5
s—3
Y (5) =
(5) s3 —5s24+9s5s—5
Poniewaz
s—2 1 1 s—-2 1 1 Wiasnosé 5.5b
X (S) = - 3 2 = - = 9 -_— - ) =
s3—5s24+9s—5 2(s—1) 2(5—2°+1 2(s—2)°+1 Prayklad 5.3
1, 1 2t 1 2
= L’{t—> 56 }‘8—2 E{t—)e cost}‘s— §£{t—>e sthS
1 1 1
=Lt — —et — e cost — —esint
2" 2 2 ,
zatem 1 1 1
z(t) = iet - §€2t cost — 56% sint.
Podobnie, poniewaz
s—3 s—2 1 s—2 1

Y (s) = = -—= -
(s) §3-552495—-5 s2—45+5 s—-1 (s—2)%41 s—1

= E{t—>e2tcost}‘s— E{t—>et}|s = E{t—> thcost—et}‘s

zatem
y(t) = e* cost — e,

Ostatecznie, rozwigzanie rozwazanego problemu poczgtkowego to

< (1) ) %et — %e% cost — %th sint
y(t) ) e cost — e .

Jak widzimy, metoda operatorowa moze by¢ bardzo skutecznym narzedziem wyznaczania roz-
wigzania problemu poczatkowego. Ze sposobu okreslenia transformaty Laplace’a wynika, ze waru-
nek poczatkowy musi by¢ okreslony w punkcie tg = 0. W przypadku, gdy jest on okreslony w innym

punkcie, w celu rozwiazania zadania metoda operatorowa bardzo czysto wystarczy odpowiednio
przesunaé uklad wspélrzednych. Sytuacje taka ilustruje kolejny, ostani juz, przyktad.

Przyktad 5.7. Rozwaimy problem poczgtkowy
2" — 22 =2e7 ", r(1)=-1, /(1) = 0.
Niech y (t) =z (t + 1), gdzie x to puszkiwane rozwigzanie. Poniewaz
Y () =2y (t) = 2" (t+1) — 22 (t + 1) = 2D
zatem funkcja y jest rozwigzaniem problemu poczgtkowego

y" =2y =2V 4y (0) =1, ¥ (0) = 0.
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Niech teraz L{y}|, =Y (s). Wowczas

Ly =2}, = £{y"H, =2 £{y}], Y () — sy (0) = o (0) = 2(5Y (5) —y (0) =
= (32—2S)Y(8)+S—2

oraz
L {t - 2e_(t+1)} Prayklad 5.1 2¢1 .
s s+1
Stad 1
2 2e”
(=25 Y (5) +s—2=
lub rownowaznie
yg=2_+ 1
es(s+1)(s—2) s
Poniewaz
1 1 1 1
sGAD(-2 3(6+D) (-2 25
zatem
2 1 1 1 1
Y(S):§S+l+§8_2_(el+l)g:

2 _ 1 -
=g Lt o e g £{t o = (e 4 1) £{1

skgd wynika, Ze
2 1
y(t) = gef(tJrl) + ge2t71 —el 1.

Poszukiwane rozwigzanie © ma wiec postac

2 1
z(t)=yt—1)= geft + §€2t73 —e -1



Rozdzial 6

Elementy teorii stabilnosci

Sposéréd wielu wlasnosci rozwiazan réwnan rézniczkowych (takich jak monotonicznosé, okre-
sowos$é czy ograniczono$é), stabilno$é jest jedna z najistotniejszych. Brak stabilnosci rozwiazania
réwnania rézniczkowego, a w konsekwencji brak stabilnosci rzeczywistego procesu modelowanego
przez to réwnanie, moze doprowadzi¢ do utraty kontroli nad przebiegiem procesu i w efekcie na
przyktad do zniszczenia urzadzen pomiarowych.

6.1. Definicje stabilnosci oraz asymptotycznej stabilno$ci rozwigzania

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe
= f(t,z) (6.1)
okreslone przez funkcje ciagla f : (a,00) x G — R™, gdzie G C R™ jest niepustym zbiorem otwartym.
Definicja 6.1 (stabilno$¢ rozwigzania). Rozwigzanie x réwnania (6.1) nazywamy stabilnym

(w sensie Lapunowa), jezeli dla dowolnych ¢ > 0 oraz ty € (a,00) istnieje § = 0 (g,tp) > 0,
dla ktorej

1. wszystkie rozwigzania n réwnania (6.1), w tym rozwigzanie x, spelniajgce warunek

|2 (to) —n (to)|l <6

sq okreslone na przedziale [ty, 00);
2. rozwigzania te spelniajq nierownosé

lz(t) =n @) <e
dla wszystkich t € [tg, 00).

Rozwigzanie, ktore nie jest stabilne nazywamy rozwigzaniem niestabilnym.

Mozna wykazaé,”

ze jezeli rozwiazanie x réwnania (6.1) okreslonego przez funkcje ciagla jest
stabilne dla pewnej chwili poczatkowej tg € (a,00) (tzn. spelnia warunki 1-2 definicji 6.1), to jest

ono stabilne dla dowolnej chwili ¢y € (a,00) (tzn. jest stabilne w sensie defincji 6.1).

9 Patrz B.P. Demidowicz, Matematyczna teoria stabilnosci, WNT Warszawa 1972, str. 79
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6.1. Definicje stabilnosci oraz asymptotycznej stabilnosci rozwigzania

n(to)
z(to) /

Rysunek 6.0. Idea stabilno$ci rozwigzania.

Definicja 6.2 (asymptotyczna stabilno$é rozwigzania). Rozwigzanie x réwnania (6.1) nazy-
wamy asymptotycznie stabilnym (w sensie Lapunowa), jezeli

1. jest ono stabilne (w sensie Lapunowa);
2. dla kazdego ty € (a,o0) istnieje 6 = § (tg) > 0, dla ktorej dla wszystkich rozwigzan n réwnania
(6.1) spelniajacych warunek
@ (to) —n (to)[| <0
zachodzi
lim |z (¢) —n ()] =0.

t—+o00
6.1.1. Punkty réwnowagi
Przypuéémy, ze istnieje punkt z* € G o tej wlasnosci, ze

f(t,z*)=0 dla wszystkich ¢ € (a, 00).

Z postaci réwnania (6.1) wynika, ze wéwczas funkcja stala x (t) = z* jest jego rozwiazaniem.
Punkty z* o tej wlasnosci nazywamy punktami réwnowagi (czasami réwniez stanami réwnowagi,
punktami krytycznymi lub punktami stalymi) réwnania (6.1). Z definicji punktu réwnowagi wynika,
ze jest to taki punkt w ktérym dynamika (zmienno$é) procesu zanika. W przypadku réwnania
autonomicznego

/
a = f ()
wyznaczenie punktéw réwnowagi sprowadza sie do znalezieniu rozwiazan réwnania f (z*) = 0.

Przyktad 6.1 (wyznaczanie punktéw réwnowagi). Wyznaczymy punkty réwnowagi ukladu

{x’:y—m3
y/:_l,_y?)

W tym celu nalezy rozwigzaé uktad réwnan

y—a’=
—a:—y3=0

Zapiszmy uktad w postaci réwnowaznej
y=a’
z+29=0
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6.2. Funkcja Lapunowa

Latwo teraz zauwazyé, ze uklad posiada dokladnie jeden punkt réwnowagi (x*,y*) = (0,0). Stabil-
no$é tego punktu zbadamy w dalszej czesci tego rozdzialu (zob. przyklad 6.3).

6.2. Funkcja Lapunowa

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe
o' = f(z) (6.2)
okreslone przez funkcje ciagla f : G — R", gdzie G C R" jest niepustym zbiorem otwartym oraz
przypusémy, ze z* € G jest jego punktem réwnowagi, tj. f(x*) = 0.
Niech E C G bedzie otoczeniem punktu rownowagi x*.
Definicja 6.3 (funkcja Lapunowa). Funkcje V : E — R spelniajgcqg warunki
o V jest ciggla w E i rézniczkowalna w E \ {x*};
o dla wszystkich x € E: V(z) >0 oraz V(z) =0 & z = 2*;
o dla wszystkich x € E\ {x*} :
grad V(z) o f(z) <0

nazywamy funkcja Lapunowa (dla punktu réwnowagi x* ). Funkcje Lapunowa spelniajgcq warunek
o dla wszystkich v € E\ {z*} :
grad V(z) o f(z) <0

nazywamy mocng funkcjag Lapunowa.
Zauwazmy, ze dla x = x(t) warto$é
grad V(z(t)) o f(z(t))
to pochodna funkcji t — V(z(t)) wzdluz rozwiazania x réwnania (6.2). Faktycznie,

GV @0) = O () + .t () (1) =

dzx,,
= grad V(z(t)) o 2/(t) = grad V (z(t)) o f(z(t)).
Zachodzi nastepujace twierdzenie Lapunowa o stabilnosci, ktére podamy bez dowodu.

Twierdzenie 6.1. Jezeli, przy przyjetych oznaczeniach, dla punktu réwnowagi x* istnieje funkcja
Lapunowa, to punkt ten jest stabilny. Ponadto, jezeli dla punktu réwnowagi istnieje mocna funkcja
Lapunowa, to punkt ten jest asymptotycznie stabilny.

Przyktad 6.2. Rozwazimy ponownie uklad réwnan rozniczkowych

=y —a?
y/ = —p— y3
Zbadamy stabilnosé jego jedynego punktu réwnowagi (x*,y*) = (0,0) (zob. przyklad 6.1). Wykazemy
mianowicie, ze funkcja
V(z,y) = 2> +y?

jest dla miego mocng funkcjg Lapunowa.
W rozwazanym przyktadzie mamy f(z,y) = (y — 23, —x — y>) oraz

grad V(z,y) = (2z, 2y).
Stad dla (z,y) # (0,0) mamy
grad V(z,y) o f(z,y) = 2x(y — 2°) + 2y(—z — y°) = —2(2" + y*)) <0,

zatem funkcja V- jest mocng funkcjg Lapunowa (pozostale warunki definicji 6.3 sq oczywiscie spel-
nione). To oznacza, Ze punkt réwnowagi (x*,y*) = (0,0) jest asymptotycznie stabilny.
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6.3. Stabilnos¢ liniowych uktadéw réwnan rézniczkowych

6.3. Stabilno$¢ liniowych ukladéw réwnan rézniczkowych

Rozwazmy liniowy uktad réwnan rézniczkowych
(1) = Az () +b(t), (6.3)

w ktérym macierz A (t) € R™*" oraz wektor b (t) € R" sg ciagglymi funkcjami zmiennej ¢ € (a, 4+00).

Uktad (6.3) nazywamy uktadem stabilnym (odpowiednio, asymptotycznie stabilnym albo
calkowicie niestabilnym), jezeli wszystkie jego rozwiazania sa rozwiazaniami stabilnymi (asymp-
totycznie stabilnymi, niestabilnymi). Jak sie okazuje, wszystkie rozwiazania ukladu (6.3) sa albo
stabilne, albo asymptotycznie stabilne, albo niestabilne.

Twierdzenie 6.2. Uklad rownan rézniczkowych (6.3) z dowolnym wyrazem wolnym b (t) jest ukla-
dem stabilnym (odpowiednio: asymptotycznie stabilnym, calkowicie niestabilnym) wtedy i tylko
wtedy, gdy rozwigzanie zerowe x (t) = 0 ukladu jednorodnego

2 () = At)z () (6.4)

jest stabilne (asymptotycznie stabilne, niestabilne).

Zainteresowanych dowodem twierdzenia 6.2 odsylam do monografii B.P. Demidowicz, Matema-
tyczna teoria stabilnosci, WNT Warszawa 1972 (twierdzenie 1 str. 89 oraz twierdzenie 3 str. 92).

Warto zanotowaé, ze w przypadku réwnania nieliniowego wnioskowanie o stabilnosci wszystkich
jego rozwigzan na podstawie stabilnosci tylko jednego z nich nie jest mozliwe.

Kolejne twierdzenie charakteryzuje zachowanie sie rozwiazan uktadéw liniowych stabilnych oraz
asymptotycznie stabilnych.

Twierdzenie 6.3. Uklad réwnan rézniczkowych (6.4) jest

1. stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy kazde jego rozwigzanie t — x (t) jest ograniczone na pélprostej
[to, +00), tj. istnieje stala M = M (x) > 0 dla ktdrej
|z @) <M,  dla kazdego t > to;

2. asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy kazde jego rozwigzanie t — x (t) spelnia
warunek:

li t)|| =0.

Jim (1) = 0

6.3.1. Stabilno$¢ liniowych ukladéw réwnan rézniczkowych o macierzy stalej

W przypadku, gdy macierz uktadu (6.4) jest stala, tj.

gdzie A € R™ ™ istnieja proste algebraiczne warunki pozwalajace badaé jego stabilnosé.
Twierdzenie 6.4.

1. Uklad (6.5) jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie warto$ci wlasne macierzy A majg
cze$ci rzeczywiste niedodatnie, tj.

Re) (A) <0  (i=1,...,n)

oraz wartosciom wilasnym o czesciach rzeczywistych rownych zero odpowiadajg jednowymiarowe
klatki Jordana.
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6.3. Stabilnos¢ liniowych uktadéw réwnan rézniczkowych

2. Uklad (6.5) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie wartosci wlasne
macierzy A majg ujemne czeSci rzeczywiste

Re);i(A) <0 (i=1,...,n).

Dowdd: Teza twierdzenia wynika z postaci macierzy fundamentalnej uktadu X (¢) = exp (tA) (zob.
twierdzenia 4.3 oraz 4.4 w rodziale czwartym). ]

Przyktad 6.3. Rozwaimy uklad
¥ =x-2y
y =3z —4y—2

Zbadamy stabilno$é jego punktu réownowagi (z*,y*) = (2,1).
Poniewaz wartosci wlasne macierzy A rozwazanego ukladu, t.j.

1 -2
=(a )
to Ay = —1 oraz Ay = =2, zatem punkt réwnowagi (z*,y*) = (2,1) jest punktem asymptotycznie

stabilnym. Do tego samego wniosku doszlibysmy badajgc stabilno$é rozwigzania zerowego ukiadu
jednorodnego (zob. twierdzenie 6.2)
{ ' =x—2y

Yy =3x — 4y

6.3.2. Efektywne kryteria stabilnosci: twierdzenie Lapunowa, twierdzenie Hurwitza

Wartosci wlasne macierzy potrafimy wyznaczaé¢ jedynie w bardzo szczegdlnych przypadkach.
Biorac to pod uwage, pytanie jakie mozemy sobie postawié jest nastepujace: czy istnieje metoda
badania stabilnosci uktadu niewymagajaca znajomosci ani jego rozwiazan, ani warto$ci wlasnych
macierzy opisujacej uktad? Pozytywne odpowiedzi na to pytanie sa trescia kolejnych dwéch twier-
dzen.

Twierdzenie 6.5 (Lapunow). Uklad (6.5) jest asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje macierz symetryczna dodatnio okreslona P = P, dla ktdrej macierz

ATP+PA=H (6.6)

jest ujemnie okreslona. Ponadto, jezeli istniejg macierz symetryczna P oraz macierz symetryczna
ujemnie okreslona H spelniajace rownanie (6.6), to uklad (6.5) jest asymptotycznie stabilny wtedy
1 tylko wtedy, gdy macierz P jest dodatnio okreslona.

Warto zanotowaé, ze wystepujaca w powyzszym twierdzeniu macierz P pozwala zdefiniowaé
forme kwadratowa V (z) = 2’ Px. Forma ta jest dodatnio okreélona, tj. V(x) > 0 dla wszystkich
x € R" oraz V(z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0. Dodatkowo, liczac pochodna funkcji
t — V(x(t)) na trajektoriach ukladu (6.5) otrzymujemy

d d / /
V(@) = g(w(t))TPx(t) = (a'(t))" Pa(t) + (z(t)" P2'(t) =

= (Az(t)) T Pz(t) + (z(t)) T PAz(t) = z(t)T (AT P + PA)x(t).
Ujemna okreslono$¢ macierzy H oznacza, ze wyznaczona powyzej pochodna jest ujemna dla kazdego

rozwiazania z(t) # 0. Funkcja V jest zatem mocna funkcja Lapunowa dla punktu réwnowagi 2* = 0
uktadu (6.5).

57



6.3. Stabilnos¢ liniowych uktadéw réwnan rézniczkowych

Z twierdzenia 6.5 wynika algorytm badania asymptotycznej stabilnosci uktadu (6.5):

Krok 1. Wybieramy jakkolwiek macierz symetryczna ujemnie okredlong H, np. H = —1,,.

Krok 2. Rozwiazujemy uklad réwnan (6.6) ze wzgledu na nieznana macierz P; jest to uklad row-
nan liniowych. Jezeli okaze sie, ze uklad ten nie posiada rozwiazan (tak sie moze staé jedynie
w przypadku, gdy wsréd wartosci wlasnych macierzy A znajda sie takie dwie, ktérych suma to
zero), to uklad ' = Ax nie jest asymptotycznie stabilny.

Krok 3. Badamy dodatnia okre$lono$é macierzy P wyznaczonej w poprzednim kroku. Poznane na
algebrze liniowej algorytmy badania okreslonosci macierzy symetrycznej (np. oparte na twier-
dzeniu Sylvestera) nie wymagaja znajomosci wartosci wlasnych macierzy P: uklad 2’ = Ax jest
asymptotycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy macierz P jest dodatnio okreslona.

W przypadku, gdy znamy wspolczynniki wielomianu charakterystycznego (przypomnijmy, ze
tak jest na przykitad w przypadku réwnan rézniczkowych skalarnych rzedu n o statych wspélczyn-
nikach rozwazanych w rozdziale 3.; zob. posta¢ macierzy (3.4)), w celu zbadania asymptotycznej
stabilno$ci rozwigzan mozemy wykorzystac¢ kryterium Hurwitza oparte na tzw. macierzy Hurwitza

ap—1 an 0 0 0
An—-3 Qap—2 Gp-—1 anp, 0

Gp—5 Apn—4 ap-3 Gp-—2 0 N

H, = e R"""
14 ap—5 OGpn—4 0
0 0 0 0 aop
stowarzyszonej z wielomianem
©A\) = ap N "+ an A N o adtag=an A=A (A= ).

Zachodzi nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 6.6 (kryterium stabilno$ci Hurwitza). Przypusémy, zZe wspdlczynniki wielo-
mianu ¢ sq dodatnie.'’ Nastepujgce warunki sg réwnowazne:

o wszystkie pierwiastki A1, ..., A\n wielomianu @ majg ujemne cze$ci rzeczywiste;
o wszystkie minory wiodgce macierzy H, sq dodatnie.

Przykltad 6.4. Wyznaczymy te wartosci parametru a € R, dla ktorych wszystkie rozwigzania row-
nania rozniczkowego

2@ 4+ (5 —a)z” + (9 — 4a)z” + (7 — 5a)z’ + (2 — 2a)x =0

sq asymptotycznie stabilne.
Wielomian charakterystyczny rozwazanego réwnania to

e(A) =X+ (5 — a) A’ + (9 — 4a)A2 + (7 — Ba)A + 2 — 2a,

stowarzyszona z nim macierz Hurwitza ma postac

d—a 1 0 0
o— 7—5a 9—4a H—a 1
v 0 2—2a 7—5a 9—4a
0 0 0 2—-2a
10 Fatwo wykazaé (éwiczenie), ze jezeli wszystkie pierwiastki A1, ..., \, wielomianu maja ujemne czesci rzeczy-

wiste to jego wspélczynniki sa tego samego znaku (wszystkie sa dodatnie lub wszystkie ujemne).
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6.4. Klasyfikacja punktéw réwnowagi na ptaszczyznie

Proste obliczenia pokazujg, ze jej kolejne minory wiodgce

o . o 5_(1 1 o 2_ .
A1 =5—a; Ay = 7 _Ba 9_da =4z 24x + 38;
5—a 1 0
Az=|T7—5a 9—4a 5—a |=-18(a—2)*(a—3);

0 2—2a T7-—5a
Ay = (2 —2a)A3 = 36(a — 1)(a — 2)*(a — 3)

sq dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy a < 1. Na podstawie kryterium Hurwitza, dla takich wartosci
parametru a wszystkie rozwigzania rozwazanego rownania rozniczkowego sq asymptotycznie stabilne.

6.4. Klasyfikacja punktéw réwnowagi na plaszczyznie

Na zakonczenie przedstawimy klasyfikacje punktoéw rownowagi uktadu liniowego
' = Az, (6.7)

gdzie A € R?*2, Jak wynika z twierdzenia 6.4, o stabilnoci rozwiazan uktadu (6.7) decyduje loka-
lizacja wartosci wlasnych macierzy A. Przypomnijmy, Ze rozwiazaniem réwnania (6.7) jest funkcja
t — x(t) = (v1(t),22(t)), ktérej wykres to krzywa zawarta w (a,c0) x R2. Po zrzutowaniu roz-
wigzah na plaszczyzne R? otrzymujemy tzw. portret fazowy. Strzatki wskazuja kierunki zmiany
wartosci wspotrzednych x;, xo rozwigzania x wraz z t zmierzajacym do +oco. Proste na portre-
tach fazowych to kierunki wyznaczone przez wektory wtasne macierzy A. Rysunek 6.1 przedstawia
uproszczone ksztalty portretéw fazowych uktadu (6.7) w otoczeniu jego punktu réwnowagi (0, 0).
Przypusémy, ze wartosci wlasne macierz A to A; oraz Ag. Wowcezas

e jezeli A\ = Ay € C, to mamy do czynienia z centrum stabilnym, gdy ReA; = ReXy = 0
(rysunek 6.1(i)), ogniskiem asymptotycznie stabilnym w przypadku ReA; = ReXy < 0
(rysunek 6.1(a)) oraz ogniskiem niestabilnym, gdy Re A\; = Re Ay > 0 (rysunek 6.1(d));

e jezeli A} = A2 € R oraz macierz A posiada dwa wektory wlasne liniowo niezalezne (wéwczas
kazdy niezerowy wektor jest wektorem wlasnym macierzy A), to mamy do czynienia z weztem
gwiazdzistym asymptotycznie stabilnym, gdy Ay = Ay < 0 (rysunek 6.1(b)) oraz niestabilnym,
gdy A1 = A2 > 0 (rysunek 6.1(e));

e jezeli A\ = Ay € R oraz macierz A posiada jeden wektory wlasne liniowo niezalezne, to mamy
do czynienia z weztem zdegenerowanym asymptotycznie stabilnym, gdy A\; = Ay < 0 (rysu-
nek 6.1(c)) oraz niestabilnym, gdy A; = A2 > 0 (rysunek 6.1(f));

e jezeli A1 < Az, to mamy do czynienia z weztem asymptotycznie stabilnym, gdy A1 < Ay < 0
(rysunek 6.1 (g)) oraz niestabilnym, gdy 0 < A1 < Ag;

o jezeli A\ < 0 < Ay, to mamy do czynienia z siodtem niestabilnym (rysunek 6.1(h)).

Przyktad 6.5. Rozwazmy lintowy ukiad rownan réziniczkowych postact

¥ =x-3y
{ V= 3rty (6.8)

Jego jedynym punktem réwnowagi jest punkt (x*,y*) = (0,0). Zbadamy jego stabilnosé. Pary wilasne

macierzy ukiadu
1 -3
(5 7)

M=-2, v1—<}>; Yo =14, v2—<‘11>.

to
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6.5. Linearyzacja
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Rysunek 6.1. (a) ognisko asymptotycznie stabilne, (b) wezet gwiazdzisty asymptotycznie stabilny, (c) wezet zdege-
nerowany asymptotycznie stabilny, (d) ognisko niestabilne, (e) wezel gwiazdzisty niestabilny, (f) wezel zdegenerowany

niestabilny, (g) wezel asymptotycznie stabilny, (h) siodlo niestabilne, (i) centrum stabilne.

Oznacza to, zZe punkt (z*,y*) = (0,0) to niestabilne siodlo. Na rysunku 6.2 przedstawiono portret
fazowy ukladu (6.8)) na ktérym zaznaczono réwniez wektory wlasne vy oraz vs.

6.5. Linearyzacja

Rozwazmy uklad autonomiczny

o' = f(z) (6.9)
zdefiniowany przez funkcje f : G — R”, gdzie G C R™ jest niepustym zbiorem otwartym. Funkcje
f mozemy zapisaé jako zestawienie n funkcji skalarnych f = (f1,..., fn), gdzie f; : G - R (i =

1,...,n). Jezeli f jest funkcja klasy C! w pewnym otoczeniu U« C G punktu z* € G (tj. wszystkie
pochodne czastkowe x — g—x}i () sa ciagle) to funkcje f mozemy zastapié¢, wynikajacym ze wzory
Taylora, jej liniowym przyblizeniem

fx) = f(@%) + Do f (z — 27, (6.10)
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6.5. Linearyzacja
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Rysunek 6.2. Portret fazowy ukladu (6.8) oraz jego wektory wlasne vy (zielony) oraz vy (czerwony).

gdzie Dy« f € R™™ to macierz Jacobiego funkcji f w punkcie z*

afl * afl * afl *
87:101(:6) 87:2(96) Txn(x)
8f2 * an * 8f2 *
Dy« f = 87551(3:) 8752(96) 873”(35)
afn: . 8fn: . 6fn: .
87:101@) 87:2(96) Txn(x)

Jezeli x* jest punktem réwnowagi uktadu (6.9), tj. f (z*) = 0, to liniowy uklad réwnan rézniczko-
wych

' = Dy« f (x — 2%) (6.11)
powstaly przez zastapienie funkcji prawej strony ukladu (6.9) jej liniowym przyblizeniem (6.10)

nazywamy ukltadem zlinearyzowanym (albo linearyzacjq ukladu (6.9)).
Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 6.7. Zalézmy, ze funkcja f jest klasy C' w pewnym otoczeniu punktu réwnowagi =*

uktadu (6.9).

1. Jezeli wszystkie warto$ci wlasne macierzy Dy~ f majg ujemne czesci rzeczywiste, to punkt
rownowagi x* jest asymptotycznie stabilny.

2. Jezeli istnieje wartosé wlasna macierzy Dy« f o dodatniej czeSci rzeczywistej, to punkt rowno-
wagi x* jest niestabilny.

Przyktad 6.6. Rozwaimy nieliniowy ukiad rownan rézniczkowych

{ ¥=x2-x-y)

Y =y(3—2z—y) (6.12)

Zbadamy stabilnos¢ jego punktow rownowagi. Latwo sprawdzié, ze uklad réownan

{ r(2—z—y)=0
y(3—-22—-y)=0
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Rysunek 6.3. Portret fazowy uktadu (6.12) oraz jego punkty réwnowagi (czerwone kropki).

posiada cztery rozwigzania (z7,y7) = (0,0), (25,y5) = (1,1), (23,v3) = (2,0), (z},v1) = (0,3).
Macierz Jacobiego D 4= ) f odpowiadajgca funkcji definiujgcej uktad (6.12), tj

f(z,y) = (22 — 2 — 2y, 3y — 22y — y*),

ma postac

2 — 2z —y* —z*
Da ) f = ( —2y* 3 —2z* — 2" ) '

2 0 -1 -1
Dy )/ = ( 0 3 ) Diayy5)f = ( 9 1 )

-2 =2 -1 0
Dias ) f = ( 0 —1 ) Dy f = ( 6 3 )

Macierze Dx y=yf oraz Dy 5[ posiadaje dodatniq wartos¢ wlasng, zatem punkty réwnowagi
(x7,y7) = (0,0) oraz (z5,vy3) = (1 1) ukladu (6.12) sq niestabilne (punkt (z7,y7) to wezel niesta-
bilny, punkt (x3,y5) to siodlo). Z kolei macierze D (@3 3) yJ oraz Daz 1) [ posiadajq jedynie rzeczy-
wiste ujemne wartosci wlasne, zatem punkty m’wnowagz' (%, y3) = (270) oraz (x},y;) = (0,3) to
asymptotycznie stabilne wezly.
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Dodatek A

Symboliczne rozwigzywanie réwnan rézniczkowych
zwyczajnych z wykorzystaniem jezyka programowania
Python oraz biblioteki SymPy

W jezyku Python,! w celu znalezienia postaci analitycznej rozwigzania réwnania rézniczkowego
zwyczajnego mozemy wykorzystaé biblioteke do obliczen symbolicznych SymPy.?

Obliczenia rozpoczynamy od zaimportowania niezbednych funkcji (w tym tych, ktére wykorzy-
stamy przy tworzeniu wykreséw rozwiazan):

from sympy import *
from sympy.plotting import plot
from sympy.plotting import plot3d_parametric_line

Dodatkowo okreslamy zmienna niezalezna t, zmienng zalezng x = z(t) oraz symboliczne pochodne
2'(t) oraz x”(t):

t symbols (’t’)

P Function(’x’)

dx = Derivative(x(t),t)
dxx = Derivative(x(t),t,t)

Rozwiazywane réwnanie rézniczkowe zapisujemy w postaci F(t,z, 2/, ..., x(")) = 0; w kodzie
odwolujemy sie do niego okreslajac funkcje F' oraz wskazujac zmienng oznaczajaca poszukiwang
funkcje.

! Programowanie w jezyku Python mozna wygodnie prowadzié w dziatajacej w chmurze ustudze Google Cola-
boratory. Ponizej przesytam link do notatnika zawierajacego kody zamieszczone w tym oraz w nastepnym rozdziale:
https://s.agh.edu.pl/0DH1t

2 Wiecej informacji na temat rozwigzywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych (ang. ODE, i.e. Ordinary Dif-
ferential Equations) z wykorzystaniem biblioteki SymPy mozna znalezé na stronie
https://docs.sympy.org/latest/modules/solvers/ode.html
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A.1l. Rozwiagzywanie réwnan skalarnych rzedu pierwszego

A.1. Rozwigzywanie réwnan skalarnych rzedu pierwszego

Przyktad rozwigzywania réwnania liniowego niejednorodnego

Znajdziemy ogolng postaé¢ rozwiazania réwnania z przyktadu 1.1, tj.
2 + 2= —cost—4sint +t.

Mamy

F1 = dx+x(t)+cos(t)+4*sin(t)-t
dsolve (F1, x(t))

Otrzymamy rozwigzanie zapisane w postaci

5et sin(t) n 3et cos(t)
2 2

z(t) = (C1 + te' — —et)e

a po uproszczeniu
simplify (dsolve(F1, x(t)).rhs)

5sin(t) N 3cos(t)

Cre t+t—
1€+ 3 9

Aby sposréd wszystkich rozwiazan rozwazanego rownania wyznaczy¢ to, dla ktérego z(0) = 2
(zob. rysunek 1.3) musimy odpowiednio zmodyfikowaé¢ kod dodajac warunek poczatkowy:

sol=dsolve(F1l, x(t),ics={x(0):’2’3})
simplify(sol.rhs)

5sin(t)  3cos(t) 3e™t
— 1=
t 2 * 2 * 2

Wyznaczmy jeszcze wykres uzyskanego rozwigzania:

wykres = plot(sol.rhs, (t,-2,10), line_color="C0’, show=False,
xlim=[-2,10], ylim=[-2,8], title="",
legend=False, xlabel="t", ylabel="x"

wykres .show ()

&
M~
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A.1l. Rozwiagzywanie réwnan skalarnych rzedu pierwszego

Przyktad rozwigzywania réwnania jednorodnego

Tym razem znajdziemy ogdlna postaé¢ rozwiazan rownania z przyktadu 2.2, tj.
tr' = x(lnz — Int).

Mamy

F2 = t*dx-x(t)*(log(x(t))-log(t))
dsolve (F2, x(t))

z(t) = teCrtHl
Przyktad rozwigzywania ré6wnania zupelnego

Dla réwnania z przyktadu 2.5, tj.

mamy:
F3 = t/(x(t)**x2)*xdx-1/x(t)-t
dsolve (F3, x(t))

2x
=G5

Wykorzystywana biblioteka dobrze radzi sobie réwniez z rozwiazywaniem réwnan niezupeltnych,
ktére mozna sprowadzi¢ do réownania zupelnego metoda czynnika catkujacego. Dla réwnania z
przyktadu 2.6, tj.

(t + xt?)dx — zdt = 0,

ktore przeksztatcimy do dwoch réwnowaznych postaci (w pierwszej poszukujemy funkcji x = x(t),
w drugiej funkcji t = t(z))

(t+axt>)r’ —z =0 oraz t+at’? —azt' =0

mamy odpowiednio

F4 = (t+x(t)*t**x2)*dx-x(t)
dsolve (F4, x(t))

[ﬂj(t) _ \/01t2—|—1—1 :E(t) . —\/Clt2—|—1—1}
t ’ N t

oraz

x=symbols (’x’)
t=Function(’t’)
dt=Derivative (t(x) ,x)

F5 = t(x)+x*t(x)**2-x*dt
dsolve (F5, t(x))

2x
Ho) =G
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A.2. Rozwigzywanie réwnan skalarnych rzedu n > 1

A.2. Rozwigzywanie réwnan skalarnych rzedu n > 1

Przyktad rozwigzywania réwnania liniowego

Znajdziemy ogolna postaé¢ rozwigzania rownania
2 +9r=0
F6 = dxx+9*x(t)
dsolve (F6, x(t))
z(t) = Cy sin(3t) + Co cos(3t)

Sposrod wszystkich tych rozwigzan wyznaczymy to, ktére spelnia warunek poczatkowy

z(n/4) =0, z'(r/4)=3V2.

t0 = pi/4
dsolve (F6, x(t),
ics = {x(t0): 0, x(t).diff(t).subs(t, t0): 3xsqrt(2)})

x(t) = — sin(3t) — cos(3t)

Rozwazmy jeszcze réwnanie niejednorodne rzedu trzeciego (zob. przyklad 3.3):
2" — 42" 4+ 42’ = 1+ ¢* + cost.

Mamy

dxxx = Derivative(x(t),t,t,t)
F7 = dxxx-4*dxx+4*xdx-1-t**2-cos (t)
dsolve (F7,x(t))

3 12 5t 3sin(t) = 4cos(t)
t) = —+ 4= t)e?t
zt) =Cr1+ 5+ g+ 5 H(O+Ct)e™ + ——+ —
A.3. Rozwigzywanie ukladéw réwnan rézniczkowych liniowych rzedu
pierwszego
X, y = symbols("x y", cls=Function)

t = symbols("t")
dx = x(t).diff (t)
dy = y(t).diff (¢)

Przykltad rozwigzywania ukltadu liniowego jednorodnego
Znajdziemy rozwigzania ukladu rownan rézniczkowych z przyktadu 4.3:
¥ =2x—y
Yy =bx — 2y
Mamy

f = Eq(dx, 2*xx(t)-y(t))
g Eq(dy, 5*x(t)-2*xy(t))
dsolve ([f, gl, [x(t), y(t)1)
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z(t) = — <C; — 25@> cos(t) — (2501 + 6512) sin(t), y(t) = —Cysin(t) + Co cos(t)

Sposréd wszystkich tych rozwiazan wyznaczymy to, ktére spelnia warunek (z(0),y(0)) = (1,2)
oraz wyznaczymy jego wykres dla t € [0, 67].

war = {x(0): 1, y(0): 2}
sol=dsolve ([f, gl, [x(t), y(t)], ics=war)
sol

x(t) = cos(t), y(t) =sin(t) + 2cos(t)

from sympy.plotting import plot3d_parametric_line
plot3d_parametric_line(sol [0].rhs, sol[1].rhs, t, (t,0,6*pi))

C::::::::::II::rasilx gg
c:Z:::j#JfJEJ_—- gg
2
0735
—%.230% -
%Tﬁaﬂ 2

Przykltad rozwigzywania ukladu liniowego niejednorodnego

Znajdziemy rozwiazanie niejednorodnego uktadu réwnan rézniczkowych liniowych

o=z —y+t?
y/:*$+y+€t

spelniajace warunek (z(0),y(0)) = (0,1).

f Eq(dx, x(t) - y(t)+t**2)

g = Eqdy, -x(t) + y(t) + exp(t))

dsolve ([f, gl, [x(t), y(t)]1, ics={x(0):0, y(0):1})
32t 7e 1 B2t T 1

= — — — — — — e t_Z )= —4+ — 44— 4 =
z(t) +e ) 6+4+4+8+8



Dodatek B

Symboliczne wyznaczanie transformat Laplace’a
z wykorzystaniem jezyka programowania Python oraz
biblioteki SymPy

W celu wyznaczenia transformaty Laplace’a £ oraz transformaty odwrotnej £~ mozemy po-
nownie wykorzystaé¢ biblioteke do obliczen symbolicznych SymPy.

from sympy import *
t, s = symbols(’t s’)
f = Function("f")

Zdefiniujmy funkcje zwracajace transformate Laplace’a

def L(f):
return laplace_transform(f, t, s, noconds=True)

L(£(t))
L[ FD)](s)

oraz transformate odwrotna

def invL(f):
return inverse_laplace_transform(f, s, t)
invL (f(s))

L [f(9))()

Dla przyktadu, dla funkcji f(t) = sin(2¢) mamy

L(sin(2%*t))

2
s2+4
Z kolei, dla F(s) = QL
s4+4
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Symboliczne wyznaczanie transformat Laplace’a. . .

invL (2/ (s*x*2+4))
sin(2t)6(t)

Jak wida¢ na powyzszym przykladzie, transformata odwrotna do transformaty funkcji ¢ — f(t)
nie jest funkcja t — f(t), ale pewna jej modyfikacja t — f(¢)0(t). Wystepujaca tu funkcja 6 to tzw.
funkcja Heaviside’a

9(75):{ 0 dlat<0

1 dlat>0

Poniewaz transformate Laplace’a zdefiniowaliSmy dla funkcji okreslonych na przedziale [0, 400),
a na nim f(t) = f(¢)6(t), zatem wystepujaca tu funkcja Heaviside’a nie powinna wzbudzaé jakie-
gokolwiek niepokoju :)

Ponizej wyznaczymy transformaty oraz transformaty odwrotne funkcji z wybranych przyktadow
z rozdziatu 5.

Z przyktadu 5.4:
L(t*xexp(t))
_
(s —1)?
invL(1/(s-1)+1/(s-1) *%3)
(2 +2)eto(t)

2
Z przyktadu 5.5:
L(sin(t))
1
s2+1
invL (1/(s**2+1) x*2+(s+2) / (s**2+1))
(—tcos(t) + 5sin(t) + 2 cos(t))6(¢)

2

Z przyktadu 5.6:
-invL ((s-2)/(s**3-5*xs**x24+9%s-5))

(elsin(t) + et cos(t) — 1)el(t)
2

Przy tej okazji warto wspomnieé, ze w przypadku wyznaczania transformaty odwrotnej funkcji
wymiernych mozna znacznie skrécié czas obliczen dokonujac najpierw rozktadu funkeji na utamki
proste, a nastepnie wyznaczajac transformaty odwrotne kolejnych skladnikow. W przypadku
funkcji z przyktadu 5.6 mozna to zrobi¢ w nastepujacy sposob:
(-(8-2)/(s**x3-5*s**2+9*xs-5)) . apart (s)
s—1 1
2(s2—4s+5) 2(s—1)
-invL((s - 1) /(2% (s*%2 - 4xs + 5)))+invL (1/(2x(s - 1)))
(sin(t) + cos(t))e?0(t)  e'(t)
2 + 2
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