Dyfuzja
w stanie stacjonarnym

Witold Kucza



Rozwigzania rown. dyfuzji

Rozwigzan roOwnania lub uktadu rownan rézniczkowych, w
tym réwnania dyfuzji, jest nieskonczenie wiele, sposrod
nich wybieramy tylko te spetniajgce zadane warunki
poczatkowe i brzegowe.

Warunki poczatkowe okreslaja stezenia (temperatury, itp.)
dla chwili = 0.

Dla ukfadu 1-wymiarowego rozciggajacego si¢ od x, do x,
warunki brzegowe okreslajg stezenia (temperatury) lub
strumienie na brzegu ukladu dla x = x,, oraz x = x;,.



Warunki brzegowe (WB)

WB Dirichleta okreslajg wartos¢
funkcji na brzegu uktadu

dlax =x, oraz x = x;,

Przyktadowo: steienia lub
temperatury sq state na brzegach

c(x=x,,t)=c, T(x=x,,t)=1T,

T(x=x,t)=T,

lub
c(x=x,t)=c¢

WB Neumanna okreslajg wartos¢

pochodnej funkcji na brzegu
uktadu

dla x = x, oraz x = x;

Przyktadowo: strumienie przez
brzegi sq zerowe (uktad

zamkniety)
J(x=x,,t)=0
J(x=x,,t)=0

W toku tego wyktadu skroty WBD i WBN bedq sie odnosity do
sformutowanych powyzej warunkow brzegowych




Rozwigzania w stanie stacjonarnym

W stanie stacjonarnym, z definicji, zerujg si¢ pochodne
czasowe: lewe, a zatem, 1 prawe strony rOwnan cigglosci

Dla uktadu tréjwymiarowego: Dla geometrii cylindryczne;j:
dc _,__ 0, 9, @ de___Lor-J)
ot ox Oy Oz ot r or
Dla uktadu jednowymiarowego: Dla geometrii sferycznej:
@:O:—g—J 50_0_ 1 8(r2-J)
ot ox ot r o or



Geometria planarna (SS)

o

oc_og__
ot Ox

X0 X1

Dane: ¢y b Jo D, ¢; b Jy

Szukane: c(x)=?




Geometria planarna (SS)

WD na lewym i prawym brzegu

J (x) = const
ﬂ z I prawa Ficka, dla D = const

stan stacjonarny

c(x):a+b-x )

ﬂ z warunkow brzegowych

Ch X, —C, X ¢, —cC
C( x) __0 "M L0 0
X, —X X, —X
1 0 1 0 C stan poczqtkowy
dyfuzja zachodzi!
¢, —¢C




Geometria planarna (SS)

WN na lewym i prawym brzegu

¢ o

dx ¢
4

J(x):const
JJ' J(xz(xovxl))zO (@)

J(x):O

ﬂ z | prawa Ficka, dla D> 0 stan stacjonarny

¢(x)= const /
ﬂ dla ukt. zamknietego Co

stan poczqtkowy

17
c(x) = jc(x,t =0)dx X P X,

X, —X

0 x
0 7

dyfuzja nie zachodzi!



Geometria planarna (SS)

WD na lewym i WN na prawym brzegu

Yo
X €1
ll
J (x) = const
ﬂ J (x =X, ) =0 @) stan poczgtkowy
J (x) =0
ﬂ z I prawa Ficka, dla D >0
c(x) = const
ﬂ C(x:xo)zco Co
( ) stan stacjonarny
clx)=c,

X, X X,

dyfuzja nie zachodzi! 8



Geometria planarna (SS)

WN na lewym i WD na prawym brzegu

Yy

X
ﬂ stan stacjonarny
J (x) = const

ﬂ J(xzxo)zO
J(x):O
ﬂ z I prawa Ficka, dla D >0

c(x)

stan poczqtkowy

c(x) = const

! c(x=x)=c, Co

c(x) =

dyfuzja nie zachodzi! 9



Uklady wielowarstwowe

Dla warunkow brzegowych Dirichleta, strumien w uktadzie
wielowarstwowym jest staly (niezerowy), podobnie jak
gestos¢ pradu w uktadzie szeregowo potaczonych
opornikow.

Rowniez I prawo Ficka jest analogiczne do prawa Ohma

oc oV J oznacza tutaj
J=—-D— J=0—- strumien tadunku
X ox czyli gestosé prgdu

Zatem metody post¢powania bedq analogiczne!

¢ |Dy| D, (&) Vo




Uklady wielowarstwowe
R, R,

Vo Vi Vs

Znane: R; 1 R, oraz napigcie catkowite (V,-V,), szukane: V,
Poniewaz oporniki sg szeregowo polgczone,

prad w obwodzie jest staly, zatem:

2 V=Vt R (v, 7,)
R, R, +R, R, +R,
Rl RZ
Zasada dziatania potencjometru: S
plynna zmiana R, skutkuje ptynng V A V2
zmiang V', (przy stalym napieciu oraz 0 Vl

oporze catkowitym)
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Uklady wielowarstwowe (SS,WBD)

Xo X1 X2 AN-2 XN-1 XN
Dane: o l)1 l)2 ........................ DN-l DN CN
Szukane: c,=? c,=? Cno=0  Cng=Y
cC —¢C xn B xn—l
J — _Dn n n—l D
xn — 'xn 1 Cn B Cn 1 — n
N
N N Cy — € X, — X
xn B xn—l _
JZ D __Z(Cn_cn 1) nZ:; Dn
n=l1 n n=l1
xn B xn—l
Cy —C D
J=—_ "% _ ;
n=1 Dn n=1 Dn
12

strumien w ukladzie wzor rekurencyjny



Uklad dwuwarstwowy (SS,WBD)

Xo Xp X
Dane: ¢ |Di| D, €
Szukane: c,=?
X, — X,
D
€ =Cy T 1 (Cz_co)
X=Xy X=X
Dl D2
J= DD, (Cz _Co) - = ¢, (xz — x1)+ ¢,D, (x1 _xo)
=

_Dl(xz—x1)+D2(xl—x0) Dl(xz_x1)+Dz(x1_xo)
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Przewodzenie ciepla (SS,WBD)

oT

[ ]
Strumien ciepta J =—A4 8—x ] p) (mWK
[ ]
X0 X1 )
Dane: 1, }“1 A » | Tz
Szukane: J
J = }'112 (TZ o T())
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Przewodzenie ciepla (SS,WBD)

1]
oT
J=2L 40 A, =0.035 [
Ox 1] m-K
]
25cm d
J =— 2112 (]—'2 B TE))
ﬂq(xz —xl)+/12(x1 _xo)
d (cm) Oszczednosci %
0.8 2 58
i@ T S 77
3(0) 10 87
=04
15 91
02r 20 93
% 005 o 015 0.2 Dotyczy tylko $cian!
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Geometria cylindryczna (SS)

de _o__Lar-J)
ot

r or

Fo ry

Dane: Cy b Jy

Szukane: c(r)=?




Geometria cylindryczna (SS)

WD na lewym i prawym brzegu
d(r -J ) 0

dr
ﬂ z I prawa Ficka, dla D = const

rng

dr e(r) -
r
de=A|—
vl
c(r)—co = A-ln(r] oraz € —C, = A-ln[’q)
"o To
Jl 7 r
nl ” C, -ln(;)—l—cl ~ln[r]
clr)=c, __\5 () 0

— =>

7
¢ —C n In|
In -

7 0




Geometria cylindryczna (SS)

WD na lewym i prawym brzegu

o ¢, h{’;j te - h{;j

J(I/’)Z—D ¢, —C,
: ln(nj
"o

dyfuzja zachodzi, strumien nie jest staty!

c(r)

stan stacjonarny

stan poczgtkowy

18



Geometria cylindryczna (SS)

WN na lewym i prawym brzegu

c(r): ﬂ(r121_x02);[2-7z-r-c(r,t =0)dr

dyfuzja nie zachodzi!

Dla mieszanych warunkow
brzegowych rozwiazania
analogiczne jak dla geometrii
planarnej

c(r)

WDL+WNP

stan poczqtkowy

WNL+WNP

\

WNL+WDP

r
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Geometria sferyczna (SS)

1 o(r-J)

2
2 or

% _g=_
ot

Dane:

Co lub J()

Fo ry

Szukane:
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Geometria sferyczna (SS)

WD na lewym i prawym brzegu

dir*-J
),
dr
ﬂ z I prawa Ficka, dla D = const
dc
rP—=A

dr () 4
ﬂ. jdc:AIr—z

C(r)— Co = _A(l — lj oraz €, —C, = —A£1 _ 1]
roor, ror
l

c(r)—c, #ln-r) — C(I,)_Co"’o(’i_’”)"‘Q"’l(”_”o)

_ _ r(r—r)
¢, —C, r(ro ’”1) 1~ 7
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Geometria sferyczna (SS)

WD na lewym i prawym brzegu

C(I,):Co"’o(’"l_’")'i'cl"’l(’"_ro) 0

’”(’”1_’”0)

stan stacjonarny

c(r)
D-r,-r. c,—c
_ 01 41 %
J (r ) T 2
r A
stan poczgtkowy
dyfuzja zachodzi, strumien nie jest staty!
¥, r v,
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Geometria sferyczna (SS)

WN na lewym i prawym brzegu

c(r): : j4-7r-r2-c(r,t=0)dr

i 7z(r13 — xo3 )ro

dyfuzja nie zachodzi!

Dla mieszanych warunkow
brzegowych rozwiazania
analogiczne jak dla geometrii
planarnej

c(r)

WDL+WNP

stan poczqtkowy

WNL+WNP

\

WNL+WDP

r
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Ukl. dwuwymiarowy (SS, WBD)

A
ox Oy

@:O:
Ot

WBD: temperatury na brzegach

Szukane: T(x,y)=?

B o°c 0°c

0= —
ox® oy’

Rownanie Laplace’a
24




Ukl. dwuwymiarowy (SS, WBD)

0’c 0O%c

O=——-
ox® oy’

Rozwigzanie numeryczne np. w
Excelu, przy uzyciu Solvera, zobacz:
D. Bourg, Excel w nauce i technice.

Receptury

Dla kwadratowej ptyty, przy D=const:

0= Ciyj— 26}, ite, e~ 201.’ e

T Ci,j—l + Ci,j+l)

0= 4Ci,j - (Ci—l,j + Cin,;

25
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