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IDEA I NARODZINY SVM :h

Prof. V. Vapnik w 1998 r. stworzyt nowe podejscie do ksztattowania struktury sieci
neuronowej oraz definiowania problemu uczenia préobujac wyeliminowac znane
wady sieci neuronowych typu MLP i RBF stosujace minimalizacje nieliniowych
funkcji btedu, tj.:

» Minimalizowana funkcja jest zwykle wielomodalna wzgledem optymalizowanych

parametrow i posiada wiele minimow lokalnych, w ktdrych proces uczenia moze
utkna¢ w zaleznosci od punktu startowego, ktorych zwykle istnieje nieskonczona ilosc.

»  Algorytm uczacy zwykle nie jest w stanie skutecznie kontrolowac ztozonosci struktury
sieci neuronowej, co w istotny sposob wptywa na zdolnosci uogolniajace sieci.

Istotg zmiany jest przedstawienie procesu uczenia jako procesu dobierania wag,

w ktorym maksymalizowany jest margines separacji oddzielajgcy skrajne (najblizsze)

punkty w przestrzeni danych definiujacych rozne klasy.

Bierzemy wiec pod uwage tylko te najtrudniej separowalne punkty przestrzeni
przy budowie modelu, ktdre okreslajg tzw. wektory nosne (wspierajace).

Sieci SVM tworza specyficzng dwuwarstwowa strukture neuropodobng stosujaca
rozne rodzaje funkcji aktywacji (liniowe, wielomianowe, radialne, sigmoidalne)
oraz specyficzny sposob uczenia oparty na programowaniu kwadratowym,

ktore charakteryzuje sie istnieniem tylko jednego minimum globalnego.

Sieci SVM dedykowane s gtdwnie do zagadnien klasyfikacji,
w ktorych jedna klase separujemy mozliwie duzym marginesem od pozostatych klas.



DYSKRYMINACJA i KLASYFIKACJA a

A
[] []
B g
[]
® ]
@
@
®9
>
Decision Tree
A
( ]
@

RBF



Najszersza granica dyskryminacji
Metoda SVM ma na celu wyznaczy¢ najszerszg granice dyskryminacji
sposrad mozliwych, ktorych zwykle istnieje nieskonczona ilosé:




Jak dyskryminowac¢ i separowa¢ najlepiej? &

Prébujac osiggnac jak najlepsza dyskryminacje wzorcow poszczegdlinych klas
warto zmaksymalizowaé margines oddzielajgcy wzorce poszczegdlinych klas.
Ponadto majac do czynienia z wieloma danymi, mozna ograniczy¢ analize

tylko do tych najtrudniejszych punktow przestrzeni, czyli wzorcow roznych klas,
ktore leza najblizej, gdyz je najtrudniej zdyskryminowac (odseparowad).

Model uwzgledniajacy najtrudniejsze wzorce powinien charakteryzowac sie
dobrg jakoscig oraz prostota reprezentac;ji.

Sprobujemy wiec wyznaczy¢ optymalng hiperptaszczyzne dyskryminujaca
wzorce jednej klasy (kwadratow) od pozostatych (tutaj koteczek).

SVM discrimination Support Vectors
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Zatdzmy, ze mamy zbior p par uczacych:
(x,-, dl) dlai = 1, 2, o P
gdzie x; — wektor danych wejsciowych

d; € {—1; +1} - reprezentuje dyskryminowane \
klasy: d; = +10znacza klase dyskryminowana,
zas$ d; = —1oznacza pozostate klasy.

Przy zatozeniu liniowej separowalnosci
obu klas mozliwe jest okreslenie rownania
hiperptaszczyzny separujacej te wzorce:
y(x) =wlix+b=0 Support Vectors
gdzie w — wektor wag, a x — wektor danych wejsciowych, b — polaryzacja
Mozemy wiec zdefiniowac rownania decyzyjne:

Jezeliw'x + b > 0 wtedy d; = +1

Jezeliw'x + b < O wtedy d; = —1

Co mozemy zapisa¢ w postaci nierownosci: d,-(wa + b) > 1, ktdrej spetnienie
przez pary punktéw (x;, d;) definiuje wektory nosne (support vectors),

ktore decydujg o potozeniu hiperptaszczyzny i szerokosci marginesu separacji.
Potrzebne jest wiec wyznaczenie b oraz w, zeby okresli¢ decyzje.




Przekroczenie granic separacji 2

Czasami jednak wystepuje koniecznos¢ zmniejszenia marginesu separacji dla
probleméw niecatkowicie separowalnych liniowo oraz pewnych punktéw (x;, d;)
lezacych wewnatrz strefy marginesu separacji, co mozemy zapisac za pomoca
nierownosci:

di(WTxi + b) >1- 6i
gdzie ; = 0 i zmniejsza margines separacji, przy czym jesli:
0 < §; < 1-wtedy (x;,d;) lezy po wtasciwej stronie hiperptaszczyzny,
wiec decyzja o przynaleznosci do klasy bedzie poprawna,
é; = 1 -wtedy (x;, d;) lezy na hiperptaszczyinie, wiec decyzja o przynaleznosci
do klasy bedzie nieokreslona,
1 < §; — wtedy (x;, d;) lezy po niewtasciwej stronie hiperptaszczyzny,
wiec decyzja o przynaleznosci do klasy bedzie btedna.

Okreslajac granice decyzyjna nalezy wiec mozliwie zminimalizowa¢ wartosc §;.



SzerokosS¢ marginesu separacji

Szerokos¢ marginesu separacji mozemy
wyznaczy¢ jako iloczyn kartezjanski
wektora wag oraz réznicy odlegtosci
dwadch wektoréw nosnych nalezacych
do przeciwnych klas:

wo 2
lwll  [lwl|
gdyz odlegtos¢ wektoréw nosnych od
hiperptaszczyzny okreslona jest nastepujaco:

p=(x"—-x7)- =2 -r(xgy)

>
(x5y) f”_;“ dla y(xsy) =1 Support Vectors
r(xsy) = y”;ﬁ’ =14 _3
T dla y(xgy) = —1

Chcac wiec zmaksymalizowa¢ margines separacji pomiedzy wektorami nosnymi

‘e 2 . e . . . p .
réznych klas p = Tl trzeba zminimalizowaé ||w||, co jest rownowaine

minimalizacji wyrazenia % lw||? przy pewnych ograniczeniach liniowych
wynikajacych ze zdefiniowanej nierdwnosci decyzyjne;j.

W takich przypadkach stosujemy mnozniki Lagrange’a

i minimalizujemy funkcje Lagrange’a.
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Minimalizacja funkcji Lagrange’a
Mozemy wiec teraz okresli¢ funkcje Lagrange’a dla problemu maksymalizacji
marginesu separacji:

14
1
min— |[|w]||* + 9 E d;
w 2 —
=

przy zdefiniowanych ograniczeniach:
di(wai + b) >1- Si
gdzie J — to waga, z jaka traktowane s btedy testowania w stosunku
do marginesu separacji, decydujaca o ztozonosci sieci neuronowej, dobierang
przez uzytkownika w sposdb eksperymentalny, np. metoda walidacji krzyzowej.

Otrzymujemy wiec nastepujaca funkcje Lagrange’a:
%

P P
Liw, b ad p = %WTW + ﬂz 8; — Z a;|di(wix; + b) — (1 - §)] - Z w;8;
i=1 i=1 i=1
gdzie a; jest wektorem mnoznikdw Lagrange’a o wartosciach nieujemnych
odpowiadajgcym poszczegdlnym ograniczeniom funkcyjnym,

a U; ograniczeniom nieréwnosciowym naktadanym na zmienne §;.
Rozwigzanie minimalizacji funkcji Lagrange’a polega na okresleniu punktu
siodtowego, czyli wyznaczenia pochodnych czastkowych wzgledem mnoznikéw.



Minimalizacja funkcji Lagrange’a

Warunki optymalnego rozwigzania wyznaczone s3 zaleznosciami:
4

OL(w,b,«, 8, u)
aw =0 - W=Zaidixi
- i=1
OL(w, b, a, 8, )
ab =0 - Zl aid,- =0
Ii=
dL(w,b,a, S, 1)
o =0 - p=9-aq

ktore podstawimy teraz do funkql Lagrange’a:

L(wbaSu)zlww+ﬂZ8—2a,[ di(wlx; +b)— (1 -8)] - Zu,

i=1
1 P P P P 4
=52a,dx12adx]+1928 2“‘ Ea]dx]xl+b -(1-6y Zulal
i=1 j=1 i=1 j=1 =1
1 P P P P P p p
= Ez aidixLZa]d x +19Z Si —zaidixizajdjxj + bz a,-d,- + Zal(l = 8l) —Z(ﬂ a,)Sl
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1 i=1 i=1 i=1
1 4 4 p 4 p p p p p
= Ez aidixlz ajdix; +9 ) §;— z a,dlxiz a;d;x; + bz a;d; + Z a; — Z a;6; — 192 6;
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1 i=1 i=1 i=1 i=1
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Problem dualny ot

W punkcie siodtowym iloraz mnoznika Lagrange’a dy i odpowiedniego ograniczenia
zwigzanego d ¢y z wektorem nosnym Xy jest rowny zeru (dsy gy = 0), gdyz dy=0,
wiec zaleznosc¢:
di(wai + b) >1- 61'

w punkcie wektora nosnego sprowadza sie do:

wix; +b = +1
co pozwala wyznaczyé wartosé b :

b=+1-wlx;
Otrzymalismy wiec problem dualny

mo?xQ(a)—z ZZaa]ddxx]

i=1j=1

przy ograniczeniach dla i = 1, 2, ..., p zdefiniowanych nastepujaco:
P

OSalSﬂ zaidi=0
i=1
Rozwigzanie problemu dualnego pozwala znalez¢ poszukiwang hiperptaszczyzne:
P

y(x) = Z a;dix;xj+ b
i=1



Wnioski “
Zmienna dopetniajaca 4; ani mnoiniki Lagrange’a nig zwigzane nie pojawiajq sie |
w sformutowaniu problemu dualnego.

Mnozniki musza spetniac jedynie podstawowy warunek mowiacy, iz iloczyn
mnoznikdw i wartosci funkcji ograniczenia dla kazdej pary danych uczacych jest
rowny zeru. Jesli wiec ograniczenie spetnione jest z nadmiarem dla wektorow
nienosnych, wtedy mnozniki te musza by¢ rdwne zeru. Niezerowe wartosci
mnoznikow wystepujq zas dla wektorow nosnych.

Niezerowe wartosci mnoznikdw okreslaja wektory nosne, ktdrych ilos¢ oznaczymy
Ngy < p, a wiec rownanie sieci liniowej SVM o wagach optymalnych wyznacza
hiperptaszczyzne zaleine jest tylko od wektorow nosnych:

Nsy

y(x) = Z a;dix;xj+ b
i=1
Wiekszos¢ problemow klasyfikacji nie posiada jednak wtasciwosci liniowej
separowalnosci. Potrzebne jest wiec nieliniowe rzutowanie danych oryginalnych
w inng przestrzen funkcyjna, gdzie wzorce stang sie separowalne liniowo i bedzie
mozna zastosowac hiperptaszczyzne separujaca SVM.

Warunkiem jest zastosowanie transformacji nieliniowej o odpowiednio wysokim
wymiarze K przestrzeni cech K > N.
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Nieliniowa sie¢ SVM

Dla zadan nieseparowalnych liniowo rzutujemy kazdy wzorzec z jego N wymiarowe)
przestrzeni cech do K wymiarowej przestrzeni cech Qj (x),j=1,2,..,K.

W efekcie tego nieliniowego przeksztatcenia rownanie hiperptaszczyzny okreslone
bedzie wzorem:

K
y() = w'Q() +b =) wig;()+b=0
j=1
gdzie w; oznaczaja wagi prowadzace od neuronu o nieliniowej funkcji aktywacji @;
na wektorze danych wejsciowych x do wyjsciowego neuronu liniowego

Otrzymujemy wiec dwuwarstwowgq strukture sieci neuronowej zawierajaca jedna
warstwe ukryta:
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Nieliniowa sie¢ SVM £t
Rozwigzanie problemu pierwotnego uzyskujemy wiec poprzez zastgpienie zmienne)
x; przez @;(x). Otrzymujemy wiec

mozcaxQ(a) —Za ——Zz:aa d;d;K(x; x;)

i=1j=1
gdzie K nazywamy funkcj3 jqdra (kernel function), zdefiniowana nastepujaco:
K(x;, x;) = " (x)e(x;)

Rozwiazanie problemu sprowadza sie do wyznaczenia wartosci wag sieci:
p

w = Z a;d;o(x;)
i=1
b=11-wo(x)
Otrzymujac ostatecznie sygnat wyjsciowy dla nieliniowej sieci SVN w postaci:
Nsy

y(x) =wle(x)+b = Z a;d; K(x;,; x) +b=20
i=1
Na kandydatow na funkcje jadra K mozemy wybrac funkcje spetniajace warunek
twierdzenia Mercera, np. funkcje gaussowskie, wielomianowe, sklejane,
a nawet sigmoidalne przy pewnych ograniczeniach.



Nieliniowe funkcje jadra sieci SVM

Do najczesciej stosowanych funkcji jadra naleza:

» Funkcje liniowe:
K(x;,x) =xTx; +y
» Funkcje wielomianowe:
K(x;,x) = (xTx; + y)p
» Funkcje gaussowskie:
K(x;, x) = exp(—y llx — x;|?)
» Funkcje sigmoidalne:
K(x;,x) = tgh(BxTx; +v)
Gdzie 8, Y to state wspoétczynniki liczbowe, a p to stopien wielomianu.

Sie¢ SVM o radialnych funkcjach bazowych jest bardzo podobna do sieci radialnej
RBF, aczkolwiek sposadb jej tworzenia i wyznaczania wag rozni sie.

Podobnie stosujac funkcje sigmoidalne otrzymujemy dwuwarstwowg sie¢ MLP.
Chcac zastosowac sieci SVM do wiekszej ilosci klas niz dwie trzeba zbudowa¢
kilka sieci SVM, ktore dyskryminujg wzorce kazdej z klas od pozostatych

lub pomiedzy parg kazdych dwoch klas, a nastepnie wyniki s3 sumowane.



Dazenie do poprawnosci SVM
Stosuje sie czesto wspotczynnik kary za niespetnienie ktdregos z ograniczen,
co wymusza d3azenie sieci do optymalnosci dla przyjetych statych.
Z warunkdw optymalnosci Kuhna-Tuckera problemu optymalizacyjnego
sformutowanego dla SVM wynikaja nastepujace zaleznosci:
a;|ld;(whe(x) +b)—(1-8)] =0
0< a; < )
pnid; =0
a; + U = )
6; =0

W zaleznosci od wyznaczonych wspotczynnikdw Lagrange’a mamy wiec do czynienia
z trzema przypadkami:
* a; = 0-cooznacza, zejesli a; + u; = 9, to u; = 9, a wiec z zaleznosci y;6; =

0 wynika iz §; = 0, stad para uczaca (x;, d;) spetnia ograniczenie z nadmiarem,

a wiec bez zmniejszania szerokosci marginesu separacji
e 0<a; <9-cooznacza,iiyu; =9 — a;, awiecrowniez §; = 0,

stad para uczaca(x;, d;)definiuje wektor nosny,

ktory jest potozony doktadnie na marginesie separac;ji.
e a;=1VY-o0znacza,izyu; =9 —a; =0, awiecd; = 0, co oznacza,

iZ wzorzec uczacy jest wewnatrz marginesu separacji powodujac zwezenie

marginesu separacji albo nawet po niewtasciwej stronie, jesli §; > 1.



ALGORYTMY ROZWIAZANIA ZADANIA :ﬁ
DUALNEGO dla duzych zbiorow danych

Niezaleznie od zastosowanego jadra i rodzaju zadania gidwny problem
obliczeniowy w sieciach SVM sprowadza sie do rozwigzania zadania
programowania kwadratowego z ograniczeniami liniowymi.

Problemem staje sie duza ilos¢ danych uczacych, co zwigzane jest z nieraz
ogromng iloscig optymalizowanych zmiennych - tutaj mnoznikéw
Lagrange’a. Pojawiajg sie problemy z pamiecia i ztozonoscia obliczeniowa,
co eliminuje mozliwos¢ zastosowania klasycznych metod programowania
kwadratowego, np. MINQOS, OSL, LOQO czy Matlab.

Stosuje sie dekompozycje zbioru uczacego na szereg podzbiorow
oraz strategie aktywnych ograniczen wynikajacych z rownosci,
zaniedbuj3ac te nieaktywne ze znakiem silniej nierdwnosci.

Dzieki temu w kolejnych iteracjach nastepuje przemieszczanie czesci
wzorcow ze zbioru ograniczen aktywnych do nieaktywnych.
Wykorzystuje sie rOwniez rozne wersje algorytmu programowania
sekwencyjnego SMO lub BSVM Platta oraz suboptymalng metode
SVM ;1 JOachimsa.
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