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SYSTEMY ROZMYTE 3

Fuzzy Systems

Wartosci rozmyte sg naturalnym sposobem okreslania pewnych cech
przez ludzi w srodowisku niepewnym, nieprecyzyjnym, losowym lub
na podstawie niekompletnych informaciji:

bardzo maty, maty, sredni, duzy, bardzo duzy, ogromny, wysoki, niski,
dobre, niedobre, przecietne,

stabe, silne, umiarkowane,

tadne, brzydkie, gustowne, luksusowe,

zimne, chtodne, letnie, ciepte, gorace,

stare, mtode, wspodiczesne,

niedawno, wczesnie, pdzZno, w przysztosci.

W przypadku préby algorytmizacji dziatan opartych

o wartosci rozmyte natrafiamy na oczywistg trudnos¢
w zakodowaniu takich wartosci rozmytych, ktorym
trudno przypisac jedng okreslong doktadng wartosc!
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Umozliwiaja:

v
v
v

AN

reprezentacje wartosci rozmytych
dokonywanie operacji na wartosciach rozmytych

opisywanie i operowanie na wartosciach nieprecyzyjnych,
nieostrych lub wieloznacznych

wykorzystanie danych symbolicznych do wnioskowania

przypisywanie elementom lingwistycznym wartosci i zmiennych
numerycznych

rozmywanie i wyostrzanie wartosci
tworzenie regut rozmytych

tworzenie i uczenie systemow decyzyjnych i klasyfikujacych
na podstawie wartosci rozmytych



@ ZBIORY ROZMYTE &

Zbior rozmyty definiujemy jako zbior elementow, na ktorych
zdefiniowana jest funkcja przynaleznosci 1, (x) elementu do zbioru:

ROZMYTE OSTRE

Ha(x): X=> [0,1]  ug(x): X-> {0,1}

Korzystamy z logiki wielowartosciowej jako aparatu
matematycznego do opisu operacji dla zbiorow rozmytych.

A = { (%, pa(x)): X € X}

Stosujemy rozmyte reguty decyzyjne operujace na takich zbiorach.

Wielkosciom lingwistycznym (symbolicznym) przypisujemy
okreslone zmienne numeryczne, dla ktéorych mozna wyznaczy¢
funkcje opisujace zakres zmiennosci parametrow z nimi zwigzanych.



é NOTACJA WG ZADEHA &

X jest przestrzenia o skonczonej liczbie elementéw, X ={x,, ..., x.}:

A:ﬂ‘ixl) Lo ‘uA(xn):ZﬂA(le)

n

X = N jest zbiorem liczb naturalnych. Okreslamy pojecie zbioru liczb
naturalnych ,,bliskich liczbie 7” definiujac zbior rozmyty A € X:

02 05 08 1 08 05 02
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@ NOTACJA WG ZADEHA 2

X jest przestrzenia o nieskonczonej liczbie elementow:

A:J‘ﬂA(x)

Y X

X = R jest zbiorem liczb rzeczywistych. Okreslamy pojecie zbioru liczb
rzeczywistych ,,bliskich liczbie 7” definiujac funkcje przynaleznosci:

Ma(Xx ]I

1 ]
A= Gy /\




é FUNKCJE PRZYNALEZNOSCI &

Funkcja przynaleznosci |1, (x) definiuje stopien przynaleznosci
elementu do zbioru rozmytego. Do najczesciej stosowanych funkcji
przynaleznosci naleza: funkcja tréjkatna i funkcja trapezoidalna:

4 0 ifx<a
0 if < a ' .
x—a —— §if x"c[a,'m]
upy =12 TE )= {1 e mal
—c 1T x€lc,b] b—x if x ¢ [n, b]
0 i >*D d '

b
§ 0 if x > b




ZBIORY ROZMYTE %

Zbior rozmyty nie okresla ostrej granicy miedzy elementami, ktdre
do danego zbioru naleza, a tymi, ktore do niego nie nalezy.

Granica taka jest rozmyta i zawiera wiele wartosci, stopniujac
przynaleznos¢ elementu do zbioru jako liczbe z zakresu [0,1].

Zmiennej u mozna przyporzadkowac okreslony stopien
przynaleznosci [0,1] do zbioru rozmytego F
na podstawie pewnej funkcji przynaleznosci:

KmF(u) =0 - oznacza brak przynaleznosci u do zbioru F
uF(u) =1 - oznacza petna przynaleznosc¢ u do zbioru F

KuF(u) €(0,1) - oznacza czesciowq przynaleznosc u do zbioru F



é DEFINICJE

Zbidr elementow przestrzeni X, dla ktorych p,(x) > 0 nazywamy
nos$nikiem zbioru rozmytego A i oznaczamy supp A (ang. support):

supp A ={x e X; £, (x) > 0}

Wysokos¢ zbioru rozmytego A oznaczamy h(A) i definiujemy jako :

h(A) =sup sz, (x)

xe A



é DEFINICJE &

Zbior rozmyty A nazywamy normalnym wtedy i tylko wtedy,
gdy h(A) = 1.

Jezeli zbidr rozmyty A nie jest normalny, to mozna go znormalizowac
za pomoca przeksztatcenia:

_ M, (X)
(x) = h(A) xeX

Hy,



DEFINICJE

Zbior rozmyty A jest pusty,
co zapisujemy A = @,
wtedy i tylko wtedy, gdy p,(x) = 0 dla kazdego x € X.

Zbior rozmyty A zawiera sie w zbiorze rozmytym B,
CO zapisujemy A C B,
wtedy i tylko wtedy, gdy p, (x) < pg(x) dla kazdego x € X.

Zbior rozmyty A jest rowny zbiorowi rozmytemu B,
co zapisujemy A =B,
wtedy i tylko wtedy, gdy p, (x) = 4 (x) dla kazdego x € X.




ALGEBRA ROZMYTA &

Algebra Boole’a jednoznacznie przyporzadkowuje dane do zbioru,

okreslajac przynaleznosc jako jedna wartosc¢ ze zbioru {0,1}:
A

uF(u) niski  sredni  wysoki

¥ ik : "
160 170 180 cm

Algebra rozmyta przyporzadkowuje rézne wartosci z zakresu [0,1]

do okreslenia przynaleznosci danej do zbioru:
A

uF(u) niski sredni wysoki

160 170 180 cm



OPERATORY ROZMYTE

W logice rozmytej stosuje sie operatory rozmyte:
* przeciecia (MIN) nazywane T-norma,
* sumy (MAX) zwane S-norma.

AND
T-Norm  T(pu,(x), ug(x))

OR
S-Norm  S(pu4(x), up(x))

Minimum

MIN(p24(x), up(x))

Algebraic product

Hq(x)pp(x)

Drastic product

MIN(p(x), pp(x)) if MAX(p4(x), up(x)) =1
0 otherwise

Lukasiewicz AND (Bounded Difference)
MAX(0, p4(x) + pg(x) — 1)

Einstein product

14 (X)up(x) /(2 — (py(x) + pp(x) — py(x)pp(x)))
Hamacher product

#a(X)pp(x)/(14(x) + pp(x) — p4(x)pup(x))

Yager operator
1 — MIN(L (1 — g(%))” + (1 = pp(x)") "))

Maximum

MAX (p4(x), ug(x))

Algebraic sum

Ha(x) + pp(x) — py(x)up(x)

Drastic sum

MAX(p4(x), ug(x)) if MIN(p2,4(x), pp(x)) =0
1 otherwise

Lukasiewicz OR (Bounded Sum)

MIN(1, p4(x) + pp(x))

Einstein sum

(ra4(x) + pp(x)) /(1 + py(x)pp(x))

Hamacher sum

(1q(x) + pp(x) = 2p,0(x)pp(x)) /(1 — p4(x)up(x))
Yager operator

MIN(L, (14 (x)" + up(x)")""*)
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OPERACJE NA ZBIORACH L

ROZMYTYCH T-NORMY

e AN
\ e\

—a— PROD

—+— MIN

lloczyn Hamachera lloczyn Einsteina

|_zhiar A1 — Zhibr Az|

—=— Ograniczona réznica

Nazwa opecratora

Wzo6r

minimum (MIN)

Hoans ()= MIN (1,4 (x). 115 (x))

iloczyn (PROD)

Mains (x)= “A(x)' g (x)

iloczyn Hamachera
(Hamacher product)

(), (x)
() + g (x)— p () g (x)

Hans (X)=

iloczyn Einsteina
(Einstein PROD)

H 4 (x)- Hy (x)
(x)+ Ha(x)— l‘A(x)‘ Mg (x))

Hans (x)= = (IJA

iloczyn drastyczny
(drastic PROD)

MIN (g, (x), p5(x)) dla MAX (u, (x) p5(x)) =1
Hipra ()= {o S,

ograniczona roznica
(bounded difference)

Mans (x)=MAXx (0, (x)+ (x)—1)




OPERACJE NA ZBIORACH L
ROZMYTYCH S-NORMY

0,5 -

0 rd

1 - /\ ! \“\ _— .f~ L
/N

N, —r— hlAu —a&— Suma algebraiczna

Suma Hamachera Suma Einsteina

|_Zhiar A1 — Zhibr Az|

—=— Suma ogranicz ona

Nazwa operatora

W zo6r

maksimum (MAX)

Maiss (x)=mMAXx [FA (x) Mg (x)]

suma algebr.

Mas )=, () + ppg(x)— po (x)- pp(x)

suma Hamachera

e, )+ pg(x)—2p, (x)- 1, (x)

Hacs (x)= 1— g2, (x)- (%)
suma Einsteina M, (x) + Uy (x)
Hase )= 4 ) 115 (D)
suma drastyczna n o ()= [PAX [ea (=) e (X)) dla MIN(p2, . p25)=0

1 poza tym

suma ograniczona

Hais (x)= MIN [I-I-‘A (x)+ pu, (x)]




PRZYKLAD DZIALANIA OPERATOROW &
ROZMYTYCH: NOT, MAX, MIN
Zatézmy, ze mamy okreslone trzy : ol

zbiory rozmyte opisujace wzrost
osaéb: niskie, srednie i wysokie. 14

niskie  $rednie  wysokie

Chcemy wyznaczy¢ zbiory
opisujace rozmyte zbiory osdb:
a) Osob nie srednich

b) Osab niskich lub srednich

c) Oséb srednich i wysokich ' ' ' "Osoby

0'5 +

i (a) u (b) i (c)

niskie wysokie niskie  $rednie

{4 11 14

Srednie | wysokie

0,5 0,5 /\

"Osoby ' ' ' "Osoby

051




KLAROWNOSC OPISU 3

W porownaniu do systeméw neuronowych zbiory i reguty rozmyte charakteryzuja
sie intuicyjng interpretacja i tatwoscia zrozumienia:

IF [przestanka] THEN [konkluzja]
IF xis ATHEN y i1s B
IF x; 1s A1 AND x 1Is A> AND ... THEN y is B
IF x; 1Is A OR x» is Ab OR ... THEN y is B

A, B to wartosci lingwistyczne zdefiniowane jako zbiory rozmyte z uniwersum
odpowiednio X i Y, x jest zmienng wejsciowq i y jest zmienng wyjsciowq.

Regutly rozmyte moga by¢ tworzone:
* Przez eksperta, ktory zdefiniuje rozmyte reguty wnioskowania.

* Przez system uczacy sie, ktory na podstawie zbioru uczacego,
dla ktorego okreslono przynaleznos¢ wartosci rozmytych do zbiorow rozmytych,
okresla reguty wnioskowania i funkcje przynaleznosci.



‘ SYSTEMY ROZMYTE &

Systemy rozmyte zawierajg przynajmniej dwa podstawowe moduty:
blok wnioskowania i baze regut.

WEJSCIE WYISCIE

BLOK

WNIOSKOWANIA

ZBIORY ROZMYTE ZBIORY ROZMYTE

BAZA REGUL



‘ SYSTEMY ROZMYTE &

Systemy rozmyte zawierajg przynajmniej dwa podstawowe moduty:
blok wnioskowania i baze regut.

WEJSCIE WYISCIE

BLOK BLOK
ROZMYWANIA WYOSTRZANIA

ZBIORY
ROZMYTE

ZBIORY
ROZMYTE

BLOK
WNIOSKOWANIA

BAZA REGUL



ROZMYWANIE I WYOSTRZANIE &

Blok rozmywania (fuzyfikator) przeksztatca n-wymiarowy wektor wejsciowy
X = [X;, Xy «oy Xp] W Zbior rozmyty F z okreslong funkcjg przynaleznosci, ktorych
role najczesciej petnig funkcje tréjkatne, trapezoidalne oraz gaussowskie.

ZBIORY
ROZMYTE

WEISCIE BLOK

ROZMYWANIA

00 |

00 ..
c a b

a

Blok wyostrzania (defuzyfikator) przeksztatca zbior rozmyty na wartosc y na
podstawie srodka ciezkosci zbioru rozmytego lub srednich wazonych centréw
uwzgledniajac ksztatt zbioru rozmytego.

) \
| I\

| |

| \

| \

| I\
I AN
| \ |

| \

| |

b ;

i

DEFUZYFIKACJA
PRZY POMOCY

ZBIORY CENTROIDU
ROZMYTE BLOK WYISCIE : A
Z-\‘z’ cu(xw) X1 X X3 X4 XEXEXT  Xe X
WYOSTRZAN IA g==5 = 16,7 w— tip= 16,7%
; Il('xi ) WYNIK DEFUZYFIKACJI

Funkcje rozmyte moga reprezentowac i aproksymowac dowolna funkcje ciagta.



FUNKCJE PRZYNALEZNOSCI o
/ i \\\

I
|
I
I
I
C

Funkcja trapezoidalna
II||I
i

)

i

I
[
[
[
I
oo
3 / |
b

tmpez(:z:;a,b,c,d):[)v(l a<b<c<d x€X

A= A
b—a d-—c

Funkcja Gaussa /N
f | \
,»’;/ : \'\
/ \
x—b\? ” : \
auss (xr;a,b) = exp —( ) / ~
g ( ) [ a ] 000193 - ':: N
Funkcja dzwonowa ——
1 lllll : I'u\}m
dzwon (x;a,b,c) = 55 f : \
|+ Tr—cC /1 | A
a 655E4 /| : P\



ROZMYTA BAZA WIEDZY &

Reguty rozmyte tworza swoista rozmytg baze wiedzy,
ktora umozliwia wnioskowanie w ramach danego systemu.

System wykorzystujacy taka rozmyta baze regut nazywamy
rozmytym systemem whnioskujgcym.

Reguty wnioskowania moga by¢ wyznaczane automatycznie
na podstawie zbioru uczacego oraz metod adaptacyjnych.



EWOLUCYJNE SYSTEMY 3
NEURONOWO-ROZMYTE

Inteligentne systemy obliczeniowe obecnie czesto t3czg zalety
roznych systemow z zakresu inteligencji obliczeniowej:

v’ stosuja mozliwosci uczenia sieci neuronowych,

v’ posiadaja czytelng interpretacje dziatania oparta o regutowa
reprezentacje wiedzy,

v przedstawianej w sposdb symboliczny,

v dokonujac globalnej optymalizacji parametréw metodami
ewolucyjnymi,

v' mozna je uczy¢ metodami znanymi z sieci neuronowych, np.
metoda wstecznej propagacji btedow,

v" Wykorzystuja zwykle wnioskowanie typu Mamdaniego lub
schemat Takagi-Sugeno.



B WNIOSKOWANIE MAMDANIEGO 3

v Polega na potaczeniu poprzednikéw i nastepnikéw regut za
pomoca t-normy zrealizowanej w postaci typu min lub typu

iloczyn. Nastepnie dokonywana jest agregacja poszczegolnych
regut za pomoca t-konormy (s-normy).

v' Rozrézniamy systemy typu A, ktére na wyjsciu bloku
whnioskowania dajg N zbiorow rozmytych, oraz systemy typu B,
na wyjsciu ktorego otrzymujemy jeden zbior rozmyty,
ktory jest wynikiem agregacji rezultatow wnioskowania
w poszczegolnych regutach.



T-NORMA

7 :10,1] < [0, 1] — [0, 1]

Funkcje dwoéch zmiennych 7

nazywamy r-normgqg. jezeli
(1) fuercja 7" jest niemalejaca wzgledem obu argumentéw
T (a,c) =Tbh.d) dla a <b, ¢c < d:
(11) funkcja 7 spelnia warunek przemiennosci
T (a.b) = T bh.a);
(111) funkcja 7" spelnia warunek lacznosci
T(T(a.b).c) = T(a., Tb.)):
(1v) funkcja 7 spetnia warunek brzegowy

T(a.l) = a.

gdzie a. b, c,d < [0, 1].
Z zatozen mamy .
I'(a.0) =T©,a) =T(@,1)=0.

Zatem drugi warunek brzegowy przybiera postad
T (a.0) = 0.
W dalszej czesci rozdziatu dziatanie r-normy na argumentach a 1 » bgdziemy oznaczad
T(a.b) = a x b.

Jezeli np. a i b utozsamiamy z funkcjami przynaleznosci zbioréw rozmytych A i B,
to rownosc (4.140) zapisujemy jako

MHanp(x) = T(MA(_-’L'), MB(-K)) — ua(x) ﬂ]: oA (x).



T-KONORMA

Funkcje dwoch zmiennych §
S:10.1] = [0.1] — [0. 1]

nazywamy /-konorma. jezeli jest niemalejaca wzgledem obu argumentow. spefnia warunek
przemiennosci i facznosci. a ponadto spetniony jest nastgpujacy warunek brzegowy:

S{a. Oy =a.
Z zatozen oraz warunku (4.154) wynika. ze
Sta, 1) = S(l.a) > S(1.0) = 1.
Zatem drugi warunek brzegowy przybiera postac
Sta. 1y = 1.

Dziatanie r-konormy na argumentach « 1 b bedziemy oznaczac

&
Sta.b)y =a * b.
Korzystajac z wlasciwosci tacznosci. powyzsza definicje mozna w sposob nastepujacy

uogolni¢ na przypadek r-konormy wielu zmiennych:

1 i | < S
S la;} = Tl S {a,:}.a,,} = Slai.a%, ....8) = @) =@ @3 % 4% dys

i =
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CZY SZTUCZNE SIECI NEURONOWE PROWADZA DO AI?




