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Metody rozwiązywania . . .
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1. Wstęp

Równania różniczkowe zwyczajne o stałych współczynnikach znajdują zastosowanie do
opisu układów dynamicznych. Aby móc zastosować taką formę opisu matematycznego należy:

1. dokonác dyskretyzacji układu rzeczywistego,

2. pominą́c mało istotne wpływy,

3. założýc stałósć parametrów układu.

Model fizyczny otrzymany w wyniku zastosowania powyższych uproszczeń możemy opi-
sác już równaniem różniczkowym zwyczajnym o stałych współczynnikach.

Z kolei matematyczny opis modelu fizycznego nazywamymodelem matematycznym. Naj-
czę́sciej ma on postác układu równán różniczkowych drugiego rzędu (każda masa bezwładna
generuje jedno równanie) z wzajemnymi sprzężeniami.

http://www.river-valley.com
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Układy równań . . .
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2. Układy równań różniczkowych

Równanie różniczkowe zwyczajne o stałych współczynnikach rzędun da się przedstawić
jako układn równán różniczkowych rzędu 1.

Załóżmy, że mamy równanie różniczkowe:

dnx
dtn

= f (t,x, ẋ, ẍ, . . . ,
dn−1x
dtn−1 ) (1)

Wykonamy podstawienie:

z1 = x,

z2 = ż1,

...

zn = ˙zn−1 =
dn−1x
dtn−1 (2)

Dzięki temu podstawieniu otrzymamy układ równań różniczkowych pierwszego rzędu:

ż1 = z2,

ż2 = z3,

...

żn = f (t,x, ẋ, ẍ, . . . ,
dn−1x
dtn−1 ) (3)

2.1. Przykład

Równanie opisujące ruch masymzawieszonej sprężyście na sprężystościk, z tłumieniemb
opisuje równanie:

http://www.river-valley.com
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mẍ+bẋ+kx= f (t,x) (4)

Podstawienia wyglądają następująco:

z1 = x

z2 = ẋ

układ równán, który otrzymujemy wygląda tak:

ż1 = z2

ż2 = − b
m

z2−
k
m

z1 +
f (t,z1)

m

Możemy zapisác go w postaci macierzowej jako:[
ż1

ż2

]
=
[

0 1
− k

m
b
m

][
z1

z2

]
+
[

0
f (t,z1)

m

]
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3. Metody rozwiązywania układów równań różniczkowych o sta-
łych współczynnikach pierwszego rzędu

Najbardziej prymitywną metodą jest metoda Eulera. Polega ona na przybliżeniu szukanego
rozwiązania odcinkami prostych stycznych do rozwiązania w dyskretnych punktach oddalonych
od siebie o długósć kroku∆x

Udoskonaleniem tej metody zajmowało się wielu badaczy. Obecnie stosuje się rozwinięcie
w postaci metody Rungego–Kutty.

Równanie w postaci:
dy
dx

= f (x,y)

rozwiązuje się korzystając z następujących wzorów:

xi+1 = xi + ∆x

yi+1 = yi + ∆y

Gdzie:∆x jest znane (czasami stałe), zaś ∆y obliczamy w oparciu o wzory:

k1 = ∆x · f (xi ,yi)

k2 = ∆x · f (xi +
∆x
2
,yi +

k1

2
)

k3 = ∆x · f (xi +
∆x
2
,yi +

k2

2
)

k4 = ∆x · f (xi + ∆x,yi +k3)

∆y =
1
6

[k1 +2k2 +2k3 +k4]

W zaprezentowanym przypadku mamy do czynienia z metodą Rungego–Kutty rzędu czwar-
tego.
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W MATLAB-ie metoda ta jest zaimplementowana w postaci funkcjiode23 i ode45 oblicza-
jących rozwiązanie równania odpowiednio metodą R-K rzędu 2-3 i 4-5. Opis komend można
uzyskác korzystając z poleceniahelp Matlab-a.
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4. Wykorzystanie

Aby móc rozwiązác układ równán różniczkowych rzędu metodamiode23 lubode45 należy:

1. zapisác układ równán w postaci układu równán pierwszego rzędu,

2. zapisác układ równán w postaci m-pliku funkcyjnego,

3. wywołać funkcjęode23 lub ode45

M-plik funkcyjny opisujący układ r. różniczkowych musi przyjmować dwa argumenty: (t,x),
t – czas, zmienna niezależna (x), zaś x – zmienna zależna (y). Zwracać zás kolumnowy wektor

pochodnych

[
ż1

ż2

]

4.1. Przykład m-pliku funkcyjnego

M-plik funkcyjny o nazwieuklad1.m może miéc następującą postać:

function dy=uklad1(t,y)
global m,k,b
dy=[0 1;-k/m -b/m]*y+f(t,y)/m

gdzie f (t,y) oznacza funkcję wymuszającą i może to być np: f (t,y) = 100sin(314∗ t)
Interpretacja wyników zależy od przyjętych podstawień. W naszym przykładziez1 oznacza

przemieszczenie masy, zaś z2 oznacza jej prędkósć.
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