1. Algebra wektorow

Wielkos$¢ wektorowa charakteryzuje wartos$¢, czyli modul, kierunek, i zwrot. Mozna ja
przedstawi¢ w sposob graficzny jako odcinek skierowany o dlugosci proporcjonalnej do
modutu lub tez w sposob analityczny. Sposob analityczny polega na podaniu rzutoéw ay, ay, a,
wektora a (z ich znakami) na osie uktadu wspétrzednych, albo tez na podaniu modutu
a

wektora (oznaczenie: lub a) i katow jakie tworzy on z osiami uktadu (rys.1.1). Liczba

sktadowych 1 katow zalezy od tego czy wektor znajduje sig¢ w przestrzeniu 3 wymiarowej, czy
tez na plaszczyznie (przestrzen 2 wymiarowa) czy tez na prostej (przestrzen 1 wymiarowa).
Do analitycznego przedstawienia wektora za pomoca sktadowych trzeba wprowadzié

wersory, czyli wektory jednostkowe osi prostokatnego ukladu wspoirzednych, oznaczane

przez i, j,k, przy czym |i| = |j| = |k| = 1. W przestrzenie wektor a mozna przestawi¢ w
postaci
a=a.ita,jtak (1.1)

Wektor jest jednoznacznie okreslony wtedy, gdy znana jest trojka liczb ay, ay, a, W przypadku

wektorow znajdujacych si¢ na plaszczyznie dowolny wektor moze by¢ przedstawiony w

nastepujacy sposob
a=a.ita,j (1.2)

W tym przypadku dla jednoznacznego okreslenia wektora potrzebujemy znaé tylko dwie jego

wspotrzedne ay, ay.

Rys. 1.1. Wektor w ukladzie wspotrzednych (jego wspolrzedne i kqty)



Modul wektora jest rowny

a:\/ax2+ay2+a22 (1.3)

Katy, jakie tworzy wektor a z osiami uktadu wspotrzednych okreslaja nastgpujace wzory

cosa = % (1.4)
\/axz ta,’ +a.’
a
cos 3 = 2 (1.5)
\/ax2 +a,’+a’
cosy = 4 (1.6)
Y

\/axz +a,’+a,’
przy czym tylko dwa katy sa niezalezne, poniewaz
cosa +cos f+cosy =1 (1.7)

Jesli wektor jest okreslony za pomoca modutu a i katéw a i B, to rzuty wektora na osie uktadu

wspolrzegdnych mozna obliczy¢ z zaleznosci:

a.=acosa (1.8)

a. = acos 1.9
y

a. =acos 1.10
. /4 (

Wektorem przeciwnym do danego nazywa si¢ wektor o przeciwnym zwrocie do danego

wektora 1 takim samym module i kierunku. Wprowadzenie pojecia wektora przeciwnego

pozwala sprowadzi¢ odejmowanie wektorow do dodawania wektora przeciwnego.
a—b:a+(—b) (1.11)
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Sume (wigc takze i réznic¢) dwdoch wektoréw a , b wyznacza sig graficznie w nastepujacy
sposob (rys. 1.2): jeden z wektorow np. b (lub w przypadku odejmowania wektor do niego
przeciwny —b ) przesuwa si¢ réwnolegle tak aby jego koniec pokryl si¢ z poczatkiem

- >

N
wektora a . W wyniku sumowania (réznicy wektorow powstaje nowy wektor, np. ¢ (d

c=a+h (1.12)
d=a-b (1.13)



Koniec powstatego w ten sposob wektora pokrywa si¢ z koncem wektora przesuwanego

wektora (b ) a poczatek pokrywa si¢ z poczatkiem nie przesuwanego wektora (a ).

Postaty wektory sumy i r6znicy maja takze swoje sktadowe

c=cx;+cy}+czlAc (1.14)
d=d,i+d, j+d k (1.15)

Poszczegdlne jego wspolrzgdne mozna wyliczy¢ bezposrednio ze wspolrzednych

sumowanych wektorow
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Rys. 1.2. Sumowanie wektoréw

Sktadowe sumy (roznicy) dwoch wektorow mozna przedstawi¢ analitycznie za pomoca

zaleznosci:

cr=a +b, (1.16)

cy=a,+b 1.17
y y

c.=a,+b, (1.18)

d.=a. b, (1.19)

dy=a,—b, (1.20)

d.=a —b, (1.21)



c=+a* +b> +2abcoss (1.22)

d =~ +b* —2abcosS (1.23)
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gdzie kat O oznacza kat pomiedzy wektorami ai b. W szczegdlnym przypadku wektorow

rownolegtych i o zgodnych zwrotach kat & = 0 1 wtedy rOwnania upraszczaja si¢ do zaleznos$ci

c=a+b (1.24)
d=a-b (1.25)
natomiast gdy wektory te sa rownolegle i przeciwne réwnania upraszczaja si¢ do

c=a-b (1.26)
d=a+b (1.27)

W rachunku wektorowym mozliwe sa nastgpujace operacje mnozenia (lub ich kombinacje):
- mnozenie wektora przez skalar (liczbg),
- mnozenie skalarne wektora przez wektor,
- mnozenie wektorowe wektora przez wektor.
Jesli chodzi o dzielenie to mozliwe jest jedynie dzielenie wektora przez skalar — jako

mnozenie wektora przez skalar odwrotny (liczbg¢ odwrotna).

Iloczynem wektora a przez skalar m nazywa si¢ taki wektor

- -

b=m-a (1.28)
ktorego modut réwna sig

—>

b

—>

=m-|\a

(1.29)
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Wektor b ma ten sam kierunek co wektor a i ten sam zwrot jezeli skalar m jest nieujemny.

Jesli skalar m jest ujemny to wektory maja przeciwny zwrot lecz nadal ten sam kierunek.

Rozpisujac rownanie 1.28 na sktadowe otrzymujemy

b=m-a (1.30)
b,=m-a, (1.31)
b.=m-a, (1.32)



Mnozenie wektora przez liczbe jest dzialaniem przemiennym
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m-a=a-m (1.33)
Jest takze dziataniem facznym
(mn)-a=mma)=n(ma) (1.34)

a takze rozdzielnym wzgledem dodawania wektoréw i skalarow

m-(a+b)=m-a+m-b (1.35)
(m+n)-a=m-a+n-a (1.36)
gdzie:

m,n — skalary (liczby)

Iloczynem skalarnym dwoch wektorow nazywamy skalar (liczbg)

I=a-b=abcoss (1.37)
Poniewaz
bcoso =b, (1.38)

jest modulem rzutu wektora b na wektor a wigc iloczyn skalarny jest réwny modutowi
jednego wektora przez rzut drugiego wektora na pierwszy. Illoczyn skalarny jest dodatni jesli
kat pomiedzy wektorami jest ostry i ujemny jesli kat ten jest rozwarty. W szczegolnym

przypadku — wektoréw prostopadtych iloczyn skalarny przyjmuje wartos¢ 0.
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Rys. 1.3. Rzut wektora na wektor (w kierunku drugiego wektora)
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Dla wersorow i, j,k zachodza zatem nastepujace zwiazki
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[loczyn skalarny ma nastgpujace whasnosci
- przemienno$¢ (1.41)
- lacznosc¢ (1.42)

- rozdzielno$¢ wzgledem dodawania (1.43)
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a-b=>b-a (1.41)
m(a-b)=(ma)-b = a-(mb) (1.42)
a-(b+c)=a-bra-c (1.43)

Korzystajac z powyzszych wilasnosci i zalezno$ci, mozna obliczy¢ iloczyn skalarny, gdy

znane sa sktadowe obu wektoréw wzdtuz osi prostokatnego uktadu wspotrzednych

ab= (ax i+a, j+a. kj : (bx i+b, j+b, kj —ab, +ab, +ab. (1.44)

Mnozenie wektorowe jest to operacja, ktorej wynikiem jest nowy wektor ¢ utworzony w

nastepujacy sposob:
- modut |¢|=|a|lb|sin & (1.45)

N

- kierunek ¢ okresla prosta prostopadta do ptaszczyzny wyznaczonej przez wektory a 1 b

N

- zwrot ¢ wyznacza si¢ za pomoca reguly korkociagu (Sruby prawoskretnej) ktéra mowi:
jesli rekojes¢ korkociagu kreci¢ w ten sposob aby pierwszy wektora a pokryl si¢ z
drugim b zakre$lajac mniejszy z dwoch katow to kierunek ruchu korkociagu wskaze

R
zwrot wektora c .

Z powyzszej definicji widzimy ze iloczyn wektorowy nie jest przemienny (wynik zalezy od
kolejnosci czynnikow)

- - - -

axb=-bxa (1.46)
Jesli wektory sa rownolegle to na podstawie wzoru 1.45 (kat 6=0) ze wynikiem mnozenia

wektorowego jest wektor zerowy.



Iloczyn wektorowy ma nastepujace wtasnosci:
- tacznosc (1.47)

- rozdzielnos¢ (1.48)

m(axb)=(ma)xb =ax(mb) (1.47)

ax(b+c)=axb+axc (1.48)

Na podstawie definicji iloczynu wektorowego mozna pokazaé, ze dla wersorow

prostokatnego uktadu wspotrzednych obowiazuja zaleznos$ci:

ixi=jx j=lkxk=0 (1.49)
?X ; _ ]A( (1.50)
k=i (1.51)
(1.52)
(1.53)
(1.54)
(1.55)
dxB=-Bxd
Rys. 1.4. Tloczyn wektorowy
Iloczyn wektorowy mozna wyrazi¢ za pomoca sktadowych obu wektorow
ZXZZ (ax ;+ a, }+ aZIQJx(bX ;+by}+bz lAc) =
=ab, ?x ?+ ab, ?x ;‘+ ab, ?x lAc+ ab, }x ?+ ab, }x ;‘+ (1.56)
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+ab, jxk+ab kxitab kx j+ab, kxk=

= (aybz —-ab, );+ (asz —ab. );+ (axby —ab, )IQ



Korzystajac z pojecia wyznacznika, iloczyn wektorowy mozna przedstawi¢ w tatwej do

zapamigtania postaci:

A
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ax b =

j k
a, a, a, (1.57)
b, b, b,
Iloczyn wektorowy ma prosta interpretacj¢ geometryczna — jego modul jest rowny polu

powierzchni rownolegtoboku zbudowanego na wektorach Z 1 Z Wiaze si¢ to ze
stosowanym powszechnie sposobem reprezentacji powierzchni za pomoca wektora
prostopadiego do tej powierzchni o module proporcjonalnym do pola tej powierzchni. Ten
sposob przedstawiania powierzchni wykorzystuje si¢ w fizyce, np. przy definiowaniu

strumienia elektrycznego ®p 1 magnetycznego ®p.
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