Algebra- przestrzenie wektorowe

J.JANUS, M.LUSTYK

Przestrzen wektorowa.

Definicja Przestrzeni wektorowej.

Przestrzen wektorowa nad zbiorem liczb rzeczywistych R zawiera zbior wek-
torow V' w ktorym okreslone jest dziatanie dodawania wektorow '+’ i dziata-
nie mnozenia wektora przez liczbe ’-’. Dla dowolnych wektorow u, v, w € V
i dowolnych skalaréw r, s € R musza by¢ spetnione nastepujace warunki:

1. Zbiér V jest zamkniety ze wzgledu na operacje dodawania
u+uvelV.
2. Przemienos¢ dodawania wektoréw
U+ v=10+4u.
3. bacznos¢é dodawania wektorow
U+ (V+ W) = (4 + 7) + .
4. Istnieje wektor zerowy 0 taki, ze

0+a=1u dladowolnego 4.

5. Dla kazdego u istnieje wektor przeciwny w € V taki, ze
i+ = 0.
6. Zbior V jest zamkniety ze wzgledu na operacje mnozenia wektora przez

skalar
r-uevV.

7. Rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania skalarow

(r+s)-d=r-u+s-d.



8. Rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania wektorow
re(@4+v)=r-d+r-v.

9. lacznos¢ mnozenia
(rs)-i=r-(s-u).

10. 1.4 =u.

Analogicznie mozna okresli¢ przestrzestrzen wektorowa nad zbiorem liczb
zespolonych C.

Uwaga 1. Wektor zerowy 0 w przestrzeni wektorowej okreslony jest jedno-
znacznie. Dla dowolnego wektora « istnieje doktadnie jeden wektor przeciwny

—

w.
Podam teraz przyktady przestrzeni wektorowych.

Przyklad 1. Zbior
R" ={(z1, x9,..., x,), =z, €R, i=1,...n}
nad R z dziataniami okreslonymi nastepujaco
(T1, T2,y ) + (Y1, Y2, Yn) = (X1 + Y1, T2+ Y25, T+ Yn),
re(x1, Ta,y ..., Ty) = (ray, TTo, ..., TTy).
Jest przestrzenia wektorowa
Przyktad 2. Zbior funkcji
V={f:Q—-R}
z dziataniami dodawania i mnozenia przez skalar
(f +9)(x) = f(z) +g(x), (r-f)(z)=rf(r).

jest przestrzenia wektorows.

Definicja Podprzestrzeni wektorowej. Niech V' bedzie przestrzenig wek-
torowg nad R lub Ci U C V. Mowimy, ze U jest podprzestrzenia wektorowsa



przestrzeni V jezeli zbior U jest zamkniety na operacje dodawania wektorow
i mnozenia wektoréw przez liczbe tj. dla dowolnych w,v € U i dowolnego
reR (reC)

(1) u+velU, r-uel.

Inaczej moéwiac podprzestrzen wektorowa U jest przestrzenig wektorows z
tymi samymi dziataniami jak w V.

Uwaga 2. Niech U bedzie podzbiorem pewnej przestrzeni wektorowej V.
Chcac wykazac, ze U jest przestrzenig wektorowa z dziataniami takimi jak
w V', wystarczy sprawdzi¢ warunki (1) zamiast dziesie¢ punktéw z definicji
przestrzeni wektorowe;j.

Przyktad 3. Wykazaé, ze zbioér
U= {(r1,79,73) ER®*: 2y + 29+ 23 =0}

z dzialaniami jak w przestrzeni wektorowej R? jest przestrzenig wektorows.
Wystarczy pokazaé, ze dla dowolnych (z1, 22, 3), (y1,y2,ys3) € U i dowolnego
r € R spelione sg zaleznosci (1).

Poniewaz

(21,2, 23) + (Y1, Y2, ¥3) = (21 + Y1, T2 + Yo, T3 + ¥3),
i uwzgledniajac fakt, ze
T +2o+23=0, y1+y2+ys=0

mamy
T+ oty +a3+ys =0

co oznacza, ze suma dwoch wektorow z U nalezy do U. Poniewaz
7 (21, 2, 73) = (171, 722, 773)

i 21+ 29+23 = 0 wiec rxy +ras+rrs = 0. Stad wynika, ze r- (xq1, 29, 23) € U
i dla zbioru U zaleznosci (1) sa spelnione.

Przyktad 4. Wykazac, ze zbiér wielomianéw stopnia co najwyzej n
R,[z] = {angp"+an_1gjn—1 +-Famr+a: a€R, i=0,...,n}
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z dziataniami dodawania i mnozenia przez liczby rzeczywiste jest przestrzenia
wektorowa.

Poniewaz zbiér R, [z] jest podzbiorem przestrzeni wektorowe;

V ={f: R — R} wigc wystarczy pokazaé, ze zbiér R, [z] jest zamkniety na
operacje dodawania i mnozenia przez skalar.

Wynika to faktu, ze suma wielomianéw stopnia co najwyzej n jest wielomia-
nem stopnia co najwyzej n i iloczyn wielomian stopnia co najwyzej n przez
liczbe rzeczywista jest wielomianem stopnia co najwyzej n.

Przyklad 5. Wykazaé, ze zbiér rozwigzan réwnania rozniczkowego rzedu
n-tego o statych wspotczynnikach jest przestrzenia wektorows.
Zbiér V.= {f : R — R} z dzialaniami '+’ dodawania funkcji i ’-> mnozenia
funkcji przez skalar jest przestrzenia wektorows nad R. Niech

U={zt): apz™ )+ + an12'(t) + apz(t) = 0}

gdzie funkcje z(t) sa n-krotnie rézniczkowalne.

Poniewaz U C V wiec wystarczy pokazaé, ze zbior U jest zamkniety na
operacje dodawania i mnozenia przez skalar.

Niech z(t), y(t) € U uwzgledniajac , ze (x(t) + y(t))® = z®(t) + y®(¢) i
(r-z(t))® = r.2®(¢) mamy, ze x(t) +y(t) € U co koficzy dowdd przyktadu.

Liniowa niezaleznosé¢ wektorow.

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad R lub (C).
Definicja liniowej niezalezno$ci . Mowimy, ze wektory v, v3,...,v, € V
sg liniowo niezalezne jezeli

P10 4Ty Uttt U =0 < 11 =ry="---=1, =0.
Definicja span{vi, v3,...,0,}.
span{vi, U3, ..., 0pr ={ri1 -1+ 19 03+ +1p -V, T1,...7, € R}
Nietrudno pokazaé, ze span{vi, v3,...,v,} jest przestrzenia wektorowa.



Definicja generowania . Mowimy, ze wektory v, vs,...,v, € V generuja
przestrzen V jezeli dla dowolnego wektora v istnieja skalary rq, ..., r, takie,
7€

V=11 -0 +ry-03+ 41, Up.

Definicja bazy . Méwimy, ze wektory v1, v3,...,v, € V stanowig baze
przestrzeni V jezeli:

1. sa liniowo niezalezne
2. generuja przestrzen V

W przestrzeni wektorowej V' baza nie jest okreslona jednoznacznie, to znaczy
w danej przestrzeni wektorowej mozna okresli¢ wiele roznych baz.

Uwaga 2. Niech B = {v1, 03, ...,0,} bedzie baza przestrzeni V. Wtedy dla
dowolnego wektora ¥ istniejg liczby rq, ro, ..., 7, takie, ze

U=1rT1-U1+7T9-VUs+---+1,-Up.

Liczby rq, ro,...,7r, nazywamy wspolrzednymi wektora v w bazie B i be-

dziemy oznczaé [v]g = (r1,...,7,). Dla danej bazy wspoéhrzedne wektora

okreslone sg jednoznacznie.

Istotnie, przypusc¢my, ze istniejg inne liczby 71, 7o, ..., 7, takie, ze
U=7T1-U1+Tg U+ -+ 7Tp-Up.

Poniewaz

0=0—-0= (1 —r1) 01+ (Fo—13) - 05+ (T — T0) - Up,

wiec z liniowej niezaleznosci wektorow o3, 03, ..., v, mamy, ze wspolrzedne
7 — 1, ¢ =1,...,n sg rowne zero, co dowodzi jednoznacznosci wspotrzed-
nych. Stad wynika, ze odwzorowanie

Vaov—[tgeR”

jest wzajemnie jednoznaczne.

Przyklad 6. Zbior wektorow
(2) 01 = (1,0,1), v3=(0,2,1), v3 =(—1,1,0)

jest baza w przestrzeni.



1. Sprawdzamy liniowg niezaleznos¢.

Bierzemy kombinacje wektorow i przyrownujemy do zera
P U ATy Uy 4T U =0 = (0,0,0).
Stad
r1(1,0,1)+r2(0,2,1)+r3(—1,1,0) = (r1—r3, 2ra+7rs3,r1+1r2) = (0,0,0).
Stad otrzymujemy uktad réwnan

7’1—7“3:0
2rg + 13 =0
7“1+7’2:O

ktory posiada doktadnie jedno rozwigzanie zerowe tj. 1 = ro = r3 = 0.

https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+r_1-r_373D0, 2*r_
2%2Br_3%3D0, r_1%2Br_2%3D0

2. Sprawdzamy generowanie.

Bierzemy dowolny wektor ¢ = (x,y, z). Pokazemy, ze istnieja liczby
ri, T9, 13 takie, ze

U= (.%’, Y, Z) = T1(17 07 1)—|—T2(O, 2’ 1)+7"3(—1, 17 0) = (7’1 —Ts, 27"2—1—7’3, 7"1+7"2)-
Stad otrzymujemy uktad réwnan

rn —Tr3=2=x
2ro+rz3=y
N + 719 =2

Ktorego rozwigzaniem sa liczby
M =22—T—Y, To=T+Yy—2, r3=22—20—y.

https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+}5B}7Br_1-r_3%3Dx,
2xr_27,2Br_3%3Dy,r_1%2Br_2%3Dz}7D, /7Br_1,r_2,r_3%7D}%5D

Liczby te sa wspohrzednymi wektora o w bazie (2).

Baza kanoniczna w R".
Baza kanoniczng w R"™ nazywamy baze

B={ey, es, ....en}, gdzie e;=(0,...,1,...,0), i=1,...,n.

6


https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+r_1-r_3%3D0,2*r_2%2Br_3%3D0,r_1%2Br_2%3D0
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+r_1-r_3%3D0,2*r_2%2Br_3%3D0,r_1%2Br_2%3D0
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+%5B%7Br_1-r_3%3Dx,2*r_2%2Br_3%3Dy,r_1%2Br_2%3Dz%7D,%7Br_1,r_2,r_3%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+%5B%7Br_1-r_3%3Dx,2*r_2%2Br_3%3Dy,r_1%2Br_2%3Dz%7D,%7Br_1,r_2,r_3%7D%5D

W przestrzeni R? baze kanoniczng oznaczamy

B={i j, k} gdzie i=(1,0,0), j=(0,1,0), k= (0,0,1).

Definicja wymiaru przestrzeni wektorowej. Wymiar przestrzeni wek-
torowej okresla liczba wektorow bazowych i oznaczamy dim V'

Uwaga 3. Sa przestrzenie ktore maja wymiar nieskonczony np. zbior wie-
lomianéw dowolnego stopnia o wspdtezynnikach rzeczywistych R|[x]. Baza
kanoniczna tej przestrzeni jest zbiér funkcji

B={1,xz2* 2% ...}

Definicja liniowej zaleznosci zbioru funkcji

Méwimy, ze zbior funkcji  fi(t),..., f,(t) okreslonych na przedziale I C
R jest liniowo zalezny, jezeli istniejg state ¢q,...,c, nie wszystkie rowne
zero, takie ze ¢y fi(t) + -+ ¢ fu(t) =0, dla kazdego t €1 .

Definicja liniowej niezaleznosci zbioru funkcji

Méwimy, ze zbidr funkcji fi(¢), ..., f.(t) okreslonych na przedziale I jest
liniowo niezalezny jesli nie jest liniowo zalezny. Inaczej méwigce, rownosé
cfi(t)+--+cufu(t) =0 zachodzi dla kazdego t € I jedynie w przypadku,
gdy wszystkie wspotezynniki ¢;, @ =1,...,n sa rowne zero.

Twierdzenie 1.
ZAY.OZENIA: Zakladamy, ze funkcje fi(t),..., f,(t) okreslone na prze-
dziale I C R sa n —1 krotnie rézniczkowalne i wyznacznik

Si(t) Lty o falt)
fi(#) fat) o ()

J O It B

nie jest réwny zero przynajmniej dla jednego t z przedziatu I .
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TEZA:
Wtedy funkcje fi(t),..., fn(t) sa liniowo niezalezne. Powyzszy wyznacznik

bedziemy oznaczaé W([fi(t),..., fu(t)] 1 nazywa¢ Wronskianem, inaczej
wyznacznikiem macierzy Wronskiego.
DOWOD:

Dowod twierdzenia podamy w przypadku, gdy n = 2. Dla wickszych n
dowdd jest podobny. Zaktadamy, ze istnieje tg € I, dla ktérego

Wlfi(to), f2(to)] # 0.

Dla dowodu nie wprost zaktadamy, ze funkcje fi(t) 1 f2(t) sa liniowo za-
lezne. To oznacza, ze istnieja state c;, co jednoczesnie nie réwne zero takie,
ze dla kazdego t € I zachodzi réwnosé

(3) c1fi(t) +cafo(t) = 0.

Rézniczkujac stronami réwnos$é (3 ) dostajemy

(4) c1fi(t) + caf3(t) = 0.

Dla t =ty, z réwnosci ( 3 )1 (4 ) otrzymujemy uktad réwnan

c1fi(to) + c2f5(to)

{C1f1(t0) + c2fa(to) = 0
0

o niewiadomych ¢; i ¢, dla ktérego wyznacznik W/|fi(ty), fa(to)] # 0.
Zatem uktad ten posiada jedynie rozwiagzanie zerowe c¢; = 0 i ¢y = 0,
co jest sprzeczne z zatozeniem, ze c¢; i cp nie sa jednoczesnie réwne zero.
Oznacza to, ze funkcje fi(t) i f2(t) sa liniowo niezalezne.

Whniosek 1.
Jezeli funkcje fi(t),..., fu(t) sa n — 1 - krotnie rézniczkowalne na [ i sa
liniowo zalezne, to W([fi(t),..., fu(t)] =0, dla kazdego ¢ € I.

Uwaga 4.

Z tego, ze wronskian dla funkcji fi(t),..., fu(t) jest réwny zero dla kazdego
t € I nie wynika, ze funkcje fi(t),..., f.(t) sa liniowo zalezne. Na przyktlad:
funkcje fi(t) = t2, fo(t) = t|t| sa rézniczkowalne w R i W[fi(t), fo(t)] =
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0, dla kazdego t € R . Funkcje te sg liniowo niezalezne, poniewaz nie istnieje
c € R takie, ze fi(t) = cfa(t), dla kazdego t € R.

Przyktad 7. Pokazaé, ze funkcje fi(t) = t, fo(t) = sint, f3(t) = cost sa
liniowo niezalezne. Liczymy wronskianin W[fi(t), fa(t), f3()]:

fi(t)  fo(t)  f3(t) t sint  cost
WIfi(t), f2(8), fs(O)] = | fi(t)  fo(t) [5(t)|=|1 cost —sint|=—t.
) fY) fE) 0 —sint —cost

https://www.wolframalpha.com/input/?i=Wronskian}5B%7Bt, sin+t, cos+
t%7D, t%5D
Poniewaz wronskianin jest r6zny od zera wiec funkcje sa liniowo niezalezne.

Zmiana bazy

Rozwazmy nastepujacy problem. Jezeli ¢/ jest wektorem w skoniczenie wymia-
rowej przestrzeni V' i jezeli zmienimy baze w V' z bazy B na baze B’ to jaka
jest zalezno$¢ miedzy wspétrzednymi [0]5 1 [U]s.

Niech V- bedzie przestrzenia wektorowa skonczenie wymiarowa i niech

B = {vi,...,v0,} bedzie stara baza i niech B’ = {¢7',...,v,'} bedzie nowa
baza w V.

Poniewaz dla kazdego i =1,...,n
C1i
(5) we=|" .
Cni
wiec
(6) 0 = C1507 + CoiU% + -+ + Cpitp.

Niech ¢~ bedzie dowolnym wektorem z V' i niech

!
Ly
/
Lo

(7) W =1 "1,


https://www.wolframalpha.com/input/?i=Wronskian%5B%7Bt,sin+t,cos+t%7D,t%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=Wronskian%5B%7Bt,sin+t,cos+t%7D,t%5D

(8) [0l =

Z (6) i (7) mamy

=Y

— /] =/ / — — — / — — —
U=x101 + ...+ 2,0, = 21 (ct10] + 103 + - - + 1) + - - + 2, (C1a07 + C2n02 + - - + Cun )

=(zhenn + - F ) 4 -+ (@ + o+ 2 Con) U

7, drugiej strony
U =201 + ...+ xp0,.

Zatem
T ey + -+ ey,
(9) L= :
T, e + -+ T Can
Niech
C11 C12 Cin
Co1  C22 Con
P = ]
Chl1 Cpn2 ... Cpp

Wtedy zaleznos¢ (9) mozna zapisa¢ nastepujaco:

T Ci1 Cl2 ... Cin €Ty
/
i) Co1 Co9 ... Copn Lo
/
Tn Chl1 Cn2 ... Cpn Xy,
lub krocej
(10) [0l = P - [V]s,

Macierz P nazywamy macierzg przejécia z bazy B’ do bazy B. I bedziemy
oznacza¢ Pg 5. Kolumnami macierzy Pg .5 sa kolejno wspotrzedne wekto-

row [01]s, [09]B, vy [00]5-

Uwaga 5. Poniewaz wektory {v7', ..., v;’} sa liniowo niezalezne wiec réwniez
, —/ 7 .. . .
wektory wspétrzednych {[01']g, ..., [v5']s} sa liniowo niezalezne co oznacza,

10



ze kolumny macierzy Pz 5 sa liniowo niezalezne. Stad wynika, ze rzad ma-
cierzy Ppg_.p jest rowny n i macierz Pg g jest odwracalna.

Macierz odrotna do Pg _p jest macierza przejécia z bazy B do bazy B’ i
bedziemy oznaczaé Pg_.p . Stad

(11) [0]s: = Pp—p - [U]3-

Algorytm wyznaczania macierzy przejscia Pz _.p dla wektorow w
R™.

Niech B = {v1,...,v;} bedzie starg baza w R" a B’ = {vi’,..., v} bedzie
nowa baza w R". Definiujemy macierz

(12) [nowa baza | stara baza|

kolumnami tej macierzy sg wspotrzedne wektoréw bazowych.
Wykonujac operacje elementarne na wierszach (mnozenie wierszy przez licz-
be, dodawanie wierszy i odejmowanie wierszy) na macierzy (12) przeksztal-
camy ja do postaci:

[ | Ps—p],

gdzie I jest macierzg jednostkowa.

Uwaga 6. Niech B = {1, ..., 4, } bedzie dowolna baza w R" a kL = {é7,...,¢€,}
bazg kanoniczna w R™. Dla dowolnego wektora v € R™ istniejg jednoznacznie

okreslone wspohrzedne (21, ), ..., 2),) w bazie B
— ] — ;] -

(13) U=xiv] + ...+ 2,0,
Niech

T C1i

o) . Coi .

[’U]IC: . 9 [Ul]’C: . 5 Zzl,...,n.
Tn Cni

Zalezno$¢é (13) mozemy zapisaé¢ nastepujaco:

X1 C11 Cin €11 C2 ... Cip Xy

/

L2 , | C21 ;| C2n C1 C22 ... Cop Ly
— xl . + “ e + In . —

/

T Cnl Cnn Chl Cp2 ... Cpp Xy,
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Stad wynika, ze macierz przejscia z bazy B do K ma postaé

€11 Ci2 ... Cip
PBH’C _ C21 6?2 oo Cop
Ch1 Cp2 ... Cpp
Kolumny tej macierzy sa wspotrzednymi wektoréw {ov7,...,v,} w bazie ka-

noniczne;j.

Uwaga 7. Niech B = {v1,...,v,} i B = {v1,...,9,'} beda bazami w R".
Wtedy macierz przejscia z B do B mozna wyznaczy¢ nastepujaco:

(14) PB—>B’ = PBT/I_JC : PB—)]C

gdzie macierze Pg_.x i Pg_x wyznaczamy jak w Uwadze 6.
Dowdd. Niech v bedzie dowolnym wektorem w V. Poniewaz

(15) [V]x = Ppr—x - [V]p

(16) [t = Ps—x - [U]s

wiec z (15) mamy

(17) 0] = Pgl - [0k

Podstawiajac do (17) zaleznos¢ z (16) dostajemy
[0l = Pglc - Po—x - [U]s.

Stad wynika, ze macierz przejscia z B do B’ jest okreslona zaleznoscig (14).

Przyktad 8. Rozwazmy bazy B = {vi, v3} i B' = {0}, v3'} w R? gdzie

L2\ L (4 o, (1 ., (-1
i (3)a(B) - () - ()

1. Zmalezé¢ macierz przejscia z B do B'.

2. Zmalez¢ macierz przejscia z B’ do B.
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3. Policzy¢ wspotrzedne wektora [w]s gdzie

oo ()

4. Policzy¢ wspotrzedne wektora [w]p.

Rozwiazanie.
Ad.1.
W tym przypadku B jest starg baza a B’ nowa baza

1 -1 | 2 4
[nowa baza | stara baza]—<3 12 _1).

Wykonujac przeksztalcenia elementarne na powyzszej macierzy otrzymamy

1 -1 2 4 —3WiWs 1 -1 | 2 4 %KQ
3 —1 2 —1 0 2 | -4 -13

|
|
1 -1 | 2 4 WQiW110| 0 -
0o 1 | -2 -1 01 | —2 B

2

0 _5
PBHB’ = (_2 _123> .

2

o[l

Zatem

Macierz ta mozna réwniez wyznaczy¢ korzystajac z zaleznosci (14). W na-

szym przypadku
1 -1 2 4

-1
1 -1 2 4 0o -2
_-— . — 2
fhos (3 —1> (2 —1> <—2 —1§> |
https://www.wolframalpha.com/input/?i=inverse (%7B%7B1,-1%7D,%7B3,
-1%7D%7D) . %7B%7B2,4}%7D, %7B2,-1/7D%7D

Ad.2.
W tym przypadku B’ jest stara bazg a B nowa baza

2 4 | 1 -1
2 -1 | 3 —-1)°

Zatem

[nowa baza | stara baza| = <
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=inverse(%7B%7B1,-1%7D,%7B3,-1%7D%7D).%7B%7B2,4%7D,%7B2,-1%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=inverse(%7B%7B1,-1%7D,%7B3,-1%7D%7D).%7B%7B2,4%7D,%7B2,-1%7D%7D

Wykonujac przeksztatcenia elementarne na powyzszej macierzy otrzymamy

2 4 | 1 -1\ wagwe (2004 | 1 —1) wajz waps
2 -1 | 3 -1 0 -5 | 2 0

12| 5 -3 —2awaywy (10| Bl

01 | =% 0 01 | =2 0)

Zatem
13

_1
Psg_p=1|"1 2.
Macierz ta mozna réwniez wyznaczy¢ korzystajac z uwagi 5. W naszym przy-
padku
. A 131
f%wZB%H:( %) :<% 2)
-2 =3 - 0

https://www.wolframalpha.com/input/?i=inverse’,7B%7B0, -5%2F2/7D,
%7B-2,-132F2%7D77D
Ad.3.

Poniewaz

zatem 7z (11) mamy zaleznosé

(18) [W]g = Pcg - [W]k.

2 4
pea= (2 )
Uwzgledniajac fakt, ze

-1
_ 2 4 L2
fk~62=f%fm:=:<2 _1> = <? _f1>
5 5

https://www.wolframalpha.com/input/?i=inverse’,7B},7B2,4%7D, %7B2,

-1%7D%7D
-5/ \/9 5

zaleznosé (18) ma postaé
https://www.wolframalpha.com/input/?i=/7B%7B1%2F10, +2%2F5%7D, +
7TB1%2F5, +-1%2F5/7D%7D. %s7B%7B3%7D, /s /B-5%47D%7D

7 uwagi 6 mamy

(s = Pres - [l = (

O’!\HE‘H
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=inverse%7B%7B0,-5%2F2%7D,%7B-2,-13%2F2%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=inverse%7B%7B0,-5%2F2%7D,%7B-2,-13%2F2%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=inverse%7B%7B2,4%7D,%7B2,-1%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=inverse%7B%7B2,4%7D,%7B2,-1%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=%7B%7B1%2F10,+2%2F5%7D,+%7B1%2F5,+-1%2F5%7D%7D.%7B%7B3%7D,%7B-5%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=%7B%7B1%2F10,+2%2F5%7D,+%7B1%2F5,+-1%2F5%7D%7D.%7B%7B3%7D,%7B-5%7D%7D

Wektor « w bazie B mozna zapisa¢ nastepujaco

W= ——01 + =0s.
10" "57

Ad 4.

Poniewaz

—

[W]p = Ps—p - [W]B

wiec z punktu 1 i 3 mamy

oo (% - ()

https://www.wolframalpha.com/input/?i=%,7B%7B0,-5%2F2%7D, %7B-2,-13%
2F27,7D%7D . % 7B} 7B-17%2F10%7D, %, 7B8%2F5%7D%7D
Wektor o w bazie B’ mozna zapisaé¢ nastepujaco

— —/ —/
w = —4v, — Ty .

Odwzorowanie liniowe.

Definicja odwzorowania liniowego. Odwzorowanie L : V. — W jest li-
niowe jezeli V' i W sa przestrzeniami wektorowymi i spelnione sg nastepujace
warunki:

L(vy +v9) = L(vy) + L(vy), L(A-v)=X-L(v)
dla dowolnych vy, vo, v € Vi XA € R.

Definicja jadra. Jadrem odwzorowania liniowego nazywamy zbior:

ker L={veV: L(v)=0}.
Jadro jest podprzestrzeniag wektorowa przestrzeni V. Istotnie dla dowolnych
vy, Vg € ker L, L(vy +v2) = L(vy) + L(vy) = 01 dla dowolnegov € Vi A € R,

L\ -v)=X-L(v) =X-0=0. Zatem ker L jest podprzestrzenia wektorowa
przestrzeni V.

Definicja obrazu. Obrazem odwzorowania liniowego nazywamy zbior:

imL={weW: istniejev €V, L(v)=w}.
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=%7B%7B0,-5%2F2%7D,%7B-2,-13%2F2%7D%7D.%7B%7B-17%2F10%7D,%7B8%2F5%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=%7B%7B0,-5%2F2%7D,%7B-2,-13%2F2%7D%7D.%7B%7B-17%2F10%7D,%7B8%2F5%7D%7D

Obraz jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni W. Istotnie dla dowolnych
wy, we € im L istnieja vy, vy € V takie, ze L(vy) = wy, L(vy) = we stad
wynika, ze L(vy + vg) = L(vy) + L(ve) = wy + wy, zatem wy + wy € im L.
Analogicznie dla w € Wi A € R istnieje v € V : L(v) = w stad
L(A-v)=A-L(v) =X w, zatem \-w € im L co konczy dowdd, ze im L jest
podprzestrzenia wektorowa przestrzeni W.

Uwaga 8.

1. Jezeli ker L = {0} to odwzorowanie L- jest r6znowartosciowe i nazywa-
my je monomorfizmem.

2. Jezeli im L = W to odwzorowanie L- jest na caty zbior W i nazywamy
je epimorfizmem.

3. Jezeli ker L = {0} i im L = W to odwzorowanie L- jest wzajemnie
jednoznaczne i nazywamy je izomorfizmem.

4. Odwzorowanie liniowe L : V' — V- nazywamy endomorfizmem.

Definicja macierzy odwzorowania liniowego. Jezeli V' i W sa skoniczenie
wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi w ktérych mamy bazy:

BV:{Ul,...,Un}, BW:{wl,...,wk}.
Wartosci L(vy), . .., L(v,) mozna zapisa¢ w bazie By nastepujaco:

L(Ul) = a11Wy + a9 Wo + - -+ + QR Wi
L(vg) = ajpwy + agws + -+ - + apowy

L(v,) = a1pwy + agnwa + -+ - + appwy,

Macierz
ay; ai2 ... QAip
21 A92 ... QA2
A= | .
Q1 A2 ... Qgp

nazywamy macierzg odwzorowania liniowego w bazach By i Byy.

16



Uwaga 9. Jezeli dla dowolnego wektora v € V/

€ U1
T2 Y2
[v]s, = o L)y = | .
Tn Yk
wtedy
Y1 @11 a2 ... Qi T
Y21 | G21 G2 ... d2p T2
Yk ag1 Qg2 ... GQgp Tn
Uwaga 10.

Jezeli odwzorowanie L : V' — W jest izomorfizmem a przestrzenie wektorowe
V i W sg skoriczenie wymiarowe to macierz odwzorowania odwrotnego
L=': W — V jest macierza odwrotng do macierzy odwzorowania L.

Jezeli U, V i W sg przestrzeniami skonczenie wymiarowymi z bazami By, By
i By i odwzorowania liniowe

L:U—-V, T:V-W

maja odpowiednio macierze A i B. Wtedy ztozenie tych odwzorowan
TolL:U— W mamacierz C = B - A.

Przyktad 9. Przyktady odwzorowan liniowych.
1. L: R3 — R* gdzie

L(l’l, T2, 1’3) = (1’1 -+ I3, T1 — 2$2 + Ty, To + 2%’3 — Ty, T2 + 21’3)

2. Niech V ={f: R — R, dowolnie razy rézniczkowalne} i niech

L:Va>f—feV
3. Niech V. ={f: [a, b] — R, ciagle} i niech

b
L:Vaf—>/ f(z)dz € R.

17



Przyklad 10. Niech L : R?* — R? bedzie odwzorowaniem liniowym okreslo-
nym nastepujaco:

L(zy, x9, x3) = (x1 + 22 + 3, —21 + X2, 229 + X3).

Dla odwzorowania L wyznaczy¢ ker L, im L i macierz odwzorowania w ba-
zach kanonicznych.

1. Wyznaczamy ker L.
ker L = {(1’1, o, $3) . L(ZL’l, T2, $3) = ($1—|—ZL'Q+ZL'3, —X1+Z2, 2I2—|—£B3) = (0,0, 0)}
Otrzymujemy uktad réwnan:

1 +x2o+23=0
—l’1+$2:0
2352—1—953:0

Uktad ten rozwiazemy metoda Gaussa:

1 11 ] 0 111 0

~1 10 | of™E%0 21 | of "M
0 21 | 0 02110
1110

02110

000 | 0

Poniewaz rzad macierzy uktadu jest rowny rzedowi macierzy uzupet-
nionej i wynosi 2. Wiec uktad posiada nieskonczenie wiele rozwigzan
zaleznych od jednego parametru, za parametr przyjmujemy zs. Ukltad
rownowazny naszemu uktadowi ma postac :

{J]1+ZE2+J]3:O

21’2 + T3 = 0
Stad
1
To = —5953, T = —To2 — T3 = —§$3
Zatem
1 1 1 1
ker L = {(—§x3, — 5T r3), 3 € R} = {(—5, ~3 s, x3 € R},

Wymiar jadra jest rowny jeden bo jest generowane przez jeden wektor.

18



2. Wyznaczamy imL.
imL = {(wy, wy, w3) : L(x1, T2, x3) = (x1+22+x3, —T1+x2, 2x9+13) = (W1, W, w3)}.
Otrzymujemy uktad réwnan:
1+ 29+ T3 =w
—X1 + To = Wo

2.1‘2 + x3 = ws

Musimy okredli¢ dla jakich (wq, wy, ws3) uklad posiada rozwiazanie ze
wzgledu na (21, 2, x3). Bedziemy rozwiazywaé ten uktad metoda Gaus-
sa

1 11 | w 111 | wy

—1 10 | w|"E™ 02 1 | wtw]| "™
0 2 1 | uws 021 | s

111 | wy

02 1 | wy + wo

0 0O | W3 — W1 — W2

Uktad ten bedzie posiadat rozwiazanie, jezeli rzad macierzy uktadu
bedzie réwny rzedowi macierzy uzupetnionej. Poniewaz rzad macierzy
uktadu jest rowny dwa to rzad macierzy uzupetnionej bedzie dwa gdy

W3 — W1 — Wy = 0.
St@d Ws = Wi + Wo 1
imL = {(wy, wa, wi+ws) = (1,0, 1)w1+(0,1,)wy  gdzie wy,wq € R}.

Wymiar obrazu jest réwny dwa bo jest generowany przez dwa liniowo
niezalezne wektory (1,0,1) i (0,1,1).

3. Wyznaczamy macierz odwzorowania.

Macierz odwzorowania wyznaczymy przy zatozeniu, ze baza w R? jest
kanoniczna tj. B = {e; = (1,0,0), ex = (0,1,0), e3 = (0,0,1)}.

L(ey) = arie1 + azies + agres = (aqy, asy, as)
L(es) = ajaeq + ages + agaes = (a1, as, ass)

L(es) = aize1 + agses + agzes = (a3, ags, ass)

Poniewaz L(e;) = (1,—1,0), L(e2) = (1,1,2), L(es) = (1,0, 1).
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Wiec
apn =1,a =—1,a31 =0, a2 =1, a2 =1, az2 = 2, a13 = 1, a3 = 0, ag3 = 1.
Zatem macierz odwzorowania A ma postac

1 11
A=1-1 10
0 21
Uwaga 11. Macierz przejscia. Niech B = {vy,...,v,} bedzie dowolng
bazg w R" a K = {ey,...,e,} baza kanoniczna w R".

Rozpatrzmy odwzorowanie identycznosciowe z przestrzeni R™ z baza B do
przestrzeni R" z baza K bedziemy to zapisywaé nastepujaco:

id: (R", B)sv—ve (R K).

Jest to przeksztalcenie liniowe, wyznaczymy jego macierz.
Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:

UZ‘:(CM,...,CW;), 61‘:(0,...,1,...,0), i:1,2,...,n.

Wyznaczamy macierz odwzorowania:

id(vl) = (CH, Ce ,Cnl) = C11€1 4+ ...+ Cn1€n
id(?)g) = (012, e ,Cng) =cp9e1 + ...+ Cn2€n
id(vy) = (Ciny -+ Can) = C1n€1 + - . + Canén

Zatem macierz tego odwzorowania P ma postac

Ci1 Ci2 ... Cin

Co1 Co29 ... Copn
P =

Chl1 Cpn2 ... Cpp

i jest taka sama jak macierz Pg_x w uwadze 6.
Stad wynika, ze macierz przejscia z jednej bazy do drugiej jest to macierz
odwzorowania identycznosciowego.
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Przyklad 11. Niech L : R? — R3 bedzie odwzorowaniem liniowym okreslo-
nym nastepujaco:

L(z1, z3) = (z1 + 229,21 — X9, T1).

Wyznaczy¢ macierz tego odwzorowania przyjmujac, ze w R? mamy baze
By ={u1 = (1,1), ug = (1,-1)}
aw R3 baze
By = {v; =(1,1,1), v, = (1,1,0), v3 = (1,0,1) }.
Odwzorowanie
L: (R* B)) — (R? By)
mozna zapisa¢ jako ztozenie nastepujacych odwzorowan.
(R, B) 4 (R%, K1) & (R?, ko) 2 (R?, By)

gdzie K; jest baza kanoniczng w R? a Ky jest bazg kanoniczng w R3.
Odwzorowanie id; ma macierz

1 1
Poi e = (1 -—1)

a macierz odwzorowania ids jest nastepujaca

11 1\N' /0 0 1
Pe,op,=Pgle,=[1 10 =[0 1 -1
100 1 -1 0

https://www.wolframalpha.com/input/?i=inverse’7B}%7B1,1,1%7D,%7B1,
1,0%7D,%7B1,0,0%7D%7D

Wyznaczymy teraz macierz odwzorowania L : (R?, K;) — (R3, Ky) ktéra
bedziemy oznaczaé A’

L<61) = (1, 1, 1)) = 161 + 162 + 163
L(SQ) = (2, —1,0) = 261 - 162 + 063

zatem

2

-1

0
R? B;) — (R3, By) przez A. Poniewaz
jest ztozeniem odwzorowan

A=

N e

Oznaczmy macierz odwzorowania L :
odwzorowanie L : (R?, B;) — (R3, By

~—
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=inverse%7B%7B1,1,1%7D,%7B1,1,0%7D,%7B1,0,0%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=inverse%7B%7B1,1,1%7D,%7B1,1,0%7D,%7B1,0,0%7D%7D

1. Zd1 . (RQ, Bl) - (R27 ’Cl)7
2. L: (R?, K;) — (R?, Ky),
3. idy : (R?, Ky) — (R?, By)
Macierz A jest rowna iloczynowi macierzy tych odwzorowan
0 0 1 1 2 11 1 1
A=[(0 1 —1-1—1-(1 _1>: -1 1
1 -1 0 10 3 =3

https://www.wolframalpha.com/input/?i=7%7B%7B0,0,1%7D,%7B0,1,-17
7D,%7B1,-1,0%7D%7D.%7B%7B1,2%7D, %781, -1%7D, %7B1, 0%7D%7D . %7B%7B1,
1%7D, %7B1,-1%7D%7D

Iloczyn skalarny.

Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa nad R i okreslone jest odwzorowanie
<,> VxV =R
takie, ze dla dowolnego u, v, w € V' i k € R spelnione sg warunki:
1. <u+v,w>=s<u,w>+<v,w>
2. < ku,w>=k<u,w>
3. <u,v>=<v,u >
4. <u,u>201 <u,u>=0 wtedy i tylko wtedy gdy u = 0.

Odwzorowanie < , > nazywamy iloczynem skalarnym.

Norma wektora.
W przestrzeni wektorowej V' w ktorej okreslony jest iloczyn skalarny definiuje

sie norme wektora
]| = V<wv,v>.

Uwaga 12. Norma w V speklia nastepujace warunki:
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=%7B%7B0,0,1%7D,%7B0,1,-1%7D,%7B1,-1,0%7D%7D.%7B%7B1,2%7D,%7B1,-1%7D,%7B1,0%7D%7D.%7B%7B1,1%7D,%7B1,-1%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=%7B%7B0,0,1%7D,%7B0,1,-1%7D,%7B1,-1,0%7D%7D.%7B%7B1,2%7D,%7B1,-1%7D,%7B1,0%7D%7D.%7B%7B1,1%7D,%7B1,-1%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=%7B%7B0,0,1%7D,%7B0,1,-1%7D,%7B1,-1,0%7D%7D.%7B%7B1,2%7D,%7B1,-1%7D,%7B1,0%7D%7D.%7B%7B1,1%7D,%7B1,-1%7D%7D

L. |lv|| = 0, |Jv|| = 0 wtedy i tylko wtedy gdy v = 0

2. [kvll = [K[[lv]]

3. Mlu+vll < flull +lvll.

Kat miedzy wektorami.
<u,v >

COS QN = ———0.
i

Przyklady przestrzeni wektorowych z iloczynem skalarnym.

1. Przestrzen Euklidesowa R™. Dla u = (ug,...,u,) i v(v1,...,0,)

< U,V >= UV + + - - + UpUp.

2. Cla,b] ={f : [a,b] — R ciagte}, dla f, g € C[a, D]

<fg>= [ fog

Ortogonalno$é. Niech V' bedzie przestrzenia wektorowa z iloczynem ska-
larnym <, >. Méwimy, ze wektory u, v € V sa ortogonalne (prostopadte)

jezeli < u,v >=0.

Przyktad 12.
1. V=R u=(1,1,1),v=(1,2,-3) eV
<u,v>=1-14+1-2+1-(=3)=0.

2. V. =C|[—m,n], sint, cost € V

T 1
< sint, cost >= / sint - costdt = 2 (sin2(7r) — sin2(—7r)) =0.
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Podprzestrzenie ortogonalne. Niech V' przestrzen wektorowa z iloczynem
skalarnym < , >, S dowolny podzbior V. Definiujemy nastepujacy zbior:

St={veV:<uv>=0 dlakazdego uc S}.

Pokazemy, ze S+ jest podprzestrzenia wektorowsa przestrzeni V. Wystarcze
pokazac, ze zbior ten jest zamkniety na operacje dodawania i mnozenia przez
skalar. Niech v, w € S+ i k € R. Wtedy

<vtw,u >=<v,u>+ <w,u>=0, < kv,u>=k <v,u>=0 dla kazdego u € S}

co konezy dowdd, ze St jest podprzestrzenia wektorows przestrzeni V.

Twierdzenie 2. Jezeli W podprzestrzen wektorowa przestrzeni wektorowej
V' z iloczynem skalarnym < , >. Wtedy przestrzen V' mozna przedstawi¢
jako sume prosta podprzestrzeni W i W+:

V=WeW={veV: v=wtw" glzecwe W, w" e W}, WnWw ={0}.

Baza ortogonalna i ortonormalna.

Méwimy, ze zbiér wektoréw {uq, ..., u,} w V jest baza ortogonalna jezeli
jest baza w przestrzeni V' i spelniony jest warunek:

<wu,u; >=0 dla @ #7.

Méwimy, ze zbiér wektoréw {uq, ..., u,} w V jest baza ortonormalna jezeli
jest baza w przestrzeni V' i spelniony jest warunek:

1 dla i=j

< U, Uj >= 6ij gdzie 61‘]’ = { 0 dla i 7£ j

i flwll=1,i=1,...,n.
Rzut wektora v w kierunku wektora w bedziemy oznaczaé proj(v,w) :

T <v,w >
roj(v,w) = ——— - w.
Projie, < w,w >
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Twierdzenie 2. Jezeli {us, ..., u,} - baza ortogonalna w V', to dla dowol-
nego v € V mamy

<v,up > <V, Up >
rv:i.ul_i_..._i_i.un.
< U, Uy > < Uy, Uy >

W przypadku bazy ortonormalnej mamy zaleznos¢:

V=<0U,U; > U+ <V, Uy > Uy,

Twierdzenie 3. Ortogonalizacja Grama-Schmita. Niech {vq, ..., v,}
bedzie dowolna baza w V. Istnieje {wy, ..., w,} - ortogonalna baza w V
okreslona nastepujaco:

w1 = V1
< Vg, W1 >
Wy = Vg — ——————— - Wy
< wi,wy >
< v3,wyp > < V3, Wq >
< wi,wp > < Wg, Wq >
< Uy, Wy > < Upy Wyg >
Wy =Vp — ——————— Wy — =+ — CWp_1.
<wp,wy > < Wp—1, Wp—1 >
Aby otrzymaé baze {uy, ..., u,} ortonormalna nalezy wektory w; podzieli¢
przez ich norme
1 ‘
U =——- w;, t=1,...,n.
[[will

Przyktad 13. Niech V' = R]t] bedzie przestrzenia wielomianéw okreslonych
na przedziale [—1, 1] w ktorej okreslony jest iloczyn skalarny

< J0.9t)>= [ 7)) ar

-1

Niech W = Ry[t] bedzie zbiorem wielomianéw stopnia co najwyzej drugie-
go, wyznaczy¢ baze ortogonalng w W. Bazg kanoniczng w przestrzeni W sa
wektory {ei(t) = 1, es(t) = t, e3(t) = t*} zastosujemy teraz metode ortogo-
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nalizacji Grama-Schmita:

filt) =e(t) =1

B <e(t), filt) > PR L U
Rl =t = ey pw s M= s e
B < es(t), fi(t) > _ <es(t), fot) >
e AN AC RN AONAD IR
2 m 1— M t =12 — 2/3 l—i t = ¢2 1
Jt11dt ftetdt 2 2/3 3
Baza ortogonalna w W ma postaé
(A =1 A=t KO =F-3 1

Chcac otrzymaé baze ortonormalng mnozymy funkcje f1(t), fo(t), f3(t) przez
odwrotnos¢ ich norm:

) ] . 1 . 1
fi(t) = mfl(t)7 fo(t) = mfz(t)a f3(t) = mf:’)(t)‘

Uwaga 13. Wektory ortogonalne rézne od zera sa liniowo niezalezne. Istot-
nie, niech § = {wy,...,v,} bedzie zbiorem wektoréw ortogonalnych réznych
od zera. Niech

(19) k1u1+k‘1u1—|—+k’nun:0

Bierzemy iloczyn skalarny wektora z (19) z wektorem wu;:
n n
0=<0,u; >=< Zl{] cUj, Uy >= Zk] < Uj, Uy >= k’z < Ui, U; >= k’l . ||UZ||

Poniewaz ||u;|| # 0 wiec k; = 0 co dowodzi, ze wektory z S sa liniowo nieza-
lezne.

Uwaga 14. Dla wektorow ortogonalnych zachodzi prawo Pitagorasa:
lor + -+ vall* = flol* 4 - + Jvall*.
Istotnie

g+ v =< v+ v, v v >=E< U, U > e < Uy, U >

+Z < U, Uj >=< U, U > + -+ < vy, v, >= ||U1||2 + -+ ||Un||2
i#£]
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Twierdzenie 4 o najlepszej aproksymacji. Niech W bedzie podprze-
strzenig wektorowa przestrzeni wektorowej V' z iloczynem skalarnym <, >

i niech Sy = {wy,...,w,} - baza ortogonalna W. Dla dowolnego v € V
definiujemy
< v,w; >
cg=—-—.
< Wi, W; >

Wtedy dla dowolnych liczb ky, ..., k., mamy
o3 ec il < o= 3 k-l
Czyli najblizej wektora v w przestrzeni W jest wektor
ZT: Ci - W;.
i=1

Dowéd. Wektor v — 377 ¢; - w; jest ortogonalny do kazdego z wektorow
wj, 7 =1,...,7. Istotnie

<U—Zci~wi,wj > =<v,w; > —ZCZ" < W, W >=<V,wW; > —¢; < Wj,W; >
=1 =1

<v,w; >
=<v,w; > ————— < wj,w; >= 0.
< wj,w; >
Stad wynika, ze wektory
T T
v — ZCZ‘ - Wy, Z(Cl — k:l)wl
i=1 i=1

sg ortogonalne. Z wtasnosci Pitagorasa mamy
Hv - Zk w%HQ = Hv - ch W; +Z ; — ki w%HQ = Hv - ch wZHQ
=1
+||Z wil* > IIU—ZCi'wz‘II2-
i=1

Przyktad 14. Niech V' = R]t| bedzie przestrzenia wielomianéw okreslonych
na przedziale [—1, 1] w ktorej okreslony jest iloczyn skalarny

< J0.9t)>= [ 7@ -glt)ar

-1
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Niech W = Ry[t] bedzie zbiorem wielomianéw stopnia co najwyzej drugiego
z bazg ortogonalng

(RO =1, B0 =t Sl =£-3 }

wyznaczona w przykladzie (13). Dla wielomianu g(t) = ¢* + t* — 1 znalez¢
najblizszy wielomian w(t) € W (w normie okreslonej przez iloczyn skalarny
w V).

7 twierdzenia 4 najblizszym wielomianem jest wielomian:

w(t) =c1- fi(t) +co- fot) +c5 - f5(1)

gdzie
Lo SO AW > <gf) > <o) f(0) >
< fi(t), fr(t) >’ < fa(t), fa(t) >’ < f3(t), fa(t) >
Poniewaz
1 o 4
= B+t —Ddt=—+——t]L, ==
<ghi>=[ E+f-Ndt="+5 -t =3
1 ottt 2 2
= B+t —Dtdt=—+—— — |1, ==
1 1 o vt 4 22
< >= | P+ -dt=—+—— = —t*|', ==
1
< fi, f1 >:/ dt:t|1_1:2
-1
1 3 2
< >= | tdt=—1, =2
foufo>= [t =]t =2
1 1 1 2 1 4
< >S= [ B—)P—-)dt=—— P+t = —.
Zatem
2 3 11
61_37 02_57 C3 =
wiec
2 3 11 1
H=Z+—-t+—-(—2).
wit) =g+ttt -3)

Wartosci wlasne odwzorowan liniowych.
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Niech V- bedzie przestrzenia wektorowa i niech L : V' — V bedzie odwzoro-
waniem liniowym.

Definicja. Mowimy, ze A jest wartoscia wlasng odwzorowania L jezeli istnieje
A € C, ze rownanie:

L(v)=X-v

ma niezerowe rozwiazanie.

Uwaga 15. Zbior
Vw={veV: Lv)=X v}

jest podprzestrzenia wektorowa przestrzeni V.
Istotnie, jezeli uq, vy € V) to

L(U1+U2):L(U1)+L(U2):)\U1+)\UQ:)\(U1+UQ>

wiec uy + us € V).
Jezeliu e V) ik e C to

Lk-u)=Fk- -L(u)=X-(k-u)

wiec k- u € V). Zatem V) jest podprzestrzenia przestrzeni wektorowej V.

Uwaga 16. Niech V bedzie skonczenie wymiarowa przestrzenia wektorowsa
nad C z baza B = {v1,...,v,} i niech A bedzie macierza odwzorowania L w
bazie B.

Jezeli \ jest wartoscia wtasna odwzorowania L a wektor v oddpowiadajacym
jej wektorem witasnym to \ jest wartoscig wlasng macierzy A:

A-[vls=X-[v]s

gdzie [v]p jest macierza jednokolumnowa wspotrzednych wektora v w bazie
B.

Stad wynika, ze wyznaczanie watrosci wtasnych i podprzestrzeni wtasnych
odwzorowania liniowego L jest rownowazne wyznaczaniu warto$ci wlasnych
i podprzestrzeni wtasnych macierzy tego odwzorowania.

Dowdd. Niech

L1 ai; a2 ... Qin

T as1 @ .a
(19)  Lw)=Ar-v, [ls=|"|, a=|. 7 o

Tn a1 Qg2 ... Qkn
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Poniewaz
(20) V=210 4+ Ty Uy

wiec z liniowosci odwzorowania L, (19) i (20) mamy
(21)
L(v) =x1L(vy) + -+ + xp,L(vy) = x1(a1101 + « - - ap1vn) + - + 21(@n1v1 + -+ - Qpnvy)

= (zran + -+ Tpa1n)v1 + -+ (T10p1 + - - F TpGp1)Up.

Z pierwszej rownosci w (19) 1 (21) poréwnujac wspoétezynniki przy wektorach
bazowych dostajemy uktad réwnan

Tia11 + Tatrz + -+ Tpaiy, = AT
10921 + L2029 + -+ Tndop — )\1’2

T10p1 + Lalpo + + - + Tplnn = Ay
Przenoszac wszystko na lewa strone otrzymamy uktad

z1(a1r — A) + z2a12 + - + a1, =0
T1a91 + xTo(age — A) + -+ + zpa9, =0

T1An1 + Tolng + +++ + Tp(apn — A) =0
Uktad ten mozna zapisa¢ nastepujaco
T
4
(A—=X)- X =0, gdzie X =

Tn

Stad wynika, ze A jest wartoscia wlasna macierzy A a [v]g jest wektorem
wlasnym dla wartosci wtasnej A co konczy dowod uwagi.

Przyklad 15. Niech L : R?* — R? bedzie odwzorowaniem liniowym okreslo-
nym nastepujaco

L(l’l,CCQ,iIZ’g) = (1’1 + 9,3, 21’2 + .1'3).

Wyznaczy¢ wartosdci wtasne i podprzestrzenie wlasne tego odwzorowania. W
pierwszej kolejnosci wyznaczymy macierz odwzorowania w bazach kanonicz-
nych .Poniewaz

L(1,0,0) = (1,0,0), L(0,1,0) = (1,0,1), L(0,0,1) = (0,2,1)
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wiec kolumnami macierz odwzorowania L sg wspolrzedne wektorow
L(1,0,0), L(0,1,0), L(0,0,1) w bazie kanoniczej

1 10
A=(0 0 2
011

Teraz wyznaczymy wartosci wtasne macierzy A

1-X 1 0

A—X-I|=| 0 —x 2 :(1-»‘? 13A|
0 1 1-=A
=(1-ANDN=2=2)=1-NA+1)A=2)=0.
Zatem \y =1, Ay = —1, A3 = 2. Wyznaczymy teraz podprzestrzenie wlasne
1. Dla A\ =1
T 0 1 0 T 0
Vi=< X=|ax|: (A-1)-X=]|0 -1 2|-]x2| =10
I3 0 1 0 xIs3 0

0O 1 0 Ty Ty 0
0o -1 2]- To | = | —x2+ 21’3 =101].
0 1 0 XT3 ) 0

Stad wynika, ze 9 = 0, 3 = 0 a 1 moze by¢ dowolne, zatem

o) -]

1
Przestrzen V) jest generowana przez wektor v; = (0)
0

2. Dla /\2 =-1



Stad wynika, ze xo = —2x3, x1 = x3 gdzie x3 moze by¢ dowolne, zatem

ZT3 1
V,1 = X = —2l'3 =|-2]- Zs3, T3 € R
T3 1
1
Przestrzen V_; jest generowana przez wektor vy = [ —2
1
3. Dla A3 =2
1 -1 1 0 1 0
T3 0 1 -1 T3 0
-1 1 0 T —21 + o 0
0 -2 2 | X2 = —25(]2 + 23173 =10
0 1 -1 T3 To — T3 0

Stad wynika, ze zo = x3, ©1 = 19 = x3 gdzie x3 moze by¢ dowolne,

Vo= X=las|=11]| 23, 23€R
T3 1
1
Przestrzen V5 jest generowana przez wektor vz = | 1
1

Poniewaz wektory odpowiadajace réznym wartosciom wtasnym sa liniowo
niezalezne, wiec wektory vy, v, v3 stanowig baze przestrzeni R3. Uwzgled-
niajac, ze

L(U1> = )\1 + Uy, L(Uz) = )\2 + Vo, L(Ug) = )\3 + Vs

macierz odwzorowania L w bazie B = {v1, ve, v3} ma posta¢ diagonalna

A 000 1 0 0
D=10 X 0]=]0 -10
0 0 As 0 0 2

Kolumnami macierz przejscia z bazy B do bazy kanonicznej K sg wspotrzedne
wektoréw wtasnych:

1 1 1
Psx=10 =21
0 1 1



Miedzy macierzami A i D zachodzi nastepujacy zwiazek
A= Pz x-D-Pg'y.

Przyktad 16 Niech L : Ry[t] — Ry[t] bedzie odwzorowaniem liniowym
okreslonym nastepujaco:

L(w(t)) =w(t) + (1+1t) - w'(t)

gdzie Ry[t] - jest przestrzenia wielomiandéw stopnia co najwyzej drugiego.
W R, [t] przyjmujemy baze kanoniczna K = {e1(t) = 1, ex(t) = t, e3(t) = t*}.
Wyznaczamy macierz odwzorowania L w tej bazie C:

Lier(t)=1+(1+¢t)-1=1

Liea(t)) =t 4+ (1+1t)- ' =142t

L(es(t)) = t* + (1 +t) - (#7) = 2t + 3¢

wiec

Teraz wyznaczymy wartosci wtasne macierzy A

1-x 1 0
A=X-I|=] 0 2=X 2 |=(1-X-(2=-XNB=))=0.
0 0 3-2A\

Zatem \; = 1, Ao = 2, A3 = 3. Wyznaczymy teraz podprzestrzenie wtasne :

1. Dla )\1 =1
I 0 1 0 T 0
Vi=XX=lz|: (A-1)-X=|0 1 2| -|z| =10
XT3 00 2 T3 0
010 T i) 0
01 2{- To | = | X2+ 21}3 =10
0 20 T3 2.1'2 0
Stad wynika, ze x5 = 0, 3 = 0 a 1 moze by¢ dowolne, zatem
T 1
Vi=qX=10[=1]0 ry, 1 €R
0 0
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1
Przestrzen V) jest generowana przez wektor v; = (O :
0
2. Dla A\ =2
T -1 1 0 T 0
Vo= X =[x (A=2)-X=|0 0 2] -[z2]=1]0
T3 0 01 XT3 0
-1 1 0 T —T1 + o 0
0 0 2|- To | = 2[E3 =10
0 01 x3 x3 0

Stad wynika, ze x3 = 0, x1 = x5 a 2 moze by¢ dowolne, zatem

i) 1
Vo= X=|z|=|1] 22, 2R
0 0
1
Przestrzen V5 jest generowana przez wektor vg = [ 1].
0
3. Dla A\ =3
T1 -2 1 0 1 0
Vi=X X=luz|: (A=31)-X=|0 -1 2| -|z| =10
XT3 0 0 0 T3 0
—2 1 0 T —2LL’1 + T 0
0 -1 2]- To| = | —T2 + 21‘3 =10
0 0 0 T3 0 0

Stad wynika, ze o = 223, 1 = x3 = 0 a 3 moze by¢ dowolne, zatem

I3 1
Va=< X =|2z3|=|2]| 23, 23R
T3 1
1
Przestrzen V5 jest generowana przez wektor vz = [ 2 ].
1
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Poniewaz wektory odpowiadajace réznym wartosciom wtasnym sa liniowo
niezalezne, wiec wektory vy, vy, v3 stanowig baze przestrzeni R?. Stad wynika,
ze wektory vy (t) = 1, vy = 1+t, v3 = 1 + 2t +1* stanowia baz¢ w przestrzeni
R, [t]. Uwzgledniajac, ze

L(Ul(t)) = )\1 : Ul(t), L(’Ug(t)) = )\2 : ’Ug(t), L(Ug(t)) = )\3 : Ug(t)

macierz odwzorowania L w bazie B = {v(t), v2(t), v3(t)} ma postaé¢ diago-
nalng

At 00 100
D=10 X 0]|=1]0 20
0 0 s 0 0 3

Kolumnami macierz przejscia z bazy B do bazy kanonicznej K sg wspotrzedne
wektoréw wiasnych:

111
Psx=|01 2
00 1

Miedzy macierzami A i D zachodzi nastepujacy zwiazek

A= Pz x-D-Pg'y.

Macierze symetryczne.

Poniewaz macierze symetryczne bardzo czesto pojawiaja sie w zastosowa-
niach wiec poswiecimy im troche uwagi.

Macierz kwadratowg A nazywamy symetryczng, jezeli jest rowna swojej
macierzy transponowanej, tj. zachodzi warunek A = A”.

Twierdzenie 5.

Niech A bedzie macierzg rzeczywista symetryczna i niech A bedzie warto$cia
wlasng. Wtedy A jest liczba rzeczywista. Jezeli Z jest zespolonym wekto-
rem wlasnym odpowiadajacacym wartosci wtasnej A\, i Z7 = X + Y gdzie
X, Y e R"to X 1Y sg rzeczywistymi wektorami wtasnymi odpowiadajacy-
mi wartoéci wtasnej .

Dowdd. Z warunkow twierdzenia mamy

(22) A-Z=\-Z
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Wyrazenie Z7 - A - Z jest macierza 1 x 1, macierz transponowana takiej
macierzy jest ta sama macierza. Z (22) mamy

(23) VA Z2=7"N-Z=X-2"-Z

(24) VA Z2=Z" AT =72".AT. Z2=7". A7

Poniewaz macierz A rzeczywista wiec A = A i

A Z=A-7=A-7

AZ=\N-Z2=\-27

zatem S
A-Z=X-Z

Stad i (24) mamy

(25) bA-z=7"A-Z2=2"N-Z=X-2"- 2.

Zauwazmy, ze
21 21

I 7= (21,2 o) - 22 LB E) | | =272 #0.

2 z'n

Zatem z (23) i (25) mamy, ze A = X czyli ) jest liczba rzeczywista. Z (22)
mamy

A-Z=A-(X+iY)=X-(X+iY)=X-X+i\- Y.
Poniewaz A jest rzeczywista liczba wiec
A-X=X-X, A Y=)\Y.

Zatem X 1Y sa rzeczywistymi wektorami wtasnymi odpowiadajacymi war-
tosci wlasnej A.

Twierdzenie 6. Wektory wtasne macierzy symetrycznej odpowiadajace ro6z-
nym wartosciom wlasnym sg ortogonalne.

Dowdd. Niech A bedzie macierzg symetryczng i A\, g réznymi wartosciami
wlasnymi a X, Y odpowiadajgcymi im wektorami wtasnymi:

(26) AX=XX, AY=\Y
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Z (26) mamy
(27) X A Y=X"p-Y=p-XTY

Poniewaz wyrazenie X7-A-Y jest macierza 1x 1, wiec macierz transponowana
jest ta sama macierza. Stad i (26) mamy

28) X' A.y=XT- A=y - A.-X=Y"-A-X=)X-YT.X

Poniewaz
Y1 1

<X,)Y >=XTY = (21,29,...,7,) y:Q = (Y1,Y2,- -, Yn)- :U:Q =YT.X.
Y, n

Stad uwzgledniajac (27) i (28) mamy zaleznosci
p-XT Yy =XY' X< (p—))-< X, Y >=0.

Poniewaz A # pu wiec < X, Y >= 0 czyli wektory wlasne sg ortogonalne.

Ortogonalne macierze.

Macierz kwadratowa A jest ortogonalna jezeli

At = AT

Wektory u, v sa ortonormalne jezeli sg ortogonalne < w,v >= 0 i maja
dhugosé ||ul| = ||v]| = 1.

Twierdzenie 7. Nastepujace warunki sa réwnowazne dla macierzy A wy-
miaru n X n:

1. Macierz A jest ortogonalna

2. Macierz AT jest ortogonalna

3. Wektory utworzone z wierszy macierzy A sa ortonormalne w R"

4. Wektory utworzone z kolumn macierzy A sa ortonormalne w R™.
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Twierdzenie 8.
1. Macierz odwrotna do macierzy ortogonalnej jest macierza ortogonalna
2. Tloczyn macierzy ortogonalnych jest macierzg otrogonalna

3. Jezeli A jest ortogonalna to det(A) =1 lub det(A) = —1.

Twierdzenie 9. Niech V' bedzie skoniczenie wymiarowsa przestrzenia wekto-
rowa z iloczynem skalarnym. Jezeli P jest macierza przejécia z jednej bazy
ortonormalnej w V' do drugiej bazy ortonormalnej w V' to P jest macierza
ortogonalna.

Ortogonalna diagonalizacja.

Definicja . Mowimy, ze macierze A i B sg ortogonalnie podobne jezeli istnieje
orogonalna macierz P taka, ze

PTAP = B.
Jezeli macierz A jest ortogonalnie podobna do macierzy diagonalnej D:

PTAP =D

wtedy moéwimy, ze jest ortogonalnie diagonalizowana.

Okreslimy sobie warunki jakie musi spetnia¢ macierz A by byta ortogonalnie
diagonalizowana. Najpierw pokazemy, ze nie mozna ortogonalnie diagonali-
zowaé macierzy ktora nie jest symetryczna.

Przypusémy, ze

(29) PTAP =D

gdzie D macierz diagonalna. Mnozymy réwnanie (29) z lewej strony przez
macierz P a z prawej strony przez P? i uwzgledniajac zaleznos¢ PPT = T
otrzymamy

(30) A= PDPT.
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Z (30) uwzgledniajac DT = D dokonujac transpozycji otrzymamy
AT = (PDP"YT = PD"PT = PDPT.
Stad i (30) mamy A = AT czyli macierz A musi by¢ symetryczna.

Twierdzenie 7. Nastepujace warunki sa réwnowazne dla macierzy A wy-
miaru n X n:

1. Macierz A jest ortogonalnlnie diagonalizowana
2. Dla macierzy A istnieje n ortonormalnych wektoréw wtasnych
3. Macierz A jest symetryczna

4. Dla kazdej wartosci wtasnej, wymiar odpowiadajacej jej podprzestrzeni
wtasnej jest réwny jej krotnodci.

Algorytm ortogonalnej diagonalizacji.
1. Wyznaczamy wartosci wltasne macierzy A

2. Dla kazdej podprzestrzeni wtasnej wyznaczamy baze ortonormalng, w
przypadku gdy wymiar jest wiekszy niz jeden stosujemy ortogonalizacje
Grama-Schmita.

3. Definiujemy macierz P ktorej kolumnami sg wektory skonstruowane w
punkcie 2. Tak okreslona macierz P ortogonalnie diagonalizuje macierz
A i wartosci wlasne na przekatnej macierzy D = PTAP sa w takiej
samej kolejnosci jak odpowiadajace im wektory wlasne w P.

Przyktad 17. Macierz

4
A=12
2

N =~ DN
=~ NN

ortogonalnie zdaigonalizowac.
Wyznaczamy wartosci wlasne macierzy A

4— X 2 2
A=X-I|=] 2 4-X 2 [=B8-XN-(2-)*=0.
2 2 4— X\
Zatem A\; = 8- jednokrotna wartos¢ wlasna i Ay = 2- dwukrotna wartos¢
wtasna. Wyznaczymy teraz podprzestrzenie wtasne :
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1. Dla Ay =8

T —4 2 2 X1 0
‘/1: X = i) (A—SI)X: 2 —4 2 | To | = 0
T3 2 2 —4 T3 0

—4 2 2 1 —4x1 + 229 + 223 0

2 —4 2 | To | = 2%1 — 4$2 —+ 21‘3 =10

2 2 —4 XT3 21’1 + 2272 - 41[‘3 0

Stad wynika, ze x1 = x9 = 3, zatem

T 1
‘/1 = X = T | = 1] - Xy, x| € R
X1 1
1
Przestrzen V; jest generowana przez wektor v; = | 1 |. Ortonormalizu-
1
jemy ten wektor czyli dzielimy przez dhugoé ||v, || = v/3 wicc
1
v
Uy = 3
1
v
2. Dla \y =2
Ty 2 2 2 1 0
x3 2 2 2 x3 0
2 2 2 T 2x1 + 219 + 223 0
2 2 21 To | = 2$1+2$2+21’3 =10
2 2 2 T3 2x1 4+ 229 + 273 0
Stad wynika, ze x3 = —x; — x5 a 1, T2 mogg by¢ dowolne, zatem
T 1 0
Vo=¢ X = T2 = 1 - T+ 1 -To, x1,T9 €R
—T1 — T2 —1 —1
1 0
Przestrzen V5 jest generowana przez wektoryvo = | 0 |, v3=1] 1
-1 -1
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Przeprowadziemy teraz ortogonalizacje Grama-Schmita dla wektoréw

Va2, V3!
1
Wo = Vg = 0 s

—1
1
< U3, Wq > 0 1 1 2
W3 = V3 — ——— * Wy = 1 _ = 0 = 1
< W, Wo > 1 2 -1 _1
2

Teraz przeprowadzimy normalizacje wektoréw ws i ws:

1 1

w9 V2 ws \26

'UQ —_= —_= 0 s u3 prng g g
[[wa]] 2 lwsll | Y3

2 /6

Definiujemy macierz P:

41 1
V3 V2 V6
_ |1 2
P=15 0 3
4 1 1
V3 V2 V6
Macierz D ma postaé
8 00
D0 2 0
0 2

0
i spetniona jest zaleznos¢ PTAP = D.

Przykladami macierzy symetrycznych sa macierz naprezen i ma-
cierz bezwladnosci.
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