Zagadnienia brzegowe dla ré6wnania rézniczkowego drugiego rzedu.

Zakladamy, ze funkcje p, ¢ : [a,b]— > R sg ciagle i ay, as, 1, B2 € R.
Definiujemy operator rézniczkowy

Llz](t) = 2"(t) + p(t)2'(t) + q(t)z(t), t € [a,b]
i oeratory brzegowe
Bilz] = anz(a) + sz’ (a), Bslr] = Bix(b) + o’ (b).
Rozwazmy nastepujace zagadnienie brzegowe
(1) Llz|(t) = f(t), Bilz] = A1, Bafz] = Ay,

gdzie f : [a,b]— > R, A;, Ay € R sa dane.
Zagadnienie jednorodne stowarzyszone z zagadnieniembrzegowym ma postac:

2) Li](t) =0, Bifz] =0, Bufa]=0.

Zalozenie A.
(i) p, ¢ € C([a,b], R),
(ii) o + a3 >0, 72+ 62> 0.

Twierdzenie 1. Jezeli spetnione jest zatozenie A i jedynym rozwigzaniem
zagadnienia jednorodnego (2) jest x(t) = 0, to zagadnienie (1) ma rozwia-
zanie dla dowolnej funkcji f € C([a,b], R) i dla dowolnych statych A, B.
Rozwiazanie jest doktadnie jedno.

Dowod

Niech funkcje {z1(t), z2(t)} stanowia uklad fundamentalny rozwiazan réw-
nania rézniczkowego

(3) Liz](t) = 0.

Niech funkcja y(t) bedzie jednym z rozwiazan réwnania
(4) Llyl(t) = f(t).
Rozwiazanie ogdlne réwnania (4) ma postaé

Y (t) = c1zq(t) + coxa(t) + y(t), t € [a,b]



Funkcja Y spelnia warunki brzegowe w (1) wtedy i tylko wtedy, gdy
aifeizi(a) + eaza(a) + y(a)] + as[erizy(a) + cazy(a) + ¢ (a)] = Ay

Bilerz1 (b) + caa(b) + y(b)] + Ba[era’ (b) + c2y(b) + 3/ (b)] = As.

State ¢1, co wyznaczamy z uktadu réwnan:

(5) Bilaa] Bilao]| |er| _ [A1 = Bify]
By [!151] By [I2] Co Ay — B2[?J] '
Uktad ten ma doktadnie jedno rozwigzanie poniewaz

Bi[r1] B

@tbﬁm Byl

Ig]
0,
ZL‘Q]‘| 7&
a wynika to z tego, ze problem (2) ma doktadnie jedno rozwigzanie x(t) = 0.
Koncezy to dowdd, ze problem (1) ma doktadnie jedno rozwiazanie.

Uwaga Kazdy liniowy operator rzedu drugiego

d? d
L= ag(t)@ + a1<t)% + CL()(If)

moze zostaé¢ przeksztatlcony do postaci Sturma-Liouville’a

d d
L=— t)— t).
i (r05) +at0
Dowdd Dla réwnania

(*) az(t)x"(t) + ar(t)2'(t) + aox(t) = f(t)

poszukamy czynnika catkujacego p(t). Mnozymy obustronnie powyzsze row-
p(t)

nanie przez

al(t)
az(t)

pl8)a" (1) + pult) s’ () + ult) -




Stad mamy zalezno$¢:

u®28=M®

ktora jest rownaniem o zmiennych rozdzielonych

Catkujac powyzsza réwnos¢ dostajemy

p(t) = exol [ 0 ap)

a9 (t)

Zatem réwnanie (*) mozna zapisa¢ w postaci:

jt <p(t)cj;(t)> +q(t)z(t) = F(t),

Funkcja Greena operatora rézniczkowego
Rozwazmy nastepujace rownanie z warunkami brzegowymi

) ST (0] + alt)r(t) = £(0), € [o,8],
(2) arz(a) + aga’(a) =0,  Braz(b) + Gez'(b) = 0.

Zalozenie B
(ii) o2 + a2 >0, B2+ 32> 0.

Whprowadzamy nastepujace oznaczenia:

L)1) = o)’ (0] + a(0)e (1), 1 € [a. )

Bi[z] := ayx(a) + a2’ (a), Bslx] := Bix(b) + Bo2! (b).
Niech G : [a,b] X [a,b]— >R, G(t,s).
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Moéwimy, ze G- jest funkcja Greena dla operatora L i operatorow brzego-
wych By, Bs, jesli:

(i) G- ciagla na [a,b] X [a,b], G - ma ciggte pochodne pierwszego i drugiego
rzedu wzgledem t dla t € [a,b] 1t # s

(ii) % - ma nieciggloéé dla t = s

oG oG

1
8t<8+08) 8t( s—0,8)=——, s € [a,b]

p(s)’

(iii) dla ustalonego s funkcja G(-, s) spelnia warunki brzegowe (2) oraz

L(G(-,s))(t) =0, t €[a, 0]\ {s}.
Twierdzenie
Jesli spetnione jest zalozenie B i GG jest funkcjg Greena, to funkcja

) F(t) = [ Glt5) - Fs)ds, 1€ [ai)
jest rozwiazaniem problemu (1), (2)

Dowéd
Obliczamy pochodne pierwszego i drugiego rzedu funkcji F'. Mamy

Flt) = /tG(t, 5)- f(s)ds+/tba(t,s) - f(s)ds
Stad otrzymujemy

F'(t) = /at (?9(;(757 s)-f(s)ds+/tb %f(t, s)-f(s)ds+G(t,t—0)-f(t)—G(t,t4+0)-f(t).

Poniewaz G(t,t —0) = G(t,t + 0), wiec

t OG b oG
F’(t):/a S(ts) ds+/ ds:/a Sts) - f(s)ds.
Stad mamy
t 902G b 902G oG oG
F"(t) = : w(t,s)-f(s)ds—k/t ﬁ(t,s)-f(s)ds+a(t,t—O)-f(t)—g(t,t+0)-f(t).

Z (i1) wynika, ze

e 0
; W(t,s) - f(s)ds + ==, te€]a,b].

F(t) = D)



Poniewaz funkcja G(-, s) spetnia warunki brzegowe (2), wiec F' tez spelnia te
warunki. Z powyzszych zaleznosci i (iii) otrzymujemy
/! / b aQG
LIF](t) =p(Q)F"(t) + p(t)F'(t) + q(O)F(t) = p(t) - | —5(t.s) - f(s)ds

a Ot?
b 9G b

+£(t) +p’(t)-/a E(t,s)-f(s)dvaq(t)-/a Gt s) - f(s)ds
:/abL[G(" () - f(s)ds + f(t) = f(t), t€ [a,b].

Zatem F' spelnia réwnanie (1) i warunki brzegowe (2).

Twierdzenie

Zaktadamy, ze spelnione sa zalozenia B i

(i) G : [a,b] x [a,b]— > R jest funkcja Greena dla operatoréw L, By, By
(ii) u : [, b]— > R -jest funkcja klasy C? taka, ze

Bilul = Ay, Bslu] = A

i funkcja F' : [a,b]— > R dana jest wzorem (3).
Wtedy funkcja y(t) = F(t) + u(t) jest rozwiazaniem zagadnienia brzegowego

Llyl(t) = f(t) + L[ul(t), Bilyl = A1, Baly] = As.
Dowéd

Teza wynika z zaleznosci:
Llyl(t) = LIF](t) + L[u](t) = f(£) + L[u](?),
Bily] = Bi[F] + Bilu] = A1,  Baly] = B[F] + Bslu] = As.

Metoda konstrukcji funkcji Greena.
Zaktadamy, ze spelnione jest zatozenie B oraz, ze jedynym rozwigzaniem
zagadnienia brzegowego jednorodnego

(4) Lz =0, Biz]=0, Bylz]=0

jest funkcja zerowa.
Niech ¢y : [a,b]— > R i ¢y : [a,b]— > R beda odpowiednio niezerowymi
rozwiazaniami probleméw:



Lix] =0, Bs[z]=0.

Kazde z tych zagadnien ma wiele rozwigzan. Wybieramy po jednym, nieze-
rowym rozwigzaniu kazdego zagadnienia.

I[stnienie rozwigzan ¢, i po wynika z twierdzenia o rozwiazalnosci probleméow
poczatkowych dla réwnan liniowych rzedu drugiego.

Funkcje o1 1 @9 sg liniowo niezalezne. Gdyby bowiem byty zalezne wtedy

c1p1(t) + capa(t) =0, t € a,b], gdzie ¢ +c3 >0,

stad jezeli np. ¢; # 0 wtedy funkcja niezerowa ¢ (t) = —z—fgpz(t) jest rozwia-
zaniem zagadnienia (4), co jest niemozliwe.

Definiujemy
. t
G(t, 3) — gl(s) Spl( )7 a
92(8) - a2(t), a
funkcje g1, g2 : [a,b]— > R wyznaczamy tak by funkcja G(t¢,s) spelniala
zatozenia dla funkcji Greena.
Warunek (i) o ciagtosci prowadzi do réwnania

(5) 91(8) - @1(t) = ga(s) - 2(t), s € [a, ]

Warunek (ii) nieciagtosci pierwszej pochodnej daje rownanie
1

(6) 92(8) - p2(t) — g1(s) - p1(t) = @

Rozwiazujac uktad (5) i (6) otrzymujemy

o @2(3) scla
m = wee Sl

. S01(3) scla
92(‘9) - p(S)W(S)7 € [ 7b]

gdzie

v - |30 50

Wykazemy teraz, ze
(7) p(t)W(t) = const dla t € [a,b].

Poniewaz
(et (0] + a(t)er (1) = 0
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CIDe0] + alt)ealt) =0,

wiec mnozac pierwsze réwnanie przez po(t) a drugie przez ¢;(t) i odejmujac
stronami otrzymamy

d d

a(t) ()1 ()] = 1(t) (e ()] = 0, t € [a,b].

Stad wynika, ze

p(B)[p2(t)1 (1) — p1(t)ey ()] + P/ () [02(t) 1 () — 1 (t)p(8)] = 0, ¢ € [a, 0]

czyli
_d
dt

Stad wynika zaleznosé (7). Przyjmujac oznaczenie

[p()W(t)] =0 dla t € [a,b]

p(t)W(t)=c, tE€la,bl.
Otrzymujemy wiec nastepujace wzory na funkcje Greena:
e1(t)p2(s)

y a
G(t,s) = {soz(t)w(S) "

c )

t

S

b
b

VANV

S
t

VANV
NN

Zauwazmy, ze funkcja Greena jest symetryczna:

G(t,s) = G(s,t) mna [a,b] X [a,b].

Przyktad 1.
Wyznaczy¢ funkcje Greena dla operatordw:

Liz](t) = 2"(t) + a(t), te|0,7/2]

Bylz] = 2(0). Bslz] = z(7/2).

Wyznaczamy rozwiazanie ogolne réwnania:
(8) 2"(t) + x(t) = 0.
Roéwnanie charakterystyczne ma postac

AN +1=0



zatem A\ =i, Ay = —i, stad
x(t) = ¢y sint + ¢y cost.

Rozwiazanie réwnania (8) przy warunku z(0) = 0 ma postaé¢ z(t) = ¢ sint,
zatem przyjmujemy, ze ¢1(t) = sint.

Rozwiazanie réownania (8) przy warunku x(7/2) = 0 ma postaé z(t) =
o cost, zatem przyjmujemy, ze ps(t) = cost.
Poniewaz

sint cost

Wisint, cost] = det [cost _sint

] = —sin?t — cos’t = —1,

zatem
—sint-coss, 0<t<s<7m/2
—sins -cost, 0<s<t<7/2



