Ciggla zalezno$¢ rozwigzan od warunkéw poczatkowych
Lemat Gronwalla Niech v : [a, b)— > [0, co0) bedzie funkcja ciagta. Jezeli

¢
v(t) < c+ K/ v(s)ds dla t € [a,b),
gdziec> 01 K > 0.

Wowcezas
v(t) < e,

Dowdd. Najpierw dow6d przeprowadzimy dla ¢ > 0. Niech u(t) bedzie funk-
cja okreslona zaleznoscia:

u(t) =c+ K /at v(s)ds.

Po zrézniczkowaniu powyzszej rownosci i wykorzystaniu zatozen twierdzenia
otrzymamy

(1). u'(t) = Ko(t) < Ku(t)

Poniewaz u(t) > ¢ > 0 dla t € [a, b) wiec z (1) otrzymamy nieréwnos¢

(2)

Calkujemy teraz w przedziale [a, t) nieréwnos¢ (2) otrzymamy
Inu(t) —Inu(a) < K(t — a).

Stad
u(t) < u(a)efto),

uwzgledniajac, ze u(t) > v(t) i fakt, ze u(a) = ¢ dostaniemy
(3) v(t) < et

co konczy dowdd twierdzenia w przypadku ¢ > 0.
Jezeli ¢ = 0 to przechodzac z ¢ w nieréwnosci (3) do zera otrzymamy

v(t) <O0.

Stad poniewaz v(t) > 0 mamy, ze v(t) = 0.



Bazujac na tym Lemacie pokazemy ciagta zalezno$¢ rozwiazan problemow
poczatkowych dla rownan i uktadéw réwnan rzedu pierwszego od warunkow
poczatkowych.

Niech || - || oznacza norme w przestrzeni R™. Niech

D={(t,x) eRxR": |t—to|<a, | z—x]|<b}

fz(fh“'af”)

bedzie funkcja ciggla i spetniajacg warunek Lipschitza ze wzgledu na x:
| ft x)—ft, D) IS Lffz—2].

Niech
M =max{| f(t,z) ||: (¢, x) € D.}

Niech funkcja x(t) bedzie rozwiazaniem problemu poczakowego

(4) 2(t) = f(t, (1), x(to) = o
a funkcja 7'(t) bedzie rozwiazaniem problemu poczakowego
(5) F(t) = f(t,2(1), wx(t) =m

gdzie (t1,x1) € D ponadto zatézmy, ze ty < t; i rozwiazania probleméw (4)
i (5) sa okreslone na przedziale [ty, to + ). Z (4) 1 (5) mamy, ze

x@—m+£ﬂmea

() = a1+ /:f(s,i"(s))ds.
Stad

I 0lt) = 3(0) | =l w0 =1+ [ fCssalo)ds+ [ (7s.2(5)) = Fls,2()ds |

t1

t
< 2o — @1 || + Mty — to] + L/t | 2(s) — #(s) || ds.
1
7 powyzszej nierownosci i Lematu Gronwalla otrzymamy
|l 2(t) = &) 1< (1 0 — 21 || +M[ts — to ).

Stad wynika ciggla zaleznos¢ rozwigzan od warunkéow poczatkowych ponie-
waz dla dowolnego £ > 0, 36; > 0, d2 > 0 takie, ze jezeli | xg — 1 ||< 1 1
[t = to| <0z to || x(t) — Z(t) [[<e.



