Czynnik calkujacy

Niech
(1) M(t, z)dt + N(t, x)dz =0

bedzie réwnaniem rézniczkowym pierwszego rzedu w postaci rézniczkowe;.
Zaktadamy, ze funkcje M(t, x) i N(t, x) sa ciagte i maja pochodne ciagte.
Méwimy, ze réwnanie (1) jest zupelne, jezeli istnieje funkcja U(t, x) taka, ze

oU oU
2 U=-—dt+—dr=Mdt+ Ndx =
(2) d " dt drx = Mdt dz =0

Warunkiem koniecznnym i wystarczajacym aby réwnanie (1) byto zupelne
jest zachodzenie nastepujacej réwnosci
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Jezeli réwnanie (1) nie jest zupelne ale istnieje funkcja u(t, x) taka, ze row-
nanie

(4) p(t, ) M(t, z)dt + p(t, ) N(t, x)de =0

jest zupetne to funkcje p(t, ) nazywamy czynnikiem catkujacym.
Zauwazmy, ze jezeli funkcja z(t) jest rozwiazaniem réownania (1) to jest tez
rozwiazaniem réwnania (4) zaleznosé odwrotna réwniez zachodzi.

Bedziemy szukaé czynnika catkujacego w postaci p(a(t, z)) gdzie p: R — R
aa: QCRxR—R.

Réwnanie (4) ma wtedy postac:

plalt, @) M(t, 2)dt + plalt, 2)) N(t, z)dz = 0. (5)
Wprowadzamy nastepujace oznaczenie:
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Réwnanie (5) jest zupelne jezeli
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Stad po przeksztatceniach dostajemy
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Jezeli prawa strona powyzszej rownosci zalezy tylko od «
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e = F(a)
Oa da
o M — 5 N

to mozemy réwnosé (6) scatkowaé po «v i otrzymamy

stad mamy

ln,u:/F(a)da,

ul(@) = exp( [ F(a) da).

Rozpatrzmy teraz kilka przyktadéw funkcji o = aft, z).

1. a =1 wtedy

2. a = x wtedy
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pult) = exp( [ 2 dt).
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p(x) = exp( | 2L—92 dx).
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3. a=1t+x wtedy
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pi(er) = exp( H dev).
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Przyklad Rozwiaza¢ rownanie
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W naszym przypadku
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pula) = exp(/ —da) =exp(lna) = a = tx.
a
Mnozymy réwnanie (7) przez tz i otrzymujemy
(8) (5t + 4tx)dt + (2t* — 82°)dx = 0.
Poniewaz
0 (5t + 4tx) = 4t 8(2152 87°) = 4t
_— xr) = _— —_ T =
Ox ’ ot

wiec rownanie (8) jest zupelne. Wyznaczamy funkcje U(t x).



Poniewaz
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wiec

Ut, z) = /(5t + 4tz)dt = 27&2 + 2%z + O(z).

Teraz rézniczkujemy powyzsza roéwnosé ze wzgledu na x:

oU
— =22 + O'(x).
e + C'(x)
Poniewaz oU
— =2t —82*
ox o

wiec otrzymujemy zaleznosé
2t + C'(z) = 2t* — 82,
Stad
C'(z) = -82*, C(z)=—22"
5 2 4
Ul(t, x)zit + 2t°x — 22",

Rozwigzanie réwnania (8) ktore jest réwnoczesnie rozwiazaniem réwnania
(7) okreslone jest zaleznoscia:

5
5152 +2t%x — 22% = C.



