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Macierze symetryczne.

Poniewaz macierze symetryczne bardzo czesto pojawiaja sie w zastosowa-
niach wiec poswiecimy im troche uwagi.

Macierz kwadratowa A nazywamy symetryczng, jezeli jest rowna swojej
macierzy transponowanej, tj. zachodzi warunek A = AT,

Twierdzenie 5.

Niech A bedzie macierzg rzeczywista symetryczna i niech A bedzie wartoscia
wtasng. Wtedy A jest liczba rzeczywista. Jezeli Z jest zespolonym wekto-
rem wlasnym odpowiadajacacym wartosci wlasnej A\, i Z = X + Y gdzie
X, Y e R"to X 1Y sg rzeczywistymi wektorami wtasnymi odpowiadajacy-
mi warto$ci wtasnej .

Dowéd. Z warunkéw twierdzenia mamy

(22) A-Z=\Z.

Wyrazenie ZT - A - Z jest macierza 1 x 1, macierz transponowana takiej
macierzy jest ta sama macierza. Z (22) mamy

(23) VA z=2""N-Z=X-2".Z

(24) VA Z2=Z" AT =2 AT Z2=27" A 7.
Poniewaz macierz A rzeczywista wiec A = A i

A Z=AZ=A-Z

-7

A-Z=X-Z7

zatem -
- Z.
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A7 =



Stad i (24) mamy

(25) VA Z2=72" A Z=2"N-Z=X-2".2Z.

Zauwazmy, ze

Z1 21
_ 2o o B Z9 _
ZV 7 = (21,20, .., 20) - : = (21,22, 2n) : =7".7+0.
Z’n ZTL

Zatem z (23) i (25) mamy, ze A = X czyli ) jest liczba rzeczywista. Z (22)
mamy

AZ=A-(X+iY)=A-(X+iYV)=X-X +i\-Y.

Poniewaz A jest rzeczywista liczba wiec
A-X=X-X, A-Y=)\Y.

Zatem X 1Y sa rzeczywistymi wektorami wtasnymi odpowiadajacymi war-
tosci wlasnej .

Twierdzenie 6. Wektory wlasne macierzy symetrycznej odpowiadajace réz-
nym wartosciom wtasnym sg ortogonalne.

Dowdd. Niech A bedzie macierza symetryczna i A\, g réznymi wartosciami
wlasnymi a X, Y odpowiadajacymi im wektorami wlasnymi:

(26) A-X=\X, A Y=pY.
Z (26) mamy
(27) XA Yy=X"puY=p-X"Y

Poniewaz wyrazenie X7-A-Y jest macierza 1x 1, wiec macierz transponowana
jest ta sama macierza. Stad i (26) mamy

28) X' A.y=XT- A=y - A.-X=Y"-A-X=)X-YT.X.

Poniewaz
Y1 1

<X,)Y >= XY = (21,29,...,7,) y:2 = (Y1,Y2, -+, Yn)" ng =YT.X.
i .



Stad uwzgledniajac (27) i (28) mamy zaleznosci
p- XY =AY X <= (n— )N < X,Y >=0.

Poniewaz A # p wiec < X, Y >= 0 czyli wektory wtasne sg ortogonalne.

Ortogonalne macierze.

Macierz kwadratowa A jest ortogonalna jezeli

A= AT

Wektory u, v sa ortonormalne jezeli sg ortogonalne < u,v >= 0 i maja
dtugosé ||ul| = ||v]| = 1.

Twierdzenie 7. Nastepujace warunki sg rownowazne dla macierzy A wy-
miaru n X n:

1. Macierz A jest ortogonalna

2. Macierz AT jest ortogonalna

3. Wektory utworzone z wierszy macierzy A sa ortonormalne w R"

4. Wektory utworzone z kolumn macierzy A sa ortonormalne w R".

Twierdzenie 8.
1. Macierz odwrotna do macierzy ortogonalnej jest macierza ortogonalng
2. Tloczyn macierzy ortogonalnych jest macierzg otrogonalna

3. Jezeli A jest ortogonalna to det(A) =1 lub det(A) = —1.

Twierdzenie 9. Niech V bedzie skonczenie wymiarows przestrzenia wekto-
rowa 7z iloczynem skalarnym. Jezeli P jest macierza przejécia z jednej bazy
ortonormalnej w V' do drugiej bazy ortonormalnej w V' to P jest macierza
ortogonalna.



Ortogonalna diagonalizacja.
Definicja . Mowimy, ze macierze A i B sg ortogonalnie podobne jezeli istnieje
orogonalna macierz P taka, ze
PTAP = B.
Jezeli macierz A jest ortogonalnie podobna do macierzy diagonalnej D:
PY"AP =D

wtedy mowimy, ze jest ortogonalnie diagonalizowana.

Okreslimy sobie warunki jakie musi spetnia¢ macierz A by byta ortogonalnie
diagonalizowana. Najpierw pokazemy, ze nie mozna ortogonalnie diagonali-
zowaé macierzy ktora nie jest symetryczna.

Przypusémy, ze

(29) PTAP =D

gdzie D macierz diagonalna. Mnozymy réwnanie (29) z lewej strony przez
macierz P a z prawej strony przez PT i uwzgledniajac zaleznos¢ PPT =
otrzymamy

(30) A=PDP".
7 (30) uwzgledniajac DT = D dokonujac transpozycji otrzymamy
AT = (PDPTY' = PDTPT = PDPT,

Stad i (30) mamy A = AT czyli macierz A musi by¢ symetryczna.

Twierdzenie 7. Nastepujace warunki sg rownowazne dla macierzy A wy-
miaru n X n:

1. Macierz A jest ortogonalnlnie diagonalizowana
2. Dla macierzy A istnieje n ortonormalnych wektoréw wtasnych

3. Macierz A jest symetryczna



4. Dla kazdej wartosci wtasnej, wymiar odpowiadajacej jej podprzestrzeni
wtasnej jest réwny jej krotnosci.

Algorytm ortogonalnej diagonalizacji.
1. Wyznaczamy wartosci wtasne macierzy A

2. Dla kazdej podprzestrzeni wlasnej wyznaczamy baz¢ ortonormalng, w
przypadku gdy wymiar jest wigkszy niz jeden stosujemy ortogonalizacje
Grama-Schmita.

3. Definiujemy macierz P ktérej kolumnami sa wektory skonstruowane w
punkcie 2. Tak okreslona macierz P ortogonalnie diagonalizuje macierz
A i wartoéci wlasne na przekatnej macierzy D = PTAP sa w takiej
samej kolejnosci jak odpowiadajace im wektory wlasne w P.

Przyklad 17. Macierz

A:

DN DO W~
NSRRI )
=N DN

ortogonalnie zdaigonalizowac.
Wyznaczamy wartosci wlasne macierzy A

4— )\ 2 2
A—=X-I|l=| 2 4-X 2 |=0B-X-(2-)N?=0.
2 2 4—A

Zatem \; = 8- jednokrotna wartos¢ wlasna i Ay = 2- dwukrotna wartosc¢
wlasna. Wyznaczymy teraz podprzestrzenie wtasne :

1. Dla A\ =8
1 -4 2 2 T 0
T3 2 2 —4 T3 0
—4 2 2 1 —4x1 + 229 + 223 0
2 —4 2 | o | = 25[’1 — 433'2 -+ 233'3 =10
2 2 —4 XT3 21’1 + 2272 — 4$3 0



Stad wynika, ze x1 = x5 = x3, zatem

X1 1
‘/1 = X = I | = 1]- r1, 1€ R
T 1
1
Przestrzen Vi jest generowana przez wektor v; = [ 1 |. Ortonormalizu-
1
jemy ten wektor czyli dzielimy przez dhugoéé ||v, || = v/3 wicc
1
v
Uy = 3
1
e
. Dla )\1 =2
T 2 2 2 1 0
Vo= X=lz|: (A=-21)-X=[2 2 2 x| =10
x3 2 2 2 X3 0
2 2 2 Ty 2x1 + 219 + 223 0
2 2 21 To | = 2{E1 -+ 21’2 -+ 21’3 =10
2 2 2 T3 2.131 + 2$2 + 25(73 0
Stad wynika, ze x3 = —x; — x5 a 1, T2 mogg by¢ dowolne, zatem
I 1 0
Vo=< X = Xo = 1 - X1+ 1 - T, $1,$2€R
—X1 — X2 —1 —1
1 0
Przestrzen V5 jest generowana przez wektoryve = | 0 |, v3=1 1
-1 -1

Przeprowadziemy teraz ortogonalizacje Grama-Schmita dla wektorow
V2, VUs:

1
Wy = Vg = 01,
—1
_1
< U3, Wq > 0 1 1 2
W3 = Vg — cwpy =1 |—=-101]1=1]1
< W, We > 2 1
-1 —1 -3



Teraz przeprowadzimy normalizacje wektoréw ws i ws:

1 —
W2 Ve w3
UQ = — = O s U3 = — =
[[wa]] 2 lwsll | ¥
2

Definiujemy macierz P:

SIS S
=Sk
Sl

S

Macierz D ma postac
8 0 0
D10 2 0
0 0 2

i spetniona jest zaleznos¢ PTAP = D.
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