
Algorytm Putzera wyznaczania macierzy fundamentalnej.

Twierdzenie
Niech λ1, . . . , λn będą wartościami własnymi macierz A. Wówczas macierz
fundamentalna równania:

x′(t) = Ax(t) (1)

ma postać

X(t) =
n−1∑
i=0

vi+1(t)Pi, t ∈ R

gdzie

Pi =
i∏
k=1

(A− λkI) dla i = 1, . . . , n− 1, P0 = I

a funkcje v1(t), . . . , vn(t) określone są następującą zaleznością rekurencyjną:

v′1(t) = λ1v1(t), v1(0) = 1 (2)

v′i+1(t) = λi+1vi+1(t) + vi(t), vi+1(0) = 0 dla i = 1, . . . , n− 1. (3)

Dowód. Wystarczy pokazać, że

X ′(t) = AX(t), X(0) = I.

Z pierwszej zalezności wynika, że funkcje

xi(t) =


x1i(t)
...
xni(t)

 , i = 1, . . . , n
są rozwiązaaniami równania

x′i(t) = Axi(t)

a z drugiej wynika, że

detX(0) = det I = 1 ̸= 0.

Zatem funkcje x1, . . . , xn(t) stanowią układ fundamentalny rozwiązań rów-
nania (1). Zauważmy, że

Pi+1 =
i+1∏
k=1

(A− λkI) = (A− λi+1I)
i∏
k=1

(A− λkI) = (A− λi+1I)Pi.
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Jeżeli przyjmiemy, że v0(t) ≡ 0 to równania (2) i (3) można zapisać jedną
zależnością:

v′i(t) = λivi(t) + vi−1(t), i = 1, . . . , n.

Korzystając z powyższych wzorów mamy

X ′(t)− λnX(t) =
n−1∑
i=0

v′i+1(t)Pi − λn
n−1∑
i=0

vi+1(t)Pi

=
n−1∑
i=0

(λi+1vi+1(t) + vi(t))Pi − λn
n−1∑
i=0

vi+1(t)Pi

=
n−1∑
i=0

(λi+1 − λn)vi+1(t)Pi +
n−1∑
i=1

vi(t)Pi

=
n−2∑
i=0

(λi+1 − λn)vi+1(t)Pi +
n−2∑
i=0

vi+1(t)Pi+1

=
n−2∑
i=0

(λi+1 − λn)vi+1(t)Pi +
n−2∑
i=0

vi+1(t)(A− λi+1I)Pi

= (A− λnI)
n−2∑
i=0

vi+1(t)Pi+1

= (A− λnI)(X(t)− vn(t)Pn−1)
= AX(t)− λnX(t)− vn(t)(A− λnI)Pn−1.

Z twierdzenia Caleya-Hamiltona

(A− λnT )Pn−1 =
n∏
k=1

(A− λkI) = 0

zatem
X ′(t) = AX(t).

Z warunków początkowych na funkcje v1(t), . . . , vn(t) wynika, że

X(0) = P0 = I,

co kończy dowód.
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