Rozwazmy prawie-liniowe rownanie rézniczkowe czastkowe rzedu drugiego
n
(1) o ag(@, . T gy, + F (@1, T, U Uy, Uy, ) = 0,
ij=1

gdzie a;;, ¢, = 1,...,n sa funkcjami okreslonymi na zbiorze U C R",
niezerujacymi sie rownoczesnie w zadnym punkcie tego zbioru, u jest szu-
kang funkcjg zmiennych x4,...,x,, a F jest funkcjg zadang. Z rownaniem
(1) mozemy zwiazaé¢ forme kwadratowa

n

(2) Z aij(xl,...,arn))\i/\j.

2,j=1

7 teorii form kwadratowych wiadomo, ze dla kazdego ustalonego punktu

(1,...,2,) € U istnieje przeksztalcenie postaci
(3) ui:Zaik(xl,...,xn))\k, i=1,...,n
k=1

ktére forme (3) sprowadza do postaci kanonicznej,

n

(4) Z&i(xl,...,xn)u?,

=1

tzn. postaci w ktorej wystepuja tylko kwadraty u;. 7Z twierdzenia Sylwestera-
Jacobiego o bezwladnosci form kwadratowych wynika, ze ilo$¢ wspoétezynni-
kéw dodatnich oraz ujemnych nie zalezy od sposobu sprowadzenia do postaci
kanonicznej. Jest ona niezmiennikiem wzgledem przeksztatcen nieosobliwych.
Oznacza to, ze réwnanie (1) poprzez stosowne przeksztalcenie mozemy spro-
wadzi¢ do postaci kanonicznej

Ai(T1, . ) Vg, + F (21, T, 0, Vg Vg, ) = 0.
1

(5)

n
i—
Méwimy, ze réwnanie (1) jest w punkcie (x1,...,2,) typu eliptycznego, je-
zeli wszystkie wspotezynniki @; w postaci kanonicznej (5) sa rézne od zera
i majag ten sam znak, typu hiperbolicznego jezeli sg rozne od zera i wystepu-
ja zaréwno wspotcezynniki ujemne jak i dodatnie, typu parabolicznego, jezeli
niektore wspotezynniki sg réwne zeru a odpowiadajace im pochodne pierw-
szego rzedu nie znikaja réwnoczesnie. Jesli ponadto wspotezynniki rozne od
zera maja ten sam znak, réwnanie nazywamy paraboliczno-eliptycznym, jesli
znaki rézne, paraboliczno-hiperbolicznym. Jesli A = [Ay,...,\,] oznacza
macierz jednowierszowa A’ macierz transponowana, a A macierz n x n



wymiarowa o wyrazach a;;, i,j =1,...,n to forme kwadratowa (2) moze-
my zapisa¢ w postaci macierzowej

AAAT.

Sprowadzenie formy do postaci kanonicznej odpowiada przeksztatceniu ma-
cierzy A do postaci diagonalnej, tzn. postaci w ktorej poza przekatng wyste-
puja same zera. Jesli w macierzy diagonalnej na przekatnej wszystkie wyrazy
sa rézne od zera i maja ten sam znak, réwnanie rézniczkowe (1) jest typu
eliptycznego, jesli sa roznych znakéw | typu hiperbolicznego, a jesli niektore
wyrazy sg rowne zeru, przy czym odpowiadajace tym zmiennym pochodne
pierwszego rzedu nie znikaja -typu parabolicznego. Zapiszmy réwnanie (1) w
postaci Lu = g, gdzie L jest operatorem okreslonym wzorem

ig—1 / (%281']
lub
n 82 n a
L= ajmm—+> bin—
(7> z‘,jzzl “ J axzaxj + ; 81‘1

Jedli rownanie to jest typu eliptycznego (odp. hiperbolicznego, paraboliczne-
go), to operator L nazywamy operatorem typu eliptycznego (odp. hiperbo-
licznego, parabolicznego).

Przyktad 1.

Okresli¢ typ réwnania Uy, + 4ty + 2U,, + 22Uy, + Uy — uy + 2u = 0.

Forma kwadratowa zwigzana z tym réwnaniem ma postac

q(>\1, )\2, )\3) = )\% + 4)\% + 2)\?)) + 2)\1/\3.

Wprowadzajac nowe zmienne j1; = Ay + A3, fio = 2Xg, 3 = A3
otrzymamy posta¢ kanoniczng

q(pas o, fi3) = pf + p13 + 13-

Rozpatrywane réwnanie jest wiec typu eliptycznego.

Przyktad 2.

Okresli¢ typ réwnania g, + Uyy + Uzy + 2Ugy + Uy + 3uy, +u, = 0.
Forma kwadratowa zwigzana z tym réwnaniem ma postac

q(A1, A2, A3) = AT+ A3+ A% + 20 .



Wprowadzajac nowe zmienne
1= A1+ A2, fl2 = Ag, f3 = A3
otrzymamy posta¢ kanoniczng

(1, po, pi3) = p3 + p3.

Rozpatrywane réwnanie jest zatem typu parabolicznego.
Przyktad 3.

Okresli¢ typ réwnania Uz, + 2uyy — Uz, + 2Ugy + uy + 4u = 0.
Forma kwadratowa zwigzana z tym réwnaniem ma postac

(A, Aoy As) = A2 42202 — X2 42X )\
Wprowadzajgc nowe zmienne
pr = A1+ Aay, p2 =g, p3 = A3
otrzymamy posta¢ kanoniczng

(s po, p13) = 3 + 3 — 3,

a wiec rozpatrywane réwnanie jest typu hiperbolicznego.



