Roéwnania rézniczkowe uklady
rownan

J.JANUS, M.LUSTYK

1 Uktad normalny réwnan rézniczkowych rze-
du pierwszego

1.1 Definicja 1:

Ukladem normalnym réwnan rézniczkowych rzedu pierwszego na-
zywamy uktad réwnan postaci (1)

xll(t) = fl(tﬂxl(t)a s 7$n(t))

(1) w0 = ol a(1), o an(1))

x;b(t) = fn(t7 xl(t>7 s ,l’n(t>)

gdzie x1,..., x, sa nieznanymi funkcjami zmiennej niezaleznej t € I, a
fi,--., fn sa danymi funkcjami okreslonymi w [ x U, gdzie [ = (a,b), a
i b moga by¢ nieskonczonosciami, U C R"™.

1.2 Definicja 2:

Przez rozwiazanie uktadu réwnan rézniczkowych (1 ) rozumiemy funkcje
rozniczkowalne zq,..., x, spehiajace dla kazdego t € I uktad réwnan

(1).

1.3 Definicja 3:

Jezeli xq,..., z, sa rozwiazaniem ukladu ( 1) to trajektoria rozwiazania
nazywamy zbior punktow w przestrzeni R"™ okreslony nastepujaco:

{(@1(8), 22(b), ..., wa(t)), teE I},

1.4 Definicja 4:

Problem poczatkowy (Cauchy’ego) dla uktadu ( 1 ) polega na znalezieniu w
przedziale I rozwiazania x1(t), xo(t),..., z,(t) uktadu ( 1) spelniajacego
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warunki poczatkowe

(2) 71(to) = zo1, 22(t0) = To2, ..., Tn(to) = Ton,

gdzie xg1,..., Tg, sa dane, a ty jest ustalonym punktem przedziatu I .

1.5 Twierdzenie 1. O istnieniu i jednoznacznoSci

Jezeli funkcje fi(t,x1,...,2,), dlai=1,... n, sawrazzpochodnymi czast-

kowymi gg{?, (i, j =1,...,n) ciagte w I x U C R""™ i (tg,z01,...,Ton) €
J

I x U, to uktad réwnan (1) z warunkami poczatkowymi (2) posiada doktad-
nie jedno rozwigzanie w pewnym otoczeniu punktu %y .

1.6 Przyktad 1:

Pokazaé, ze uktad rownan

Ty =ty + 23
xh = x1 + sin(zy) + €

z warunkiem poczatkowym z1(0) = 1, 25(0) = 0 posiada w pewnym oto-
czeniu punktu ¢y =0 doktadnie jedno rozwigzanie. Istotnie, funkcje

filt,z1,@2) = txy + a3, fo(t,x1,22) = 21 + sin(zs) + €'

sg ciggte w R?® ponadto ich pochodne
Oh _, Oh _, Oh _, 0
e had ,, 22

B, Oty ——= = cos(x2)

= ta -
8.731 8@

sg réwniez ciggle w R?. Zatem, na mocy twierdzenia o istnieniu i jednoznacz-
nosci, problem poczatkowy posiada doktadnie jedno rozwigzanie w pewnym
otoczeniu punktu t5=0.

1.7 Uwaga 1:

Kazde réwnanie rzedu n

(3) e = F(t,z,o, ... ")
mozna przeksztatci¢ do uktadu postaci (1 ).
Istotnie, okreslmy nastepujaco nowe zmienne

=2, To=2x,... 2, =2V,



Wtedy réwnanie (3) mozna zapisa¢ w postaci uktadu réwnan

xh = x3
o
xn—l =Tn
!
o =F(t,xy,...,z,)

1.8 Przyklad 2:

Przeksztatci¢ problem poczatkowy

t
(4) [E/// _ 2$” + ; + 1,2 + t3&
2(0) =0, 2/(0) =1, 2"(0) = —1

do postaci (1), (2) Okre$lmy nowe zmienne x1, ro, 3 W nastepujacy spo-
sob:
=z, wo=2a, w3=2a".

Stad mamy, ze

t
x1:$/:x27 ZL'IQZZ'//:'T?’? xgzm///:2x3—|—;+l‘%—|—t3
2

Zatem problem poczatkowy (4) mozna zapisaé w postaci problemu poczat-
kowego dla uktadu:

1.9 Przyklad 3:

Przeksztalci¢ uklad réwnan

CC”—Fy/-i-iC:t
y//+y+x/:1

do postaci (1). Okreslmy nowe zmienne w nastepujacy sposéb

! !
T1 =T, T2=Y, Tz3=T, Ty4=Y.



Wowczas
/ / / t / 1
Ty =23, Ty=2=Ty, Tg=—21 —Tyg+1t, T,=—To—x3+ 1

Uktad wyjsciowy mozna zatem zapisa¢ nastepujaco w postaci uktadu

T = x3
Th = x4
Ty =—x] — x4+t
Ty = —x9 —x3+ 1.

2 Uklady réwnan rézniczkowych liniowych rze-
du pierwszego

2.1 Definicja 1:
Uktadem normalnym réwnan rézniczkowych liniowych rzedu pierw-
szego nazywamy uklad réwnan postaci (1)
21 (t) = an ()21 (t) + - - + an(t)zn(t) + fr(1)
(1) :

Ty (1) = am ()21(1) + - -+ + ann(t)2n(t) + fu(t)

gdzie x1,..., x, sg nieznanymi funkcjami zmiennej niezaleznej t € I, a
wspotezynniki a;;(t) i funkcje fi(¢) sa danymi funkcjami okreslonymi w
przedziale I = (a,b) , gdzie a i b moga by¢ nieskonczonosciami.

2.2 Definicja 2:

Jezeli fi(t) =0, i=1,...,n, t €I, to uktad (1) nazywamy jednorod-
nym.

2.3 Definicja 3:

Rozwigzaniem ukladu (1) nazywamy funkcje zi,..., x, ciagte i réz-
niczkowalne w przedziale I, spelniajace uktad (1) dla kazdego t € I.



2.4 Definicja 4:

Warunkiem poczatkowym dla uktadu (1) nazywamy uktad réwnosci :

(2) w1(to) = wo1, w2(to) = To2,..., Tu(to) = Ton

gdzie xg1,..., Tg, sa danymi staltymi, a ¢3 jest ustalonym punktem prze-

dziatu I .

Zapis macierzowy ukladu (1 ). Wprowadzajac nastepujace oznaczenia:
z1(t) an(t) ... a(t) fi(t) o1

e(t)=1] : |, AW =| . i L f®=| | m=|"|,
xn(t) anl(t) ann(t) fn(t) Zon

uklad (1) mozna zapisa¢ w postaci

(3) a'(t) = A)=(t) + f(1),
a warunek poczatkowy ( 2)

(4) x(to) = 0.

2.5 Twierdzenie 1. O istnieniu i jednoznacznosci.

Jezeli A(t), f(t) saciaglew IxR"™, to istnieje doktadnie jedno rozwiazanie
x(t) ukladu (1) okre$lone w calym przedziale I i spekliajace warunek
poczatkowy (2 ).

2.6 Uwaga 1:

Twierdzenie to jest szczegdlnym przypadkiem 2.5 twierdzenia 1 o istnieniu
i jednoznacznosci dla uktadéw rownan. Istotna réznica miedzy twierdzenia-
mi jest taka, ze w twierdzeniu ogoélniejszym rozwigzanie istnieje w pewnym
otoczeniu punktu ¢y a w przypadku uktadu rownan liniowych istnieje i jest
okreslone na catym przedziale I .

Struktura zbioru rozwigzan ukladu jednorodnego:

(5) 2(t) = A(t)z(t), tel.

Niech
V=A{x(t): 2'(t)=A(t)x(t), t €}

bedzie zbiorem wszystkich rozwiazan uktadu (5) .
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2.7 Twierdzenie 2:

TEZA: 7Zbiér wszystkich rozwigzan uktadu (5) jest przestrzen wektorowsa
n -wymiarowg nad zbiorem liczb rzeczywistych.

DOWOD: Niech

w11 (t) T2 (1)

21(t) von()

beda dowolnymi rozwiazaniami uktadu (5) i A;, A2 beda dowolnymi liczba-
mi rzeczywistymi. Korzystajac z wtasnosci pochodnej dostajemy nastepujaca
tozsamosc:

(M1 () + Aawa (1)) = Mz (8) + Aoy (t) = A(t) (M (t) + Aawa (1))

wiec Ax1(t) + Aexa(t) jest rozwiazaniem ukladu (5 ). Zatem zbior V' jest
przestrzenig wektorowa nad cialem R . Pokazemy teraz, ze wymiar przestrze-
ni V jest n. Niech t; bedzie dowolnym ustalonym punktem przedziatu
I . Definiujemy odwzorowanie liniowe L,

L:V>sz—a(t) € R™
Pokazemy, ze odwzorowanie L jest izomorfizmem. Istotnie
ker L ={z(t) € V: xz(ty) =0} = {0}

wynika to z twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzan uktadow réw-
nan, poniewaz funkcja tozsamosciowo réwna zero jest rozwigzaniem uktadu
( 5 ) i spetnia warunek poczatkowy xz(tg) = 0. Zatem odwzorowanie L
jest roznowarto$ciowe. Z twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci wynika,
ze dla dowolnego zy, € R"™ istnieje = € V takie, ze x(ty) = zo . Stad
wynika, ze L jest odwzorowaniem na zbiér i konczy to dowdd, ze L jest
izomorfizmem. Poniewaz przestrzenie izomorficzne maja ten sam wymiar,
wiec dimV = dimR" = n.

2.8 Definicja 5:

Dowolng baze z1(t),...,z,(t) przestrzeni V bedziemy nazywaé¢ ukladem
fundamentalnym dla réwnania (5).



2.9 Uwaga 2:

Jezeli x(t) jest rozwiazaniem ukladu (5) i @1(t),...,z,(t) jest ukladem
fundamentalnym dla uktadu (5) to istnieja liczby rzeczywiste c¢i,...,c, ta-
kie, ze z(t) = c1x1(t) + - - - + cpxn(t).

2.10 Uwaga 3:

Jezeli funkcje

x11(t) Ta1 (1) T (1)
xl(t) = ) l‘g(t) = PRI l’n(t) =
T1n () Ton(t) Trn (1)

stanowia uklad fundamentalny dla réwnania (5), to

ZEH(t) ZL‘lg(t) e 1’1n(t)
: : : # 0 dla kazdego t € I.
Tp1(t) Tpa(t) .. Tpa(t)

2.11 Definicja 6:

Jezeli x41(t),...,z,(t) jest ukladem fundamentalnym dla uktadu (5), to
macierz

z11(t) x12(t) ... x1.(t)
X(t) = P
Tp1(t) Tpo(t) .. Xpn(l)

nazywamy macierzg fundamentalng i spelnia ona rownanie macierzowe

X'(t) = A(t) - X (¢).

Podamy teraz jak wyznacza sie rozwiazanie uktadu niejednorodnego (3) gdy
znamy juz uktad fundamentalny rozwiazan uktadu jednorodnego (5).

2.12 Twierdzenie 3:

TEZA: Niech X(t) bedzie macierza fundamentalna uktadu jednorodnego
( 5) to rozwiazanie ogblne uktadu niejednorodnego (3) jest postaci

(6) o(t) = X(t) - C + X(t /X



gdzie C' = [cy,...,ca]T, c1y. .., ¢, - sadowolnymi statymii X ~1(¢) oznacza
macierz odwrotna do macierzy X (t) . Natomiast rozwiazanie uktadu (3)

spelniajace warunek poczatkowy (4) jest postaci

(7) o(t) = X(1) (X—l(to) a0+ [ XN(s)- f(s)ds) |

to
DOWOD: Niech X(t) bedzie macierzaq fundamentalng uktadu ( 5 ). Z
uwagi 2 mamy, ze dla dowolnego rozwiagzania x(t) uktadu ( 5 ) istnieje
macierz C' taka, ze
z(t) = X(¢t) - C.

Rozwigzania réwnania ( 3 ) szukamy metoda uzmienniania statej C, to
znaczy ze C traktujemy jako funkci¢ zmiennej ¢

(8) z(t) = X(t) - C(t).

Rézniczkujac powyzsza réwnosé otrzymujemy

(9) 2'(t) = X'(t) - C(t) + X(t) - C'(t).
Podstawiajac teraz (8 )i (9 ) do réwnania (3 ) otrzymujemy
(10) X'(t)-Ct) + X(t) - C'(t) = A(t) - X(t) - C(£) + f(2).
Poniewa

wiee z (10 ) mamy, ze

X(t)-C'(t) = f(2).
Z uwagi3 wynika, ze macierz X (t) jest odwracalna dla kazdego t € I, wiec
z powyzszej rOwnosci otrzymujemy

(11) C'(t) = X7(t) - f().
Catkujac obustronnie powyzsza réwnosé ze wzgledu na ¢t dostajemy, ze

C(t) = / XYt) - f(t)dt + C, gdzie C =

Cn

Podstawiajac prawa strone powyzszej rownosci do réwnania (8 ) otrzyma-
my réwnosé (6 ). Jezeli uwzgledniamy warunek poczatkowy, to catkujemy
obustronnie réwnanie ( 11 ) od ¢y do t i dostajemy

C(t) - C(to) = t:X-1<s> - f(s)ds.
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Podstawiajac wyliczone C(t) do réwnania ( 8 ) otrzymamy

(12) 2(t) = X(1) - Cllo) + X(0) - [ X~(s) - f(s)ds.

to

Poniewaz zq = z(ty) = X (to) - C(to),
wiec

C(to) = X_l(t()> R

Stad i ( 12 ) dostajemy réwnosé ( 7 ) i koniczy to dowdd twierdzenia.

3 Rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych
jednorodnych o stalych wspoélczynnikach,
gdy wartosci wlasne sg rzeczywiste i jed-
nokrotne

Rozwazmy uktad rownan postaci

(1) 7'(t) = A x(?),
gdzie
ai Q1n 1(t)
A= | -~ |, a; €R, z(t)= :
Ap1 '+ Qpp xn(t)

Omoéwimy wyznaczanie uktadu fundamentalnego rozwigzan dla uktadu réw-
nan rézniczkowych (1) gdy wartodci wlasne macierzy A sa rzeczywiste i
jednokrotne. Rozwiazania uktadu (1) szukamy w postaci funkcji

U1
At

z(t) =ve™, gdzie v=
Un
Podstawiamy z(t) i 2'(t) = Ave do réwnania (1)

et = A - (veM) = eMA v,

Dzielimy powyzsza réwnosé obu stronie przez e

A-v= ).

Stad wynika, ze A jest wartodcig wlasna macierzy A a v - wektorem wla-
snym odpowiadajacym tej warto$ci wtasnej.
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7 powyzszych rozwazan wynika, ze chcac wyznaczy¢ uktad fundamentalny
rozwigzan ukladu (1) nalezy w pierwszej kolejnosci wyznaczyé wartosci wta-
sne macierzy A i odpowiadajace im wektory wtasne. Wartoéci wtasne ma-
cierzy A sg pierwiastkami wielomianu:

(2) |A = M| =p N 4 poa X"+ 4+ prd +po = 0,

gdzie I oznacza macierz jednostkowa a po, ..., p, - sa to liczby rzeczywiste.
Jedli A\ jest wartodcig wtlasng macierzy A to przez

Vi={z: (A= X))z =0}

oznacza¢ bedziemy zbiér wektorow wlasnych odpowiadajacych wartosci wla-
snej A .

3.1 Twierdzenie 1:

TEZA: Jezeli \q,...,\, saroéznymi rzeczywistymi warto$ciami wlasnymi
macierzy A i wvy,...,v, sa odpowiednio odpowiadajacymi im wektorami
wlasnymi to funkcje

z1(t) = vieMt L 2, (t) = vpe?
stanowia uktad fundamentalny rozwiazan uktadu réwnan rézniczkowych (1).
Rozwiazanie ogélne ukltadu (1) jest postaci

x(t) = crx1(t) + ... + cpzn(t),

gdzie c¢q,..., ¢, - sg to dowolne state.

DOWOD: Oznaczmy przez V zbiér wszystkich rozwiazan uktadu (1 ).
7 twierdzenia 2 wiemy, ze V - jest przestrzenia wektorowa n - wymiarows.
7 kursu algebry liniowej wiadomo, ze wektory wlasne odpowiadajace réz-
nym wartoscig wlasnym sg liniowo niezalezne. Zatem wektory wvy,..., v,
sa liniowo niezalezne a w konsekwencji funkcje z;(t),..., z,(t) nalezace do
przestrzeni V' sg tez liniowo niezalezne i stanowia baze tej przestrzeni, czyli
sa ukltadem fundamentalnym rozwiagzan uktadu réwnan rézniczkowych (1
). Stad wynika, ze jezeli x(t) jest dowolnym rozwigzaniem uktadu ( 1) to
istnieja state rzeczywiste cy,..., ¢, takie, ze

z(t) = 11 (t) + ... + cpxn(t).
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3.2 Przyklad 1:
Wyznaczy¢ rozwiazanie ogdlne uktadu (1) gdy

0
1.
4

Wyznaczamy wartosci wlasne macierzy A

A:

O N =
N W O

1—A 0 0
A—M|=| 2 3-x 1 :(1—)\)‘
0 2 4-)
1=M(B-NE-A) -2 =1-NA-2)A-5) =0

3—-A 1|
24—\

zatem warto$ciami wiasnymi sa liczby A =1, Ay = 2, A3 = 5. . Wyznacza-
my teraz kolejno podprzestrzenie wiasne V;, V5, 1 V3 odpowiadajace tym
wartosciom wtasnym.

Jedli Ay = 1. Wedy
T
Vi={z: (A=1)-2=0,} gdzie == |z .
T3

Rozwiazujemy uktad réwnan: (A —1) -z =0

0 00 1 0
2 2 =0 =
2 2 1| |z = |0 <= Tyt T2+ 2 <= o x33

T3 1 1
Vi= —1.523| = |—1.5 T3, I3 € R i vy = |—1.5].
xT3 1 1

Jesli My = 2. Wtedy

Vo={x: (A=2I)-2=0.}
Rozwiazujemy uktad réwnan:

(A-=21)-2=0:
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-1 0 0 1 0 —x1 =0 =0
2 1 1] |z = |0] &= {20 tapta3=0 <+ { !
0 2 2 X3 0 21’2—{—2373:0 2T s
Zatem
0 0 0
Vo = —x3| = |—1]| 23, 2z3€R 1 vy = |—1
XT3 1 1

Jedli \s = 5. Wtedy

I
Vs={z: (A=5I)-x=0,} gdzie v = |x9
T3
Rozwiazujemy uktad réwnan (A —57) -z =0:
—4 0 0] [n 0 —4z, =0 o= 0
2 —2 1 |-|za] = |0] <= {2 — 2+ 125=0 {1_
0 2 —1] |z [0 oy — 15 = 0 Ty = 203
Zatem
0 0 0
Vi = o | = |1 To, Xo € R 1 vy = |1].
219 2 2
Stad wynika, ze funkcje
1 0 0
zi(t) = viet = [ —1.5| €', ao(t) = vae® = |—1| %, w3(t) = v3e® = |1] &
1 1 2

stanowia uktad fundamentalny rozwiazan dla uktadu (1) i rozwiazanie ogdlne
tego uktadu uktadu ma postaé

1 0 0
w(t)=c |—1.5|e +cy |—1|e* +c3|1] €™,
1 1 2

gdzie ¢y, c9, c3 sa to dowolne liczby rzeczywiste.
Wyznaczanie wartoéci wlasnych i wektoréw wtasnych macierzy A za pomoca
programu wolframalpha
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https://www.wolframalpha.com/input/7i=eigensystem+/5B77B1%2C0%2C0%
7D%2C%7B2%2C3%2C1%7D%2C%7B0%2C2%2C47,7D%5D

Rozwiazanie uktadu (1) za pomoca programu wolframalpha
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%277%3Dx1-x2}2B2*x3%2C+x2%
27%3D-x1%2Bx2%2C+x3%27%3D-x1%2Bx3

4 Rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych
jednorodnych o stalych wspoélczynnikach,
gdy wartosci wlasne sg jednokrotne, ale nie
wszystkie rzeczywiste

Rozwazmy uktad réwnan rézniczkowych postaci

(1) 2'(t) = A x(t),
gdzie
aipr o Gy x1(t)
A=+ . |, a; €R, z(t) = :
Ap1 ' Qpp an(t)

Oméwimy wyznaczanie uktadu fundamentalnego dla uktadu ( 1) gdy war-
tosci wlasne macierzy A sg jednokrotne, ale nie wszyskie rzeczywiste.

4.1 Uwaga 1:
Niech
(2) w(A) = pp A" + P A A+ o

bedzie wielomianem o wspoétczynnikach rzeczywistych. Jezeli A = o + (1
jest miejscem zerowym tego wielomianu to liczba sprzezona A = a — 3i jest
rowniez miejscem zerowym tego wielomianu. Istotnie, z wtasnosci sprzezenia
dla liczb zespolonych mamy

0 = Pad® + Pt AT+ PIAE Po = Pad P h I o

wiec A jest mniejscem zerowym wielomianu ( 2 )
Wartosci wlasne macierzy A sa miejscami zerowymi wielomianu:

|A_)‘I| :pn/\n+pn—1)\n_1+"'+p1)\+p0:0

Z uwagi 1 wynika, ze jezeli A jest zespolong wartoscia wlasng macierzy A
to A jest tez wartoscig wtasna macierzy A .
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem+%5B%7B1%2C0%2C0%7D%2C%7B2%2C3%2C1%7D%2C%7B0%2C2%2C4%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem+%5B%7B1%2C0%2C0%7D%2C%7B2%2C3%2C1%7D%2C%7B0%2C2%2C4%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%3Dx1-x2%2B2*x3%2C+x2%27%3D-x1%2Bx2%2C+x3%27%3D-x1%2Bx3
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%3Dx1-x2%2B2*x3%2C+x2%27%3D-x1%2Bx2%2C+x3%27%3D-x1%2Bx3

4.2 Uwaga 2:

Jezeli A jest zespolong wartoscia wtasng macierzy A i v jest wektorem
wlasnym odpowiadajacym tej wartodci wlasnej to 7 jest wektorem wiasnym
odpowiadajacym wartosci wlasnej sprzezonej \ . Istotnie, z wlasnoéci sprze-
zenia dla liczb zespolonych mamy

AN =A== (A= X)) -0

wiec T jest wektorem wlasnym odpowiadajacym wartoéci wtasnej .
Niech A = a + i bedzie zespolong warto$ciag wlasng macierzy A a v
wektorem wtasnym odpowiadajacym tej wartosci wlasnej.

7 uwagi 2 wynika, ze funkcje

ve et
sa liniowo niezaleznymi rozwiazaniami uktadu ( 1 ). Korzystajac z zaleznosci

N = ot — gt Bl — pot(cog(Bt) + isin(Bt)),

funkcje

mozna zapisa¢ nastepujaco:

ve =(R(v) 4+ iS(v))e* (cos(Bt) + isin(Bt)) =
e [R(v) cos(Bt) — S(v) sin(Bt) + i(R(v) sin(Bt) + I(v) cos(B1))],

=R(v) —iS(v))e* (cos(Bt) — isin(Bt)) =
e [R(v) cos(Bt) — S(v) sin(Bt) — i(R(v) sin(Bt) + S(v) cos(Bt))]
gdzie R oznacza czeS$¢ rzeczywistg a & czesé urojong. Poniewaz zbiér roz-
wiazan uktadu réwnan rézniczkowych (1) jest przestrzenia wektorowa to
nastepujace funkcje,

(3) x1(t) = ;(ve +7eM) = R(ve) = e(R(v) cos(Bt) — S(v) sin(Bt)),

1
(4)  2o(t) = —(ve™ —veM) = F(ver) = e (R(v) sin(Bt) + I(v) cos(Bt))
sg liniowo niezaleznymi rozwigzaniami tego uktadu.

Stad wynika, ze dla wartoéci wlasnych zespolonych A\ i A wystarczy wy-
znaczy¢ tylko wektor wlasny v dla wartosci wtasnej .
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4.3 Przyktad 1:

Wyznaczy¢ rozwiazanie ogdlne uktadu réwnan rézniczkowych (1) gdy

Wyznaczamy wartosci wlasne macierzy A

1—x -1 2
A=X|=| -1 1-X 0 |=1-=-X)[(1=-X*+1=0
-1 0 1-2)

wiec Ay =1, Ay =1+, \3 = 1—1 sa jednokrotnymi wartosciami wtasnymi
macierzy A. Wyznaczymy teraz kolejno podprzestrzenie wtasne Vi i Vs
odpowiadajace wartosciom wlasnym A;, Ao.

Jesli \; = 1. Wtedy

T
Vi={z: (A=1I)-2=0,} gdzie z = |x9
T3
Rozwigzujemy uktad réwnan
(A-=I)-2=0
0 -1 2 1 0
— 23 =0 =2
—100-x2:0<:>{$2+x3 <:>{I2 s
1 0 0] |z [0 —r1 =0 21 =0
Zatem )
0 0
Vi= 2x3| = |2| 23, x3 €R
T3 1_
Niech )
0
v = 2 s
11

wtedy funkcja

jest rozwiazaniem uktadu ( 1 ).
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Jesli \y =1+ 1. Wtedy
Vo={x: (A= (1 +4)I) -z=0}.

Rozwiazujemy uktad réwnan (A — (1+4)I)-2=0 :
—i -1 2 T 0 —1x1 — T + 223 =0 . in
—1 —t 0 ||| =|0| <<= < —21—1tx2=0 <:>{1 s
: To =1
-1 0 =2 |z3 0 2, — iz =0 2 3
Zatem
—iT3 —1 —1 0 —1
Vo = T3 =123, x3€R 1 vo=|1]=11]+1]0 |z
3 1 1 1 0
Poniewaz
0 —1
§R(U2> =11 i S"(’Ug) = 0
1 0
to z zaleznosci (3 ) 1 (4 ) wynika, ze funkcje
0] —1
xo(t) = | |1| cost — | O |sint | ¢,
1] 0
[0] —1
z3(t) = | |1|sint+ | 0 | cost | e’
11 0

sg liniowo niezaleznymi rozwigzaniami rozpatrywanego uktadu, odpowiada-
jace wartodciom wlasnym Ay i A3
Rozwiazanie ogdlne uktadu (1 ) ma postaé:

0 0 —1 0 -1
z(t) =c; |2]| e'+co | [1]| cost — | O | sint|el+ez | |1|sint+ | O | cost | e
1 1 0 1 0

gdzie ¢y, coic3 sa to dowolne state rzeczywiste.

Wyznaczanie wartoéci wlasnych i wektoréw wtasnych macierzy A za pomoca
programu wolframalpha
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem/5B%7B1%2C-1%2C2}
7D%2C%7B-1%2C1%2C0%7D%2C%7B-1%2C0%2C1%7D%5D

Rozwiazanie uktadu (1) za pomoca programu wolframalpha
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%3Dx1%2C+x2%27%3D2*x 1%
2B3*x27%,2Bx3/2C+x3%277%,3D2*x2%,2B4*x3
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem%5B%7B1%2C-1%2C2%7D%2C%7B-1%2C1%2C0%7D%2C%7B-1%2C0%2C1%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem%5B%7B1%2C-1%2C2%7D%2C%7B-1%2C1%2C0%7D%2C%7B-1%2C0%2C1%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%3Dx1%2C+x2%27%3D2*x1%2B3*x2%2Bx3%2C+x3%27%3D2*x2%2B4*x3
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%3Dx1%2C+x2%27%3D2*x1%2B3*x2%2Bx3%2C+x3%27%3D2*x2%2B4*x3

5 Rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych
jednorodnych o stalych wspoélczynnikach,
gdy macierz uktadu jest diagonalizowalna

Rozwazmy uktad réwnan postaci

(1) 2'(t) = A~ x(t),
gdzie
apy 0 Qip $1(t)
A=11 . 1|, a; €R, )= | :
[ Ann In(t)

7 kursu algebry liniowej wiemy, ze macierz A jest diagonalizowalna jezeli dla
kazdej watrosci wlasnej wymiar podprzestrzeni wtasnej odpowiadajacej tej
wartosci jest rowny jej krotnosci. Niech A bedzie wartoscig wlasng macierzy
A o krotnosci kj1 i wymiar podprzestrzeni wlasnej

Vi={x: (A=XI)-x=0}

jest réwny k.
Jezeli uktad wektoréw {vy,..., vx} jest baze przestrzeni V) to nastepujace

funkcje

At At
y -

x1(t) = v1e™, ..., z(t) = vge

sa liniowo niezaleznymi rozwigzaniami uktadu (1).

5.1 Uwaga 1:

Przyjmujemy nastepujgce oznaczemia dotyczace operacji na ma-
cierzach : zapis a-w; +b-w; oznacza, ze mnozymy wiersz i-ty przez a i
wiersz j-ty przez b i wynik zapisujemy w wierszu j -tym. Analogicznie w
przypadku kolumn zapis a - k; +0b-k; oznacza, ze mnozymy kolumneg i-tg
przez a ikolumne j-ta przez b i wynik zapisujemy w kolumnie j-tej.

5.2 Przyktad 1:
Wyznaczy¢ rozwiazanie ogdlne uktadu (1), gdy

1 -2 2
A=|-2 1 2
2 2 1
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Wyznaczamy wartosci wlasne macierzy A:

1-\ -2 2 3—X —=3+X 0
A=M|=| -2 1-Xx 2 |“="| -2 1-x 2 |"£"
2 2 1-2A 2 2 1-2)
3—X 0 0 Lo o 2
—2 —1-X 2 :(3—)\)‘ A 1_/\‘:—(>\—3)()\+3):O,
2 4 1=

A1 = —3 jest wartoscia wtasna o krotnosci jeden i Ay = 3 jest wartoscia

wtasng o krotnosci dwa. Wyznaczymy teraz kolejno podprzestrzenie wtasne
Vi i V5 odpowiadajagce wartosciom witasnym Ay i Ao.
Jesli \; = —3. Wtedy

T
Vi={z: (A+3[)-2=0,} gdzie v = |x2] .
3

Rozwigzujemy uktad réwnan

(A+3[)-2=0 :
4 -2 2] [y 0 4z — 209 + 203 =0
-2 4 2 To| = |0 <= —2x1 +4x9 + 223 =0 <~
|2 2 4 T3 0

2$1+2$2+4[E3:0
2$1—JI2+ZE3:0

w3 +w 2 - =0 = -
—w 21y s =0 E¥ { SRR = {xl s

319 + 323 =0 To = —T3.
T1 4 Ty + 225 = 0 2o 2 3
Zatem
—X3 -1 —1
i —I3 —1|x3, x23€R 1 vy = |—1].
XT3 1 1
—1
Funkcja z1(t) = vie 3t = |—1| e3¢
1

jest rozwiazaniem uktadu (1) odpowiadajacym wartosci wlasnej A;.
Jesli Ay = 3. Wtedy

Vo={x: (A-3I)-z=0}.
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Rozwiazujemy uktad réwnan (A —3[)-x =0 :

—2 -2 27 [, 0 —2x) — 229 + 223 =0
-2 =2 2 ||z = |0 &= {211 —202+223=0 <= 11 =—x2+x3.
2 2 =2 3 0 201 4+ 229 — 223 =0

Zatem
—X9 + X3 -1 1
Vo = To =|1]|ax+ |0|x3, 22 €R
xIs3 0 1

Przestrzen V5 jest generowana przez wektory

-1 1
Vg = 1 i Vg = 0
0 1

ktore sg liniowo niezalezne. Wiec wymiar przestrzeni V5 jest réwny krotnosci
wartodci wtasnej .
Stad wynika, ze nastepujace funkcje

—1 1
zo(t) = | 1 |e¥, a3(t) = |0] ™
1

sa liniowo niezaleznymi rozwiazaniami uktadu (1) odpowiadajacymi warto-

Sci whasnej Ao .

Fundamentalnym zbiorem rozwiazan dla uktadu (1) sgfunkcje {z1(t), z2(t), z3(t)}.
Rozwiazanie ogdlne uktadu (1) ma postacé

—1 —1 1
rt)=c |-1|e ¥4y | 1] +c3|0]e*
1 0 1

gdzie ¢1, co, c3 s3 to dowolne liczby rzeczywiste.

Wyznaczanie wartoéci whasnych i wektoréw wtasnych macierzy A za pomoca
programu wolframalpha
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem/5B%7B17%2C-27%2C2}
7D%2C%7B-2%2C1%2C277D%2C%7B2,2C27%2C1%7D%5D

Rozwiazanie uktadu (1) za pomoca programu wolframalpha
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%28t%29%3Dx1-2*x272BR*x3%
2C+x27%,277%3D-2*x17%2Bx27%,2B2*x3%2C+x3%27%3D2*x1%2B2*x27,2Bx3
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem%5B%7B1%2C-2%2C2%7D%2C%7B-2%2C1%2C2%7D%2C%7B2%2C2%2C1%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem%5B%7B1%2C-2%2C2%7D%2C%7B-2%2C1%2C2%7D%2C%7B2%2C2%2C1%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%28t%29%3Dx1-2*x2%2B2*x3%2C+x2%27%3D-2*x1%2Bx2%2B2*x3%2C+x3%27%3D2*x1%2B2*x2%2Bx3
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%28t%29%3Dx1-2*x2%2B2*x3%2C+x2%27%3D-2*x1%2Bx2%2B2*x3%2C+x3%27%3D2*x1%2B2*x2%2Bx3

6 Rozwigzywanie ukladéw réwnan liniowych
jednorodnych o stalych wspoélczynnikach,
gdy macierz ukladu nie jest diagonalizowal-
na

Rozwazmy uktad rownan postaci

(1) a'(t) = A x(t)
gdzie
an Q1n 1(t)
A= |+ . |, a; €R, z(t)=
An . Apn .Z'n(t)

7 algebry liniowej wiadomo, ze macierz nie jest diagonalizowalna, jezeli ist-
nieje wartos¢ wlasna, ktorej krotnosc jest wieksza niz odpowiadajacy jej wy-
miar podprzestrzeni wtasnej. Niech \ bedzie wartoscig wlasng macierzy A
o krotnosci k;1 i wymiar podprzestrzeni wlasnej

W ={z: (A= M)z =0}

jest mniejszy niz k .
Na poczatek wprowadzimy pewne oznaczenia:

V/\(i):{x: (A= XDMz =0}, i=1,2,... .

Zbiory VA(i) 1 =1, 2,... - sa podprzestrzeniami wektorowymi przestrze-
ni R™ i bedziemy nazywa¢ je podprzestrzeniami wektorow gtéwnych rzedu
1 . Podprzestrzenie wektoréw gtownych dla wartosci wlasnej A tworza cigg

topu
RIS v (1) (2) (m)
o CcWy oV, ...V

Doktadniej mowiac, istnieje liczba naturalna m taka, ze

VO cvWev®@ e cv™ amv™ =k i V™ =v® dla m<lL
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6.1 Twierdzenie 1:

ZALOZENIA: Niech o™ e me)\V)fm_l) i wektory wv(m=b pm=2)

beda okreslone nastepujaco:

v = (A — X )p™
02 = (A — A)v(m=D

(2) :
v = (A — AI)v®@
v® = (A — X))o
TEZA.:
1. 0@ evO\{0} i v@DeVO\VITY gdzie j=1,..., m.
2. Wektory v©@, oM . v0™ _ sy liniowo niezalezne.

6.2 Twierdzenie 2:

Jezeli wektory o©@, v 0™ sy okreslone zaleznoscia ( 2 ) to nastepu-
jace funkcje sa liniowo niezaleznymi rozwiazaniami uktadu ( 1 ).

t2
ni(t) = 00N, wa(t) = 0+ 00 0)eN, ay(t) = (0O + 10 4 S0 )N,
t? ¢(m=1) om
— (m) (m—1) v (m—2) . R ¢ ) (0) v
T (t) = <v + tv + 2@ 4 +(m_1)!v +m!U A

7 Przyklady rozwigzywania ukladéw réwnan
liniowych jednorodnych o stalych wspél-
czynnikach, gdy macierz ukladu nie jest dia-
gonalizowalna

Rozwazmy uktad rownan postaci

(1) () = A-z(t)
gdzie
apy - Qip z1(t)
A= |+ . |, a; €R, z(t) =
Ap1 ' Qpp :En(t)
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7.1 Przyklad 1:
Wyznaczy¢ rozwiazanie ogdlne uktadu (1) gdy

2 1 1
A=11 2 1
-2 =2 -1

Wyznaczamy warto$ci wlasne macierzy A:

2-x 1 1 1—-X 14X 0
A=M|=| 1 2-Xx 1 |™&"] 1 2-) 1| gk
—2 -2 —1-2) —2 -2 —1-)
1-X 0 0
B 3—x 1 | -
1 3—-x 1 _(1—/\)'_4 _1_/\‘_(1—/\)—0

-2 -4 —1-A

zatem A = 1 jest 3-krotnym pierwiastkiem. Wyznaczymy teraz podprze-
strzen wlasng odpowiadajaca wartosci wlasnej A =1

X1
VO ={z: (A-1)-2=0,} gdzie == |z,
€3

Rozwiazujemy uklad rownan (A —1)-z =0:
1 1 1 1 T+ T +a3=0

0
1 1 1 To| = 0 <~ x1+$2+x320 < T3 = —T1—T2.
0

-2 =2 -2 3 —25131 — 21’2 - 2ZE3 =0

Zatem
il 1 0
V(O) = X9 =0 |ax1+ |1 ]|x2, 21, 22ER
—T1 — T2 —1 —1

Wymiar przestrzeni V() wynosi 2 i jest mniejszy od krotnosci wartosci
wtasnej. Musimy wigc wyznaczy¢ podprzestrzen gtéwna rzedu pierwszego:

VO ={z: (A-1)?-z=0}.
Poniewaz

11 1 11 1 0 0
(A-I?*=|1 1 1|-|1 1 1|=1]000
-2 -2 -2| [-2 -2 -2 000



wiec VI = R3.
Baze w VW) wyznaczamy nastepujaco: bierzemy dowolny wektor v%l) €
VO VO, Niech

1
v = o],
0

0 S, . .
wyznaczamy teraz wektor wlasny v§ ) 7 zaleznodci 2 w twierdzeniu 1

1 1 171 [t 1
vW=U-n-vW=|1 1 1|-]o|=]|1
—2 -2 =2| |o] |-2

Nalezy teraz do wektorow v%o), vil) dobra¢ wektor v(()o) e VO tak by wek-

tory v(()o), vﬁo), vgl) byty liniowo niezalezne. Niech

wektory véo), vgo), vgl) sg liniowo niezalezne, bo wyznacznik ktérego kolum-

nami sg te wektory
1 1

1
0 1 0]=1
-1 -2 0
jest rozny od zera. Stad wynika, ze uktad fundamentalny rozwigzan uktadu
( 1) jest nastepujacy:

1 1
ri(t) = v(()o)et =10 |e, ao(t) = vgo)et =11]|¢
-1 —2
1 1
x3(t) = (v%l) + tvgo))et =([0f+t|1]]¢
0 —2

Rozwiazanie ogdlne uktadu ( 1 ) ma postaé

1 1 1 1
v(t)=c | 0| +ec| 1| +eg||0]+2]1]]¢
-1 -2 0 -2

gdzie ¢y, c9, c3 sa to dowolne state.
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Wyznaczanie wartosci wlasnych i wektorow wtasnych i gtéwnych dla macie-
rzy A za pomocg programu wolframalpha
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem/,5B%7B2%2C1%2C1%
7D%2C%7B17%2C2%2C17%7D%2C%7B-2%2C-2%2C-177D%5D

Program wyznacza wartos¢ wtasng A = 1 o krotnosci 3 i wartosci wlasne i
glowne:

0
v(()o): 11, v, =111, v,7=10].
-1 -2 1

Rozwiazanie uktadu (1) za pomoca programu wolframalpha
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%28t%29%3D2*x1%2Bx2}%2Bx3/
2C+x27%,277%,3Dx1%2B2*x27%2Bx3%2C++x37%27/3D-2*x1-2*x2-x3

7.2 Przyktlad 2:
Wyznaczy¢ rozwiazanie ogdlne uktadu (1) gdy

100 0 O
110 0 0
A=(1 11 0 O
000 3 1
000 —4 -1

Wyznaczamy wartosci wlasne macierzy A :

1—A 0 0 0 0
I 1-=x 0 0 0
A-XM[=|1 1 1-X 0 0 |=
0 0 0 3—A 1
0 0 0 -4 —-1-A
1—A 0 0
1 1-x 0 .‘3_‘? _11_)\‘_(1—)\)3(1—)\)2_(1—)\)5—0
1 1 1—A

wiec A =1 jest wartoscig wtasng o krotnosci pie¢. Wyznaczymy teraz pod-
przestrzen wtasng odpowiadajacg wartosci wlasnej A =1

VO ={z: (A-1T1) -z=0}.
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem%5B%7B2%2C1%2C1%7D%2C%7B1%2C2%2C1%7D%2C%7B-2%2C-2%2C-1%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem%5B%7B2%2C1%2C1%7D%2C%7B1%2C2%2C1%7D%2C%7B-2%2C-2%2C-1%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%28t%29%3D2*x1%2Bx2%2Bx3%2C+x2%27%3Dx1%2B2*x2%2Bx3%2C++x3%27%3D-2*x1-2*x2-x3
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%28t%29%3D2*x1%2Bx2%2Bx3%2C+x2%27%3Dx1%2B2*x2%2Bx3%2C++x3%27%3D-2*x1-2*x2-x3

Rozwiazujemy uktad réwnan (A—1) -2z =0:

000 0 O 1 0 2, =0
100 0 O To 0 o1+ 29 = 0 r1=0
110 0 0 r3| = |0| < = (x=0
000 2 1| |z |0 2r4+ 25 =0 s = 21,
000 —4 =2 |z5 0] —4ry — 215 =0
Zatem

0 [0 0

0 0 0

VO = r3 | = |1lx3+ | 0 |24, 3, z4€R
T4 0 1
—2%’4 _0 —2

Wymiar przestrzeni V() wynosi 2 i jest mniejszy od krotnoci wartosci
wlasnej, ktéra wynosi 5. Musimy wyznaczy¢ podprzestrzen gtéwng, ktorej
wymiar bedzie wynosit 5.

Wyznaczamy podprzestrzen gtéwna rzedu pierwszego

VO ={z: (A-I)?-z=0}.

Poniewaz
000 0 0 000 0 O 000O00O
100 0 O 100 0 O 00000
(A-=I)*=1{1 10 0 0 110 0 0|=[10000
000 2 1 000 2 1 00000
000 —4 —2| (000 —4 -2 00000
wiec
000 0 0] [x 0 0
000 0 0] |z 0 0
(A-DI)?x=|1 0 0 0 0|-|x3| = |21| = |0| <= 21 = 0ix9, 23, 74, 5 € R.
000 0 0] |z 0 0
000 0 0] |z 0 0

Stad wynika, ze przestrzen gtéwna rzedu pierwszego ma postac:

0 0 0 0 0
T2 1 0 0 0
V(l) = T3| = 0 X9 + 1 T3 + 0 T4+ 0 T5, Lo, T3,T4,T5 € R
T4 0 0 1 0
Ts 0 0 0 1



Poniewaz wymiar podprzestrzeni V@) jest réwny 4 i jest mniejszy niz
krotnos¢ wartosci wlasnej, wiec musimy wyznaczy¢ podprzestrzen wektorow
gtownych rzedu drugiego:

VO ={z: (A-IP> -z=0}

Poniewaz (A—1) =0 wiec V® =R® i dimV® =5 . Baze w przestrzeni
V@ wyznaczamy nastepujaco:
1. Poniewaz dimV® —dimV® =5 -4 =1 wiec ze zbioru V@ \ V1)
bierzemy dowolny wektor 1)52). Nastepnie wyznaczamy wektor gtéwny rzedu
pierwszego i wektor wlasny
VAOAVO 5= (A-1)- 0, VO30 = @A-1) .

Oczywidcie tak okreslone wektory "U%O), v@, vf) sg liniowo niezalezne.
Przyjmujac:

1

0
v§2) = [0| to vgl) =(A-1) -052) =

0

0
2. Poniewaz dimV® —dimV©® =4 —2 = 2 wiec ze zbioru VI \ VO
bior¢ dowolny wektor vél) taki, ze dla dowolnych liczb «y, ag, nieréwnych
jednoczesnie zero, zachodzi warunek: oqv%l) + Oégl)él) c VO VO, Tak
okreslone wektory
TG R R e
sa liniowo niezalezne i stanowig baze przestrzeni V().

iv%o) = (A—[)-v%l) =

OO~ = O
S O = OO

—_

Gdy Uél) = to véo) =(A-1) -vél) =

_ o O O O
—_— o O O

7 7.2 Twierdzenia 2 wynika, ze uktad fundamentalny rozwiazan uktadu
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(1) jest nastepujacy:

0 0 0
0 1 0
21 () =0l = |1] e, zo(t) = (v\V + tv%o))et = | |1]| +t|1]]|¢
0 0 0
0 0 0
1 0 0
1 0 1 1 0
z3(t) = (WP + 0l + 220t = [ o +¢ 1| + =62 1] | ¢
2 ol lo| 2 o
0 0 0
0 0 0
0 0 0
x4(t) = et =1 0| ¢, x5(t) = (vél) + tvéo))et = (0]+¢t|0|]€.
1 0 1
—2 1 —2

Zatem rozwiazanie ogdlne uktadu (1) ma postaé
z(t) = cr21(t) + cama(t) + c3x3(t) + camy(t) + csa5(t)

gdzie ¢y, c9, c3, ¢4, c5 dowolne state.

Rozwiazanie uktadu (1) za pomoca programu wolframalpha
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%28t%29%3Dx1%2C+x2%27%
3Dx1%2Bx2%2C++x3%27%3Dx1%2Bx27%,2Bx3%2C+x47,27 1,3D3*x4%,2Bx5%2C+x5%27%
3D-4*x472Bx5

7.3 Zadanie 1:

Tre$é zadania: Wyznaczy¢ rozwiazanie ogélne uktadu ( 1), gdy

1 4 000
0 3 000
A=11 -4 1 0 0
3 -1 1 21
1 2 11 2
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%28t%29%3Dx1%2C+x2%27%3Dx1%2Bx2%2C++x3%27%3Dx1%2Bx2%2Bx3%2C+x4%27%3D3*x4%2Bx5%2C+x5%27%3D-4*x4%2Bx5
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%28t%29%3Dx1%2C+x2%27%3Dx1%2Bx2%2C++x3%27%3Dx1%2Bx2%2Bx3%2C+x4%27%3D3*x4%2Bx5%2C+x5%27%3D-4*x4%2Bx5
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%28t%29%3Dx1%2C+x2%27%3Dx1%2Bx2%2C++x3%27%3Dx1%2Bx2%2Bx3%2C+x4%27%3D3*x4%2Bx5%2C+x5%27%3D-4*x4%2Bx5

Rozwigzanie: Wyznaczamy wartosci wtasne macierzy A :

1—A 4 0 0 0
0 3—A 0 0 0
A=X|=] 1 -4 1-=A 0 0 | =
3 -1 1 2— A 1
1 2 1 1 2—A
RGN o
(3—A) =B-=-XN1=-X] 1 2— A 1 | =
3 1 2— A\ 1 1 1 1
1 1 1 2—A
22—)\ 1 o 3 2
(B=X)(1—=AX) 1 2_)\—(1—)\) B3-=X)"=0
zatem mamy dwie warto$ci wtasne A\; = 1 o krotnosci 3 i Ay = 3 o

krotnosci 2.
Wyznaczymy podprzestrzen wlasng dla wartosci wtasnej Ay = 1.

V9 ={z: (A-D)-z=0,}.

Rozwiazujemy uktad réwnan (A —1)-x = 0:

0 4 00 0] [e] [0 dzy =0
0 2 000 To 0 2w =10
1 -4 0 0 0 3| = |0 <= <21 —429=0
3 -1 1 11 L4 0 31 — 2o+ T3+ 24+ 25 =0
1 2 111 5 0 21+ 2y + 15 + 24 + 75 = 0
.CEl—O
< Jxy=0 x3, T4 € R
Ty = —T3 — Xy
Zatem
0 0 0
0 0 0
‘/1(0) = T3 = |1 |axg+ | 0|y, T3, T4 € R
Ty O 1
—XT3 — T4 -1 1

Wymiar przestrzeni Vl(o) wynosi 2 i jest mniejszy od krotnosci wartosci
wtasnej. Musimy wiec wyznaczy¢ podprzestrzen gtéwna rzedu pierwszego.
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Wyznaczamy podprzestrzen gtéwng rzedu pierwszego dla Ay
vV ={z: (A=D? 2=0}.

Rozwigzujemy uklad réwnan (A —1)*-x = 0.

08 00 0] [=] [0 8z, =0
0 4 00 0| [z 0 s =0
0 -4 0 0 0 z3| = |0 <~ —4xy =10
5 7T 2 2 2| |my 0 dx1 + Twy + 2w3 + 224 + 225 = 0
5 5 222 L5 0 5$1+5l’2+2$3+21’4+2$5:0
To = 0 . :
= 5 , T3, T4, v5 — dowolne liczby rzeczywiste.
€T, = —5(1’3 + x4 + 555)
Zatem
—%($3+$4+$5) —% —% —%
0 0 0 0
Vl(l) = T3 =|1|z3+ |0 |2+ |0 |25 z32405ER
Ty 0 1 0
Ty 0 0 1

a wiec wymiar podprzestrzeni Vl(l) wynosi 3 1ijest réwny krotnosci wartosci
wlasnej A;p.
Bierzemy dowolny wektor

oV € VO O

Jezeli

to odpowiadajacy jemu wektor wtasny v§°) wyznaczamy z zaleznosc:

0 4 00 0] [-2 0
0 2 000 |0 0
W=@A-D-o" =11 -4 000 -]1|=]|-2
3 -1 111 |0 —5
1 2 111 [0 2



Do wektoréw v§0) , vil) nalezy teraz dobra¢ wektor véo) € Vl(o) tak, by

wektory v(()o), v§°>, vgl) byty liniowo niezalezne.

Jesli

to tatwo sprawdzic¢, ze wektory v(()o), v§0), v%l) s liniowo niezalezne. Z Twier-

dzenia 2 wynika, ze natepujace funkcje sa liniowo niezaleznymi rozwiazaniami

uktadu (1 ):

0 0
0 0
zi(t)=wvoe = | 0 | €',  zo(t) =uvief = | -2 ¢
11 —3%
5
_% 0
0 0
z3(t) = (Y +to)et = | | 1| +¢ —21 | €.
o |
0 5

Wyznaczymy teraz podprzestrzen wlasna dla wartosci wtasnej Ay =3 :
VO ={x: (A=30)-z=0,}.

Rozwiazujemy uktad réwnan (A —3[)-x=0:

-2 4 0 0 O T 0 93, + 4wy = 0
0 0 0 0 0 To 0
—4x5 — 223 =0
1 —4 -2 0 0| |ag| =|0] e {72755
3 -1 1 -1 1 T4 O 3.T1—I2+$3—374+x5:0
1 2 1 1 -1 Ts 0 Ty + 222+ 23+ w4 —25=0
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stosujac metode Gaussa

—1 2 0 0 0 | 0] witwe [—1 2 0 0 | O 5wy -tg
1 =4 =2 0 0 | Olsmren [0 =2 =2 0 0 | 0| 3ustws
3 -1 1 -1 1 |of ~7 |o 5 11 | o T
12 1 1 =1 | 0] 0 1 =1 |0
-1 2 0 0 0 | 0] o 0 0 | O
0 -2 =2 0 0 | O Bystdws |O -2 =2 0 0 | O
004110‘:’{0 4 -1 1 | o] T
Lo 0 -3 1 -1 | 0] 0 o 7 =710
—$1+2$C2:0 .T1:2$2 1'1—0
—2$2—2$3:0 T9 = —XT3 .7}2—0
< 1 1 R
—4173—1'4+ZE5:0 ZL’3:—Z$4+ZZL‘5 ZL‘3—O
Txy — Txs =0 T4 = Ts T4 = Ts
Zatem
0 0
0 0
VO ={10|=10]z5, 25€R
Ty 1
Ty 1

Wymiar przestrzeni VQ(O) wynosi 1 1 jest mniejszy niz krotnos¢ wartosci
wlasnej Ay . Wyznaczamy teraz podprzestrzen wektorow gléwnych rzedu
plerwszego

{z: 0}.

Rozwiazujemy uktad réownan (A —3I)2 -2 =0.

vy = (A-30)?% 2=

4 -8 0 0 O 1 0 4o, — 819 = 0
o 0 0 0 0 To 0
—4 12 e
4 1 92 4 0 0 2s| = 0] < r1+ 1220 + 423 =0
7 1 1 =2 2 =2| |z 0 —Txy + 11wy — 2205 + 224 — 205 = 0
1 _3 -2 =2 2 Ty 0 1 — 31’2 - 21‘3 — 21’4 —+ 21’5 = 0

I —21’2 =0
—271+3$2—|-£E3 =0
—7£C1 -+ 1133'2 — 2.%3 -+ 2%4 — 21’5 =0

$1—3I2—2$3—2Z‘4+2$5:0
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Rozwiazujemy powyzszy uktad, stosujac metode Gaussa

1 -2 0 0 0 \O7wl+wz 1 -2 0 0 0 ]03
13 1 0 0 | 0fwdy |0 1 1 0 0 | 0| uiy
-7 11 -2 2 =210 0 -3 -2 2 =210
1 -3 -2 =2 2 |0 0 -1 -2 =2 2 | 0
1 -2 0 0 0 | O 1 =200 0 | O
01 1 0 0 | Ojuwgrws |0 1 1.0 0 | O
000 1 2 —2]0 o012 -2]0
o 0 -1 -2 2 |0 0 0 00O 0 | O
513'1—2.1'2:0 $1:2I2:4£C4—4.§C5
To+ a3 =0 = (a9 =—x3 =214 — 205 , T4, T5E€ R.
$3+21’4—2[E5:0 ZE3:—2?I]4+2I5
Zatem
4ZE4—4ZL‘5 4 —4
2wy — 215 2 -2
VD = 22y + 225 | = |2 au+ | 2 | 25, 74, a5 €R
Ty 1 0
Ty 0 1

Wymiar przestrzeni 1/2(1) wynosi 2 i jest rowny krotnosci wartosci wiasnej
A2. Wybieramy dowolny wektor vél) € ‘/2(1) \ Va. Jezeli

Kk 1 (0) leznodci:
to wyznaczamy teraz wektor wtasny v, z zaleznosci:

|
N}
I
N ===
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Nastepujace funkcje sa liniowo niezaleznymi rozwiazaniami uktadu ( 1 ):

0 4 0
0 2 0
z4(t) = vae® = |0| ¥, x5(t) = (Uél) +tug)e®t = | [—2] +¢ [0] | .
7 1 7
7 0 7

Funkcje x1(t), x2(t), x3(t), x4(t), x5(t) sa liniowo niezalezne i stanowia
uktad fundamentalny uktadu ( 1 ). Zatem rozwiazanie ogdlne uktadu ( 1
) ma postaci

z(t) = c121(t) + coxo(t) + c3x3(t) + cawa(t) + css5(t)

gdzie cy,...,c; dowolne state.

8 Macierz wyktadnicza i jej wlasnosci

Przez M(n xn, C) bedziemy oznaczaé zbiér macierzy o wymiarach n x n
i wartosciach zespolonych.

8.1 Definicja 1:

Norme w przestrzeni M (n x n, C) okreslamy nastepujaco:
[All= max{lay|, ,j=1,...,n}.

Latwo zauwazy¢, ze zachodzi nieréwnosé || A™||< || A]|™.
Dla ¢t € R definiujemy ciag macierzy {Si(t)}

Elementy macierzy Si(t) bedziemy oznaczaé bgf)(t)

1in

o). b (1)
Sk (t) = . .

b (E). . b))

tYnn
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8.2 Uwaga 1:

Dla dowolnego ustalonego ¢ ciag {Sk(t)} jest ciagiem Cauchy’ego to zna-
czy, ze dla dowolnego ;0 istnieje N takie, ze dla k,m > N zachodzi
nier6wnos¢

(1) 1Sm (1) = Sk(B)]I< e

Istotnie dla mjk mamy

@) 15a(0) - Su0l=1 Y Sai< 3 yaps
i=kt+1 v i=k+1 U

7 kryterium zbieznosci d’Alemberta wynika, ze szereg liczbowy

.
LA

> Al

i=0 b

jest zbiezny.

Zatem istnieje N , ze dla k > N zachodzi nierownos¢:

- ,
AT

> Ehali<e.

i=k+1

Stad iz ( 2 ) wynika ( 1) co konczy dowdd uwagi 1.
Poniewaz dla kazdego ¢, 7 =1,..., n mamy nieréwnos¢

B () — 0 ()] < [1S(t) — Si(t)]],

wiec z uwagi 1 wynika, ze cigg {bg-g) (1)} jest ciagiem Cauchy’ego. Zatem
istnieje granica tego ciggu

8.3 Definicja 2:

Macierz wykladniczg e definujemy jako granice ciggu macierzy {Si(t)} :

bii(t) ... bun(t) o). b (1) y
tA L. EERT L. 1 _ 2 A
e = R _k:h—{go ) R —kh_)f{.losk(t)—;)i!A-
b1 (1) . b (t) b8 (1) .. bR (8) -
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8.4 Uwaga 2:

(3) jt (etA) = Aet = 1 A.

Istotnie, poniewaz szereg
> A
!

jest zbiezny niemal jednostajnie w R, wiec mozemy roézniczkowaé go wyraz
po wyrazie. Zatem mamy, ze

i (etA) — i i ﬁAz — i ti_l Az — Ai ti_l Aifl — AetA
dt £t \ il 2 (i = 1) 2 (i — 1) '

Zauwazmy ponadto, ze zachodzi réwnosé Aed = et A,

8.5 Uwaga 3:

Dla dowolnej macierzy M (n x n, C) i dowolnych liczb s, t € R zachodzi
rownosé

(4) e(s—l—t)A _ €SA€tA.

Istotnie, ze wzoru na pochodng iloczynu i uwagi 2 mamy:

jt (e(s—i-t)Ae—tA) :jt (e(s—l—t)A) oA + e(ert),ax;f (e‘t“‘) _

p(SHDA fo—tA _ [(s+)A g ~tA _ o

Zatem warto$é iloczynu eCt94e=t4 nie zalezy od t i jest réwna wartosci
dla t =0
(5) e(s—i—t)Ae—tA _ e(s—i—O)Ae—OA _ esAI _ €SA, bo e0 -

Stad dla s =0 mamy ete 4 =1,

wiec e ' jest macierzg odwrotng do macierzy e/

eftA _ (etA)fl.

Mnozac obie strony réwnosci (4 ) przez e | otrzymujemy réwnoéé (3) .
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8.6 Uwaga 4:
Dla dowolnych macierzy A, B € M(n x n, C) : jezeli AB = BA, to

pH(A+B) _ A tB

Istotnie z uwagi 2 mamy

d
dt
et(A+B)(A 4 B>e—tBe—tA _ tHA+B) go—tB ~tA _ H(A+B),~tB f ~tA

(et(A+B)€—tBe—tA> _

Poniewaz AB = BA, to AB'= B'A, dla i=1,...,n, wiec

R R e (1) B
A= BiA= AB = A Bi= AP,
‘ ;0 il ; i ; i ‘
Zatem p
Q4 [ 4{(A+B)_—tB_—tA\ _
7 (e e e ) =0,
czyli e ATBle tBe=t4 pie zalezy od t, wicc jest réwne wartoéci dla ¢ = 0

ol (A+B) ,~tB —tA _ [

Mnozac obustronnie powyzsza réownosé kolejno przez et4 i e'f otrzymamy

zaleznosé (6 )

8.7 Uwaga 5:

Macierz e'* jest macierzg fundamentalng uktadu réwnan
(8) 2'(t) = A-x(t),
gdzie
ain v Qip x1(t)
A=+ . iox(t) =
Ap1 -+ App Tn (t)

Wynika to bezposrednio z uwagi 2.
Zatem rozwigzanie ogélne uktadu ( 7 ) przy uzyciu macierzy e
zapisa¢ nastepujaco:

4 mozna

&1
(9) ()= C gdzie C=1|:|, «¢,...,c,€R

Cn
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Natomiast rozwiazanie réwnania ( 7 ) z warunkiem poczatkowym x(tg) = o
gdzie
Zo1
o =
Lon

mozna zapisa¢ nastepujaco:

x(t) = et AL gy = T4 L g

9 Wyznaczanie macierzy wykladniczej

A

Do wyznaczania macierzy wykladniczej e wykorzystamy nastepujace twier-

dzenie:

9.1 Twierdzenie 1:

ZALOZENIA: Niech A bedzie dowolng rzeczywista lub zespolong ma-
cierzg kwadratowa wymiaru n X n.

TEZA: Wtedy istnieje nieosobliwa macierz P , taka ze A = PJP™!,
gdzie J jest tak zwang macierzg Jordana macierzy A . Macierz Jordana
ma postac:

[J, 0 0 0
0 J 0 0
0 0 Jo1 O
0 0 0 Jy

elementy .J; macierzy J sg zwane klatkami Jordana.
Oméwimy teraz jak wyznacza sie klatki Jordana i macierz nieoso-

bliwa P.

Niech A bedzie rzeczywistg macierzg kwadratowag wymiaru n X n, a

AL,

k

<

beda wartosciami wtasnymi macierzy A . Niech

n

VZ-(O) ={z: (A= NI) -z =0},

bedzie podprzestrzeniag wtasng odpowiadajaca wartosci wlasnej A; .

Rozwazymy nastepujace przypadki.



1. Wymiar przestrzeni V;(O) jest rowny krotnosci wartosci wtasnej ;.
Niech m - oznacza krotnos¢ wartosci wtasnej A; i niech uktad wektoréow

(0o

bedzie bazg przestrzeni Vi( . Kazdemu wektorowi v odpovvlada pojedyn-
cza klatka Jordana, ktéra bedziemy oznaczaé J;, [)\Z] W tym przypadku
mamy m jednakowych pojedynczych klatek Jordana.

2. Wymiar przestrzeni V, 0 jest mniejszy od krotnosci wartosdci wlasnej A; .
Jezeli m - (]est krotnoscia wartosci wlasnej \; a r - wymiarem przestrzeni
wlasnej V', wtedy mamy m wektorow {1} : ,vgg)}, z ktérych tylko
pierwszych r stanowi baze¢ przestrzeni V; a pozostate m —r wektorow
sg wektorami gtéwnymi odp0w1edmch rzedow zwigzanymi niekoniecznie ze
wszystkimi wektorami wtasnymi {v vz(?)} . Kazdemu wektorowi wta-
(0) e odpowiada odpowiednio klatka Jordana J;,...,J;

PR ;.
Jezeli wektorowi vg)) - nie odpowiada zaden wektor gtéwny, to klatka Jor-
(0)

(0)

TR

1 Yt

snemu v,

dana odpowiadajaca wektorowi Vi, Jest jednoelementowa J;; = [Aj]. Jezeli

1
natomiast wektorowi wtasnemu v;; (1)

(0)

zwigzane z wektorem vy zaleznosciami:

(1)
v = (A= ALt

(0)

to klatka Jordana odpowiadajaca wektorowi v;° mawymiar (k+1)x (k+1)

Aol 0 0
0 A 0 0
Ji; = :
0 0 A1
0 0 0 A

W macierzy J;; jej pierwszej kolumnie odpowiada wektor wiasny v( , dru-

giej wektor gtéwny vgj , odpowiednio k + 1-kolumnie wektor glowny 'Ui(f) .

Kolumnami macierzy nieosobliwej P sa wektory wtasne i gtéwne. Konstruk-
cje macierzy P wyjasnimy na przyktadzie.
Niech macierz A wymiaru 5 X 5 ma dwie wartosci wlasne: A; o krot-

nosci 3, ktérej odpowiadaja wektory v§0), vil) , v§2) okreslone zaleznoscig
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(1) oraz warto$¢ wlasna Ay o krotnosci 2 , ktérej odpowiadaja wektory

véo), vgl) okreslone zaleznoscia ( 1 ). Wéwcezas klatki Jordana odpowiadajace

wartosciom wlasnym \; (odpowiednio Ay ) maja postaé
At 10
Jl - O )\1 1 5 JQ - l%z ;1 .
0 0 N ?

Macierz Jordana J ma wtedy postac:

A 10 0 0
0O A& 1 0 0
0

J:[Jl 0]: 0 0 M\ O

0 0 0 0 X 1

0 0 0 0 X
a kolumnami macierzy P sa odpowiednio wspotrzedne wektordw
o, o, o, o, ol

Macierz Jordana .J mozna zapisaé¢ tez w postaci
Jy 0
=1
ale wtedy kolumnami macierzy P sa odpowiednio wspotrzedne wektorow

04 0 of0, 2

9.2 Uwaga 1:

Jezeli A=P-J-P7' to e =P’ . P71,
Istotnie, poniewaz P -P~!' =1 wiec

(P-J-PY=p.g.pt.p.g.pt...p.g.PpPt=p.J". p1

Zatem
At)? - (At)? At)"
oA =y Apy AT DT A
2 3! n!
t? t"
P-P‘l+P-J-P‘1t+(P-J-P‘1)2§+---+(P-J-P‘l)”—'Jr---:
: n:
t? t"
P.P_1_|_P.J.P_1t_|_P.J2.P_1§+...+P.J”.P_17'_|_...:
: n:

n

t? t
p.([+Jt+J2§+...+JnE+...).p-l:p.et«f.p—l

co nalezato wykazac.
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9.3 Uwaga 2:

Jezeli
Jl ... 0 et‘]l ce 0

J=1 to €’ = : R
0o ... J 0 ... et
Wynika to bezposrednio z faktu, ze m -ta potega macierzy J jest réwna
Jro... 0
Jr=l o
0o ... Jo

Niech J; bedzie klatkag Jordana wymiaru s X s

N 1 0 0]

\; 0 0

Ji = :
0 0 N1

0 0 A

Macierz J; mozemy zapisa¢ jako sume macierzy J; = D; + M,
gdzie

'\ 0 0 0 01 00

A 0 0 00 ...00

D; = 1 M; = : ‘. :
0 0 N O 00 ...0°1

0 0 ... A 00 ... 0 0

Poniewaz D, - M; = M; - D; wiec na mocy uwagi 4 mamy

etJi — et(Di+Mi) — etDi . etMi.

9.4 Uwaga 3:

M=0 dla n>s.
Prawdziwos¢ tej zaleznosci pokazemy na przyktadzie, gdy s =3



Policzymy teraz e'Pi . Poniewaz

A 0
Dy =| 5
0 A
wiec
tD;)?> (tD;)? tD;)"
etDi=I+tDi+( S ED) ED)"
2! 3! n!
Yoo %()\it)k 0 elit 0
0 >hco %(Ait)k 0 et
Policzymy teraz e . Z uwagi 3 mamy
M, (tM;)? | (EM)° (tM;)
=1+ tM,; — =
‘ L T T LT
r 1 s—2 s—1 T
Lt 5752 (2—23)! (2—1)!
01 ¢ A
(s=3)!  (s—2)!
00 O 1 t
00 0 0 I
Zatem
[eAit et (25_:23! it (25_:1:)! eNit |
0 M T e
etJi — etDi . etMi — : . . .
0 0 etit tert
0 0 0 et |
Wyznaczymy teraz macierze J, P, i e!’.
9.5 Przyklad 1:
Niech
1 -1 2
A=1-1 1 0
-1 0 1



Wartosciami wlasnymi macierzy A sa
)\1:1, )\2:1+Z, )\3:1—’i,

a odpowiadajace im wektory wtasne generujace podprzestrzenie wlasne Vl(o), VQ(O), V},(O)
sg odpowiednio réwne:

0 —1 i
vgo) = (2], véo) =11, véo) = |1
1 1 1

) ()  (0)

Klatki Jordana odpowiadajace wektorom wv;’, vy’, v3’ sa odpowiednio
rowne:

Jo=[1], B=1+i], Js=[1-1i].

Zatem
Jg 0 0 1 0 0 0 —2 1
J=10 Jy 0| =10 1+1 o1, P=12 1 1
0 0 Js 0 0 1—1 1 1 1

Uwzgledniajac fakt, ze

OBt _ ot Bt e*(cos(Bt) + isin(Bt))

otrzymujemy
et 0 0 e 0 0
6tJ =10 etz 0 =10 et(l-‘ri) 0 —
0 0 e 0 0 €U
[ef 0 0
0 e'(cost+isint) 0
0 0 e'(cost — isint)

Wyznaczanie macierzy Jordana J i macierzy P za pomocg programu wolfra-
malpha
https://www.wolframalpha.com/input/?i=Jordan+decomosition75B%7B1%
2C+-1%2C2%7D%2C+%7B-1%2C+1%2C0%7D%2C%7B-1%2C0%2C1%7D%5D

W tym przypadku M=A a S=P.

Wyznaczanie macierzy e* za pomocg programu wolframalpha
https://www.wolframalpha.com/input/?i=MatrixExp/%5B%7B%7B1%42C+-1},
2C27,7D%2C+7,7B-1%2C+1%42C0%7D%2C}%7B-17%2C0%2C17%7D%7D+t%5D
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=Jordan+decomosition%5B%7B1%2C+-1%2C2%7D%2C+%7B-1%2C+1%2C0%7D%2C%7B-1%2C0%2C1%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=Jordan+decomosition%5B%7B1%2C+-1%2C2%7D%2C+%7B-1%2C+1%2C0%7D%2C%7B-1%2C0%2C1%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=MatrixExp%5B%7B%7B1%2C+-1%2C2%7D%2C+%7B-1%2C+1%2C0%7D%2C%7B-1%2C0%2C1%7D%7D+t%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=MatrixExp%5B%7B%7B1%2C+-1%2C2%7D%2C+%7B-1%2C+1%2C0%7D%2C%7B-1%2C0%2C1%7D%7D+t%5D

9.6 Przyklad 2:
Niech

Wartosciami wlasnymi macierzy A sa
A1 =—3 i Ay =3 - o krotnosci 2. Podprzestrzen wtasna Vl(o) jest genero-
wana przez wektor

-1

vgo) = |—1
1

a podprzestrzen wtasna VQ(O) ma wymiar 2 i generowana jest przez wektory

-1 1
véo) =11 i véo) =10
0 1

Wektorom wtasnym vgo), véo) i véo) odpowiadaja odpowiednio nastepujace
klatki Jordana:

Zatem
J 0 0 -3 0 0 -1 -1 1
J=10 J, 0|=]0 3 0|, P=|-1 1 0},
0 0 Js 0 0 3 1 0 1
et 00 e 0 0
=10 €2 0|=|0 €t 0
0 0 et 0 0 e
9.7 Przyklad 3
100 0 O
110 0 O
Niech A = |1 1 1 0 0 |. Pieciokrotng warto$cia wtasng macierzy
000 3 1
000 —4 —1

A jest X\ = 1. Podprzestrzeh wlasna V(@ jest dwuwymiarowa i genero-
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(0)

wana jest przez wektory v, = . Wektorowi wlasnemu

O = O O
_ o O O

0 —2
vio) odpowiadaja nastepujace wektory gltowne rzedu pierwszego i drugiego
1

o

o O

(1) _

v = , vf) = a wektorowi wltasnemu Uéo) odpowiada nastepujacy

O O ==
o O

wektor gtéwny rzedu pierwszego vél) =

_ o O O O

) véo) odpowiadaja odpowiednio nastepujace klat-

11
01

Wektorom wlasnym v

Y
10
ki Jordana: J; = 1 1], Jo= l 1 . Zatem
0 1

o O =

O OO ==
OO~ = O
O = O OO
—_0 O O
I

OO~ OO
OO~ K~ O
SO OO =

_ o O O
_ 0 O O O

o O O

0 etJQ

@
o~
o oo o
~
®
o~

™
~

9.8 Przyktlad 4:

1 4 000
0 3 000
Niech A= 1|1 —4 1 0 0|. Wartosciami wlasnymi macierzy A sa A\ =
3 -1 1 2 1
1 2 1 1 2

1 -okrotnosci 31 Ay = 3 - o krotnoéci 2. Podprzestrzen wtasna odpowiadaja-
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ca wartosci wlasnej A; jest dwuwymiarowa i generowana jest przez wektory

0 0
0 0
v(()o) =0 1 v§0) = |2
1 §
Podprzestrzen wtasna odpowiadajaca wartosci wtasnej Ay jest jednowymia-
0
0
rowa i generowana jest przez wektor véo) = |0|. Wektorowi wtasnemu
7
7
4
2
Uéo) odpowiada nastepujacy wektor gtéwny rzedu pierwszego vél) = |-2].
1
0

Wektorom wtasnym v(go), v§°’ i Uéo) odpowiadaja odpowiednio nast¢pujace

klatki Jordana: Jy = {1], J = [(1) 1 , Jo = B ;)] Zatem
1000 0 0 0 —-20 4
Jo 0 0 01100 0O 0 0 0 2
J=|0 J 0|=[00100, P=|0 -2 1 0 -2/,
0 0 Jy 00031 1 -+ 0 1 1
0000 3 -1 2 0 1 0
e 00 0 0
etlo 0 0 e tet 0 O
=10 ¢ 0]=]0 0 e 0 0
0 0 et 0 0 0 e te?t
00 0 0 €%
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10

Przyktady rozwigzywania ukltadé6w ré6wnan

liniowych jednorodnych o stalych wspoét-
czynnikach przy uzyciu macierzy wyktad-

niczej

10.1 Przyktlad 1:

Wyznaczy¢ rozwigzanie problemu poczatkowego:

-1 1
2

1

0
(1) y()| =
(1)

-

2

—1

x(t)
- |y(t) =

z(0)
;o |w(0)
z(t)

2(0)

&

W pierwszej kolejnosci wyznaczamy wartosci wlasne macierzy A

A — M| =

1-A
-1

0

3= —1|=(1-2X)

1 0 2—-A

(2 -1 1

-1 2 -1,

1 1 2

1-X 1-X 0
R I TR U e
1 12—
3-1 -1
. 2_/\‘:(1—>\)(2—)\)(3—)\):0

zatem A\ = 1, Ay = 2, A3 = 3 sa jednokrotnymi warto$ciami wtasnymi

macierzy A. Wyznaczamy teraz podprzestrzenie wlasne dla Aj, Ao

Dla A = 1.
W ={x:
1 -1 1
(A-I)X=0&|-1 1 -1
111

$1—£L‘2+$3:0

| |

J}1+JI2+LL’3:0

xl—xg—i-:cg:()
2%2:0

i s

T 0 Ty — T2+ a3=0
x| = 0] & —$1+ZL’2—ZL’3:O =
T3 0 v+ 1y +23=0

Ir1 = —XT3

|

$2:0

Zatem podprzestrzen wlasna Vl(o) ma postac

0

X3

[

-1
0
1
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i wektorem wlasnym generujacym te podprzestrzen jest

-1
vﬁo) =10

1

Dla X\, = 2.
Y ={X: (A-2I)- X =0},
0 -1 17 [= 0 —Ty + w3 =10 .
(A-2)- X =0& |-1 0 —1|-|2e| =|0| & -2, —23=0 @{3_ ?
1 1 0] |z 0 2+ 1y =0 ="
Zatem podprzestrzen wlasna VQ(O) ma postac
—T2 —1
Vv2(0) = Ty | = | 1 | 2o, 9 €ER
i) 1

i wektorem wlasnym generujacym te podprzestrzen jest

-1

véo) =11

1

Dla A3 = 3.
Vi) = {X: (A-3I)-X =0},
-1 -1 1 T 0 —r1— 23 +x3=0
(A=3l)- X=0& |—-1 -1 —1| -|za| =0 & -2 —23—23=0 &
1 1 —1 X3 0 33'1—'—%'2—&73:0

—$1—$2—|—I3:0 T9o = —XT1
=
—r1 — 2y — 23 =0 3 =0

Zatem podprzestrzen wlasna ‘/3(0) ma postac

I 1
VE))(O) = —X1| = —1 Ty, x| € R
0 0

i wektorem wlasnym generujacym ta podprzestrzen jest

1
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Macierze J, Pi P~' maja wiec postaé:

1 00 -1 -1 1 -1 -1 0
=0 2 0|, P=|0 1 =1, P'=|1 1 1|.
00 3 11 0 1 0 1
Poniewaz A = J - P71 wiec
-1 -1 1 e 0 0 -1 -1 0
ed=p.’.Pt=10 1 -1/-|0 € 0|-|1 1 1|=
11 0 0 0 €% 1 0 1
ol — 2 4 @Bt ot g2 g2 4 o3t
o2t _ ot o2t o2 _ o3t
et et et o2 o2t
Rozwiazanie problemu poczatkowego ( 1) jest zatem postaci
(1) 2(0) ot — o2t 4 g3t ot g2t g2t | o3t 1 o3t
y(t) — etA_ y(O) — €2t_€3t €2t 621: _eSt =1 = _63t
2(t) 2(0) —el+ et —et 4 e et 0 0

10.2 Uwaga 1:

Jezeli szukamy rozwigzania ogdlnego uktadu rownan z'(t) = A-x(t) i wartosci
wlasne macierzy A sa rzeczywiste, to rozwigzanie ogolne jest postaci:

(&1
tt)=et. C=P-¢’ . P1.C=P-¢’.C gdiie C=
Cn
1, ..., G, sa to dowolne state rzeczywiste. W takiej sytuacji nie ma potrze-

by wyznacza¢ macierzy odwrotnej: Pil, poniewaz dla dowolnego statego
wektora C istnieje stala C taka, ze C' = P~1.C.

10.3 Przyklad 2:

Wyznaczy¢ rozwigzanie ogolne uktadu réwnan:

(t)=A-z(t) gdzie A=|1 0 2
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Wyznaczamy wartosci wlasne macierzy A :

2—)\ —1 2 1 X Xx—=1 0
A=X|=| 1 =X 2 |™™&"1 -\ 2 Fitha
-2 1 —-1—-) -2 1 —-1-2X
1—A 0 0
1 1-Xx 2 :(1—>\)|1__1/\ _12_/\|:(1—/\)()\2+1):0
—2 -1 —-1-X
zatem Ay = 1, Ay = i, A\3 = —i sa jednokrotnymi warto$ciami wlasnymi

macierzy A. Wyznaczamy teraz podprzestrzenie wtasne dla Ay, Ay i As.
Dla )\1 = 1.
V9 —{Xx: (4-1)-X =0},
1 -1 2 T 0 r1— 22+ 2w3=0
(A-1)-X=0& |1 —1 2| |z =02 —29+203=0 &
-2 1 =2 T3 0 —2x1 4+ 29— 223 =0

{Il — 29+ 223 =0 rikr2 {Il — X9+ 223 =0 = {xQ = 213

<~
—2x1 4+ 19— 223 =0 —x1 =20 x1 =20

Zatem podprzestrzen wlasna Vl(o) ma postaé

0 0
‘/1(0) = 2!173 = |2 T3, T3 € R
T3 1
0
i wektorem wlasnym generujacym ta podprzestrzen jest v%o) =12
1
Dla X\, = .
VO ={X: (A—il)- X =0},
2—1 —1 2 1 0
(A—i) - X=0&| 1 —i 2 x| = |0 &
-2 1 —-1-z x3 0
2—1)x; —x9 + 223 =0
( ) ! 2 3 —rotr1 (1 — ’L)Qfl + (’L — 1)1'2 =0 1 = X2
Ty — 129+ 223 =0 9+ (1+14) 0 & i1
—2x1 + 9 — 1)xs = T3 =52
—2$1+I2+(—1—i)l‘3 =0 ! 2 3 3 22
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Zatem podprzestrzen wtasna VQ(O) ma postaé

2.1'2 2
‘/'2(0) = 219 = 2 Zg, T9 € R
(i—Das| |i—1
2
i wektorem wlasnym generujacym te podprzestrzen jest véo) =1 2
1—1
Dla A3 = —1.
W tym przypadku \/3(0) = VQ(O) i
_ 2
véo) = véo) = 2
—-1—3
Macierze J, P i P~! maja wiec postaé:
10 0 0 2 2 11
_ : _ -1 |1, 1 1
00 — 1 —-1+7 —1—1 73t —3t 5t
Wyznaczamy macierz e’
e 0 0 et 0 0
e/ =10 e* 0 |=|0 cost+isint 0
0 0 e 0 0 cost —isint
Zatem
0 2 2 et 0 0
et=p.’.-pt=12 2 2 | -0 cost+isint 0
1 =1+7 —1—1 0 0 cost —isint
—% % 0 2sint + cost —sint 2sint
T30 i —3i| =| —e'+2sint+ cost ¢! —sint 2sint
T e (L s(—¢' —3sint + cost) 3(e'+sint —cost) cost —sint
Zatem rozwiazanie ogdélne ma postac:
x1(t) [ 2sint + cost —sint 2sint 1
zo(t)| =| —e'+ 2sint + cost el —sint 2sint co| =
x3(t) 3(—€' —3sint +cost) (e +sint —cost) cost —sint| |[c;
(2sint 4 cost)cy —sintey 2sintcs
(—e' + 2sint + cost)c; (€' —sint)cy 2sintes
|3(—€' —3sint + cost)e;  3(e' +sint —cost)es (cost —sint)cs
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gdzie ¢y, co ,c3 sa to dowolne state rzeczywiste.

Przyktad 2 pokazuje, ze jezeli macierz A ma wartosci wlasne zespolone,
to macierz P - e/ jest zespolona, natomiast macierz P - ' - P71 jest
rzeczywista, dlatego w takich przypadkach musimy wyznaczy¢ macierz P!,
bo inaczej otrzymaliby$my rozwigzanie zespolone uktadu.

10.4 Zadanie 1:

Tre$¢ zadania: Wyznaczy¢ rozwigzanie ogolne uktadu réwnan:

4 0 -1
() =A x(t), gdzie A=1|1 1 0
3 -1 1

Rozwigzanie: Obliczamy wartosci wtasne macierzy A :

4—X 0 ~1
I 1-=X 0 |=@A-N1-N)*+1+31-N)=-(1-2>=0
3 -1 1-2)

zatem A\ = 2 jest 3-krotng wartoscia wtasng macierzy A. Wyznaczymy
podprzestrzen wlasna odpowiadajaca wartoéci wlasnej A =2. V(© = {X :
(A-2I)-X =0, }

2 0 -1 [ 0 2ry —w3 =0 on = Oz
T A e R {3 !
To =2
3 -1 -1 I3 0 32, — o — 23 = 0 2 1
X1 1
VO = r1 | =|1|lx, =z €R
21‘1 2

Wymiar podprzestrzeni wlasnej V(© jest réwny 1 i jest mniejszy od krotno-
Sci wartosci wlasnej. W zwiazku z tym, wyznaczamy podprzestrzen gtowna
rzedu pierwszego

VO ={X: (A-21)*.X=0,}

11 =11 [= 0 r1t+we—13=0
1 1 -1 9| = |0 & T+ a2 —23=0 & T3 =121 + o
2 2 2] [x3 0 2x1 + 229 — 223 =0
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zatem

T 1 0
V(l) = ) =10 r| + 1 T2, X1, To € R
T1 + Xg 1 1

Wymiar podprzestrzeni gtéwnej rzedu pierwszego V) jest réwny 2 i jest
mniejszy od krotnosci wartosci wtasnej. W tej sytuacji wyznaczamy podprze-
strzen gtéwng rzedu drugiego

VO ={X: (A-20P-X=0, }.

Poniewaz (A —21)% =0, wicc V) = R3. Bierzemy teraz dowolny wektor

1
v? € V@O VI, Niech v = |0| wtedy
0

2 0 —11 1 2
oW =(A-2Iw® =1{1 -1 0|-|0| = |1
3 -1 —1] |0 3

2 0 —17 [2 1
v =UA-2V =1 -1 0| |1|=]1
3 -1 —1] |3 2

Wektory @, v i v® s liniowo niezalezne. Stad wynika, ze macierze
J i P sa postaci:

W — N
S O =

Zatem macierz e’ jest nastepujaca

€2t t€2t lt2€2t

o — |0 o2 et
0 0 e?t
i rozwigzanie ogblne rozwazanego uktadu mozna zapisa¢ nastepujaco :
x1(t) 12 1] [e* te* 2] [a
To(t)| =P-€e”-C=11 1 0|-]0 ¥ te® |.|cy| =
z3(t) 2 30 0 0 e* c3
62t t62t _|_ 262t %t262t + 2t62t + 62t Cl
62t t62t + 62t %t2€2t +t€2t e
2e*t 2te? + 3e* t?e* + 3te* C3

gdzie c¢q, c9, c3 sa to dowolne state, nalezgce do zbioru liczb rzeczywistych.
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11 Przyklady rozwigzywania uktadé6w réwnan
liniowych niejednorodnych o stalych wspol-
czynnikach metoda uzmienniania stalych

Rozwazmy uktad rownan:

(1) dt)=A-z(t)+ f(t) dla telICR
gdzie
I (t) ayy ... QAip f1 (t)
)= |, A= o o, fl)=| :
(1) Al .. Qpp fu(t)
Jezeli funkcje
z11(t) o1 (1) Tn1 (1)
stanowia uktad fundamentalny rozwiazan dla uktadu jednorodnego :
(2) 2(t) = A-x(t)
to macierz
(L’H(t) Jflg(t> Ce Iln(t)
X(t) = : : :
T (t) Tpa(t) ... zp,(t)

nazywamy macierzg fundamentalng uktadu( 2 ). Z twierdzenia 3 wynika,
ze rozwiazanie ogdlne uktadu réwnan (1) jest postaci

(3) (1) = X(1) - (c + [ X f(t)dt)

€1
gdzie C=|:| ,a ¢p,..., ¢, -sa to dowolne state. Natomiast rozwigzanie

Cn
uktadu réwnan ( 1) spelniajacego warunek poczatkowy

(4) r1(to) = o1, w2(to) = To1, -, Tn(to) = Ton
gdzie xg1, ..., Ton, sa dane, a ty jest ustalonym punktem przedziatu I,
jest postaci:
t
(5) o(t) = X(0) - (X to) w0+ [ X7U(s)- F(s)ds)
to
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11.1 Przyklad 1:
Wyznaczy¢ rozwiagzanie ogdlne uktadu (1) gdy

oy el

Wyznaczamy warto$ci wlasne macierzy A :

2—-A 1

|A—)\I|:‘ ) e

|:(2—)\)(3—)\)—2:)\2—5/\+4=0

wiec \y =1 i A\ =4 sg pierwiastkami tego réwnania.
Dla A\ =1 wyznaczymy podprzestrzen wtasng

Vl(o):{x: (A—=1)-2=0,} gdzie z = [5511

T2

Rozwiazujemy uktad réwnan (A —1)-x =0:
LI e 20 o Jt =0 = xy=—a
2 2| || |0 221 + 225 = 0 ? :

Zatem
T 1
KA [ mer)

Podprzestrzen Vl(o) jest generowana przez wektor wtasny

Dla )\ =4 wyznaczymy podprzestrzen wtasng

VQ(O):{:U: (A—4l)-2=0,} gdzie x:[xll.

T2

Rozwiazujemy uktad réwnan (A —47) -z =0:
—2 1 T 0 —2371 + Xp = 0
. = < = 1y = 21.
2 _1 T2 0 21’1 — T9 = 0

Zatem
()l o)
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, . 1
Podprzestrzen VQ(O) jest generowana przez wektor véo) = [Q]
Wyznaczymy teraz macierz e, ktéra jest macierza fundamentalng roz-

wazanego uktadu. Poniewaz A= P-.J P! gdzie

1 0 1 1 2 _1
J = ., P= , P‘I:[?’ 31
ERINEE N
wiec

3 1 1] et 0o 2 _1 2€t+14t +14t
A= p.et’.p 1:l_1 21.[0 64-[3 3 = jget+3364t l:ét+2?34t .

1
3 3 3 3 3
Poniewaz macierz odwrotna do macierzy e jest macierz e ' | wiec roz-
wigzanie rozwazanego uktadu jest postaci
t
(t) = [5"12 tﬂ (e et s =
get + é64t _%et _|_ %€4t_ _Cl— +/ %6715 _I_ %efﬁﬁ éeit + %674t 1 dt _
—2eh et et 2et |\ oo —2et 4 2t let 4 Ze¥ t
r %et + %e4t _%et + %€4t- -cl- +/ %€—4t + %6_3t + 26—t _ % dt B
—Zef 4 2t s+ 2e" |\ | —2et 4 2eH 4 2e7H 4 2 a
[ 2ef + 2t —gef + %64{ 1] N JGe ™ 4 e+ 2e7t — 2)dt _
=2t + 2 el 2et |\ || | |S(—Fet+Fe 4 Ze ¥ h)dt
2.t 14t 1.t 1,4t 1 -4t 1,-3t 2 -t 1
§2€ + 326 —156 +2§€ ) —2136 T 9€ ; 2€ —1 gt + _
_—get + ge4t get + §€4t | ge_t — 66_4t — 56_3t + gt + Co
% ( 27 + 12(01 + 02)64t 4€t(1 - 661 + 302 + 3t>)
|15 (9+12(c1 + )™ + 2e (=2 — 6y + 3¢z + 3t))

Rozwiazanie uktadu réwnan za pomoca programu wolframalpha
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%28t%29%3D2*x172Bx272B1Y%
2C+x27%277%3D2*x17%2B3*x272Be),5Et

11.2 Przyklad 2:

Wyznaczy¢ rozwiazanie ogélne uktadu (1), gdy A = H _11] i f(t) =
lsint

cos t] e?t. Wyznaczamy wartosci wlasne macierzy A :

Ci=x -1 —
]A—)\[]_| ) 1_/\‘_(1—)\)+1—O
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%28t%29%3D2*x1%2Bx2%2B1%2C+x2%27%3D2*x1%2B3*x2%2Be%5Et
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%28t%29%3D2*x1%2Bx2%2B1%2C+x2%27%3D2*x1%2B3*x2%2Be%5Et

wiec \y =1—17 i Ay =141 sa pierwiastkami tego réwnania.
Dla A\ =1 —1 wyznaczymy podprzestrzen wtasng

VO ={z: (A=X\I)-2=0,}, gdzie z = [%]

)

Rozwiazujemy uktad réwnan (A — (1 —i)-I)-xz=0:
1 —1 T 0 l’l’i — Ty = 0 .
.| = < ) < To = T1l.
1 1 ) 0 1+ Tol = 0

) | |1
(][ =eo)
Podprzestrzen Vl(o) jest generowana przez wektor wtasny
o (1} |1 0l .
=)=l e

Do wyznaczenia uktadu fundamentalnego rozwigzan dla uktadu jednorodne-
go wykorzystamy zaleznosci 3 i 4. Poniewaz o =11 =1, wiec

Zatem

R(vy) = m P S(o) = m

Stad z zaleznosci 3 i 4 mamy nastepujace rozwiazania liniowo niezalezne,
odpowiadajace wartoSciom wlasnym A; i Ag:

z1(t) = < é cost — [ﬂ sint) e,

xo(t) = ( (1) sint + l(l)] cost) e

Macierz fundamentalna uktadu jednorodnego ma postac:

—efsint elcost

X(t) = [

etcost e'sin t]
Poniewaz macierz odwrotna do macierzy X (¢) jest nastepujaca

e~ tsint e tcost

Xt) = l

e tcost —e tsin t]
M
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wiec rozwigzanie rozwazanego uktadu jest postaci
_[n®)] _ -1 _
x(t) = (1) = Xt)-(C+ [ X (t) f(t)ydt) =

[ etcost efsint el s / eT'cost —e'sint| |sint 2|
_—et sint e'cost Co e tsint e tcost cost o
[ etcost elsint c1 0 etcost elsint a1

ot t : +1/ t dt | = ot t : t| =
—€ sint e'cost Co e e'sint e'cost co+ e

[ e!(cicost + (g + e!)sint)

' (—crsint + (cy +e€') cost) |

Rozwiazanie uktadu réwnan za pomoca programu wolframalpha
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%28t7%29%3Dx1-x272Be’,5Et*sinY
28t %29%2C+x2%,2773Dx1%2Bx2,2Be/,5Et *c0s%28t%29
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%28t%29%3Dx1-x2%2Be%5Et*sin%28t%29%2C+x2%27%3Dx1%2Bx2%2Be%5Et*cos%28t%29
https://www.wolframalpha.com/input/?i=x1%27%28t%29%3Dx1-x2%2Be%5Et*sin%28t%29%2C+x2%27%3Dx1%2Bx2%2Be%5Et*cos%28t%29
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