Drgajaca struna, wyprowadzenie rOwnania falowego.

Rozwazmy idealnie elastyczng 1 sprezysta strung rozciggnieta wzdtuz odcinka
[0, L] na osi 0x, poruszajacg si¢ prostopadle do potozenia réwnowagi.

L 2

Niech po(x) oznacza gestos¢ struny w potozeniu rownowagi i p(x, t) gestosé
w czasie t. W dowolnie malym przedziale [z, z + Ax| rozwazmy element
struny , patrz rys. 1.

r+Az T+AT
/ po(x)de =m = / p(x,t)\/1+ u2 du. (1)
Stad mamy:

po(@) = plaH)y/T+ 2. 2)
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Rys.1: Drgania struny.

Niech Tz, t) i  T(x + 2\ t) oznaczaja naprezenia na koncach rozpatrywanego
elementu na przedziale [x, x + Ax]. Okreslimy teraz jakie sily dzialaj na
rozpatrywany element struny. Poniewaz struna przemieszcza si¢ prostopadle do
osi 0x wiec sity w poziomie powinny si¢ ronowazy¢ :

T(x+ Ax,t)cosa(r + Az, t) —T(x,t) cosa(x,t) =0. (3)

Dzielac (3) przez Az izmierzajac z Az — 0, otrzymamy

% (T(a.t) cosafz. 1)) =0, (4)

wiec
T(z,t)cosalz,t) =T1(t), (5)
7(t) > 0 poniewaz jest pionowa sktadowa naprezenia.
Z drugiej strony ruch w kierunku pionowym jest spowodowany zmiang pedu

pod wptywem sit dziatajacych na dany element w kierunku pionowym.
Zatem, z (2), ped matego elementu [z, x + Ax] okreslony jest zaleznos$cia

z+Ax z+Ax
[ m@ude= [ pla VT e, (6)



z szybko$cig zmiany pedu:

d r+Ax

T+Ax
pr poty dx = / Potly di. (7)

Sa dwa rodzaje sit dzialajace na element [z, x + Ax] struny:

(i) sity wynikajace z napigcia ktore powoduja napr¢zenia ktorych sktadowe
poziome si¢ znosza i

(ii) sit dziatajacych na catej dlugosci struny, takie jak cigzar. Zatem z (5), roznica
sit dziatajacych na konce elementu [z, z + Azx| stuny wynosi:

T(x+ Ax,t)sina(r + Az, t) — T'(z,t) sina(z, t)
sina(x + Az, t)  sina(x,t)

7-<cos a(z + Az, t)  cosalz, t))

®)
)

— T(tan alx + Ax,t) — tana(z, t)
= 7'<ux(x + Az, t) — uy(z, t))

Ponadto sita ci¢zkos$ci dziatajagca w dot wynosi:

z+Ax z+Ax
—/pgdS:—/ pg\/1+u§dx:—/ pog dax. 9)

Nastepnie dla sity zewnetrznej o gestosci f(x, t) dziatajacej na strung mamy:

/ pfdS = / o (@, t) d. (10)

Na koniec nalezy okresli¢ sity tarcia dzialajace na odcinek struny. Przyjmiemy,
ze sila tarcia wyraza si¢ zalezno$cia:

r+Ax r+Ax
—/aputdS:—/ op 1+u%utd:c:—/ o pourdz. (11)

xT

Teraz stosujac drugie prawo Newtona mam zalezno$¢:
z+Ax
/ poty dr = Tuy(x + Az, t) — uy(z,t)]

z+Az z+Az (12)
—/ apoutdx+/ po(f —g)dx.



Dzielac (12) przez Ax izmierzajac z Az — 0 otrzymamy réwnanie:
oty = TUzz — 0 poUs + po(f — ). (13)

Przyjmujac oznaczenia c>=7/py i F'= f— g, rownanie (13) ma postac:

U+ 0 U= gy + F (14)
Roéwnanie (14) opisuje wibracje rozpatrywanej struny po wprawieniu jej w ruch.
Ze wzgledu na obecno$¢ tarcia out, rownanie (14) jest czesto okreslane jako
thumione jednowymiarowe rownanie falowe. Jesli tarcie jest znikome, mozemy
przyjaé, ze o = 0 i otrzymujemy niejednorodne rownanie falowe:

Uy = Cliyy + F. (15)

W przypadku braku sit zewnetrznych 1 gdy cigzar struny jest znikomy, mozemy
przyja¢ F'= 0, aby uzyska¢ jednowymiarowe réwnanie falowe:

Uy = Uy (16)





