Metoda rozdzielania albo separacji zmiennych, zwana tez metoda Fouriera,
jest jedna z najstarszych metod rozwigzywania rownan rézniczkowych czast-
kowych. Polega ona na probie wyznaczenia rozwigzania danego rownania w
postaci kombinacji funkcji o mniejszej ilosci zmiennych. Najczesciej szuka-
my rozwigzania w postaci sumy lub iloczynu funkcji. W szczegdlnosci, jesli
szukane rozwigzanie u jest funkcjg zmiennych x i t,, to rozwigzania tego
mozemy szuka¢ w postaci iloczynu dwoch funkcji z ktérych jedna jest funk-
cja zmiennej x, a druga zmiennej t. Metoda ta jest szczegdlnie przydatna,
jesli szukamy rozwiagzania w zbiorze ograniczonym o zadanych wartosciach
na brzegu obszaru. Zinterpretujemy to ponizej rozwazajac réwnanie struny
ograniczonej jednorodnej o jednorodnych warunkach brzegowych.
Rozwazmy réwnanie struny

(1) Uy = a*Uyy, O0<z<l, t>0,

z warunkami brzegowymi

(2) uw(0,t) =0, wu(l,t)=0, t=0.

oraz warunkami poczatkowymi

(3) u(z,0) = o(x), u(z,0)=1(x), 0<z<L

Przyjmujemy przy tym, ze ¢(0) = ¢(I) =0, (0) = () = 0. Szukamy
rozwigzania w postaci

u(z,t) =T(t)X(x).

Podstawiajac ostatnia funkcje do réwnania (1) otrzymamy
T"() X (z) = a®*T(t) X" ().

Przyjmujac, ze T # 0 i X # 0 mozemy ostatnie réwnanie przeksztatcié
do postaci

17"t X"(x)

a2 T(t)  X()
Poniewaz lewa strona zalezy tylko od ¢, zas prawa strona tylko od x, zatem
oba ilorazy musza by¢ rowne stalej. Oznaczajac te stalg przez —\ | ostatnig
rownos$¢ mozemy zapisa¢ w postaci dwoch réwnan:

(4) T"(t) + \a*T(t) =0, X"(x)+ AX(x) = 0.
Ponadto z warunkéw brzegowych (2) wynika natychmiast, ze

(5) X(0)=0, X(I)=0.



Przedyskutujemy teraz rozwiazania réwnan (4) w zaleznosci od znaku A
Przypadek A\ < 0.
Rozwiazania réwnan (4) maja postac:

T(t) = AeV=2 4 Be~V-Aat, X(z) = CeV* 4 De=VA7,

Z warunkéw brzegowych (5) wynika, ze C' = D = 0, czyli wu(z,t) = 0. .
Poniewaz rozwiazanie zerowe nie jest dla nas interesujace, przypadek ten
nalezy odrzuci¢.

Przypadek X\ =0.

Rozwiazania réwnan (4) maja postac:
T(t) = A+ Bt, X(xz) =C+ Dx.

Uwzgledniajac warunki brzegowe (5) otrzymamy jak poprzednio wu(z,t) =
0, , a zatem rowniez ten przypadek nalezy odrzuci¢.

Przypadek X\ > 0.

Wygodnie jest teraz w rownaniu (4) symbol A zastapi¢ symbolem A2, czyli
zapisa¢ te rownania w postaci:

T'(t) + Na®T(t) =0, X"(z)+ NX(z)=0.
Rozwiazania maja wowczas postac
T(t) = Acos(Aat) + Bsin(Aat), X(x)= Ccos(Ax)+ Dsin(Ax).

Z warunku X (0) =0 wynika, ze C' =0, awarunek X (/) =0 daje réwnos¢
sin(Al) = 0, ktéra jest spetniona dla A, = ?, n € N.

Wartoéci te nazywamy wartoSciami wlasnymi. Zauwazmy, ze tylko dla
takich wartosci A moze istnie¢ szukane rozwigzanie.

Dla n € N potézmy

T,(t) = A, cos(@t) + B, sin(%t), Xn(z) =C, Sin(nlix)
oraz
(6) up(z,t) = <An COS(@?&) + B, sin(n?ﬂt)> sin(nTﬂx).

Zauwazmy, ze tak okre$lona funkcja wu, jest rozwigzaniem réwnania (1),
spelnia warunki brzegowe (2), ale na ogél nie spetnia warunkéw poczatko-
wych (3). Rozwiazania réwnania (1) ktére bedzie spelnia¢ waruneki (2) i (3)
bedziemy szuka¢ w postaci sumy szeregu

(7) u(z,t) = iun(x,t).
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Zaloézmy, ze szereg po prawej stronie jest jednostajnie zbiezny jak rowniez
szereg pierwszych i drugich pochodnych jest jednostajnie zbiezny do odpo-
wiedniej pochodnej z funkcji w. . Przy przyjetych zatozeniach pochodne sze-
regu sg rowne szeregowi pochodnych, a funkcja u spetnia rownanie (1) oraz
warunki brzegowe (2). Oczywiscie

0)=> A4, sin(nTﬂx).
n=1

Zatozmy dalej, ze funkcje ¢ mozna rozwinaé¢ w szereg sinuséw w przedziale

[0,1]
=> o, sin(@x),
n=1 l
gdzie

n =7 / sin )ds.

Zauwazmy, ze pierwszy z warunkéw poczadtkowych u(z,0) = @(x) jest spel-
niony, jesli A, = «, , czyli

A, =7 / ) sin( )ds.

W celu zapewnienia drugiego z warunkéw poczatkowych nalezy policzy¢ po-
chodng z funkcji u wzgledem t .

gtu (x,1) Z l( — A, sin(#t) + B, cos(n;mrt)> sin(?x).

Stad

0 namw nm
au(az 0) = ZTB sm(T:v)

Rozwijajac funkcje 1 w szereg sinuséw otrzymamy

=> ba sin(n—ﬂx
n=1 l

n=1

gdzie z
B = ?/0 YP(s) Sin(nTﬂ—s)ds.

Zatem drugi z warunkow poczatkowych (3) jest speliony, jesli

@Bn - Bna



czyli

2 nmw

I
B, = e »(s) sm(Ts)ds.

Szukane rozwiazanie (7) ma zatem postaé

=12 [ . nT nam

u(z,t) = [l/ (go(s) Sm(Ts))ds cos(Tt)—i-

n=1 0

s) o
. N . narw | . nw
e (¢(s) sm(Ts))ds sm(lt)] sm(Tx).

Rozwazmy ponownie rozwiazanie u, dane wzorem (6). Kladac

- A, . B, [
po= AT B2, cos(@n) = 2, sin(B) = %, gn=——@n,

Pn Pn nam

otrzymamy
nam

un(x,t) = py, cos ( i (t — gon)) sin (?m)

Funkcja w, opisuje drgania harmoniczne (tzw. n-ta harmoniczna) odpowia-
n

dajace wartosci wlasnej A\, = Tﬂ , przy czym wystepujace tu wielkosci maja
nastepujacg interpretacje fizyczna:

s . . : : .
Pn sm(Tx) — amplituda drgania n -tejharmonicznej;

nam o . . : :

Wy, = - czestotliwosé drgania n -tej harmonicznej.
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Pamietajac ze a®* = — , gdzie T oznacza sile naprezenia a p gestosc,

nmw |T
otrzymamy w, = —,/—.

LV op

o T [T : . :
Czestotliwo$¢ w, = l\/7 odpowiada tzw. dzwiekowi podstawowemu (zwa-
P

nemu tez pierwszg harmoniczna). Jest to dzwiek najsilniejszy. Melodia struny
zalezy natomiast od dalszych dzwiekéw uzupetniajacych. Jedli Ay = ... =
A, 1 =0 oraz By =---= B, 1 =0, natomiast A, #0 lub B, # 0,
dzwiek podstawowy odpowiada czestotliwosci w,. Wynika stad, ze dzwiek
struny zalezy od warunkéw poczatkowych wu(z,0) = ¢(x), u(z,0) = ¥(x)
oraz wielkosci [, T i p.



0.1 Informacja dodatkowa 1: Uzasadnienie poprawno-
$ci metody

Opisane w powyzej postepowanie jest stuszne, jesli szereg (7) oraz szeregi

pierwszych i drugich pochodnych sa jednostajnie zbiezne. Podamy teraz pro-

ste warunki przy ktoérych zbieznosé taka zachodzi.
Przypomnijmy, ze

Zun T, t) = (A cos Tt) + B, sm(alt)> sin(?m),

n=1

gdzie

A, l/ sin )ds, B, = 2 1/J( )sin(ms)ds.

Oczywiscie |u,(z,t)] < |An| + | Bal.
Z réwnosci

—up(x,t) = amr( A, sm(nTt) + B, cos(m;t)) sin(nljx),

wynika, ze
narm
|5y un(@, )] < == (|Aal + [Bal)-

Podobnie mozemy pokazac, ze

2 o] < () (14l +18,1)
\iunw)\ < " (14 + 1Bul):

’a Sz, 1)] < (T)Q(\Anuwn\).

Aby uzyskaé jednostajng zbiezno$¢ wspomnianych wyzej szeregdw wystarczy
pokazac, ze zbiezne sg szeregi liczbowe

o0 o0
> nF|A4,] oraz > nF|B,|, dla k=0,1,2
n=1 n=1

Oczywiscie wystarczy pokazac zbieznos$é tych szeregow dla k = 2. Pokazemy

teraz zbieznos¢ szeregu
oo

Zn2|An|

n=1



przy dodatkowym zatozeniu, ze funkcja ¢ posiada czwarta pochodna, po-

chodna ta jest funkcja catkowalna i ponadto ¢(0) = ¢(l) =0 oraz ¢”(0) =
. . nm

¢"(l) = 0. Przyjmujac A\, = — mamy

A, l/ s) sin(A,s)ds.

Catkujac czterokrotnie przez czesci otrzymamy

|

+— /Ol ¢'(s) cos(N\,s) ds

/Ol o(s)sin(A,s)ds = —>\1n<,0(5) cos(An$) "

0

l

1 I
= / )cos(\,s)ds = )\—%gp’(s) sin(\,s)| — )\1721/0 ©"(s)sin(A\,s) ds

0
l

L 1
- A\ps)ds = —o" An ——/ " Ans)d
2 o ©"(s) sin(\,s) ds )\%cp (s) cos( 5)0 % Jo 0" (s) cos(A\,$) ds
! : !
= [ (s) cos(r,) ds = () sin(hs)| o [ @"(5)sinh,5)ds
A2 Jo b An o
1
= )\—4/ " (s) sin(\,s) ds
Stad
|A,| = / 0" (s) sin(A\,s) ds| < 20 /l| " (s)| ds = iC
" l)\4 ntrt Jo nt’

: 2l3 ! n
gdzie C' = ﬁ/o | (s)] ds.

W konsekwencji
ZHZIA | < Z

skad - na mocy kryterium poréwnawczego - wynika natychmiast, ze badany
szereg

Zn2|An|

n=1

jest zbiezny. Analogicznie mozemy pokazac, ze szereg

0o
Z nlen‘
n=1



jest zbiezny. Oczywiscie, przy przyjetych zatozeniach, réwniez szeregi

o0

Zn|An|

n=1

oraz
00

Zn|Bn|

n=1
sg zbiezne. Oznacza to, ze powyzsza metoda przy przyjetych zalozeniach o
funkcjach ¢ 1 1 jest poprawna. Z teorii szeregéw Fouriera wiadomo,
ze przyjete tu zatozenia o funkcjach ¢ i ¢ mozna znacznie ostabic.
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