Regularne zagadnienie Sturma-Liouville’a
Sturma-Liouville’a operator ma postac:

d d

1 L=— t)— t).

0 i (r05) + a0
Sturma-Liouville’a problem wtasny ma postac:

Llul ==X w(t)-u
lub
d du
(2) pr (p(t)dt> +qt)u+ Aw(t)u=0, te (a,b).

zakladamy, ze p(t), p'(t), q(t) 1 w(t) sa ciagte na (a,b) i p(t) > 0, w(t) > 0
na [a, b].
Bedziemy rozpatrywa¢ problem Sturma-Lioville’a z warunkami brzegowymi:

(3) aru(a) + axu'(a) =0, Bru(b) + Bau'(b) = 0,

gdzie o2 + a3 >0, B+ 32> 0.

Twierdzenie 1. Niech A bedzie wartoscig wtasna problemu (2), (3) a 1, o
rozwigzaniami odpowiadajacymi wartosci wlasnej \. Wowcezas funkcje te sa
liniowo zalezne.

Dowd6d Uwzgledniajac warunek brzegowy w punkcie ¢ mamy uktad rownan

arpi(a) + azxpi(a) =0
agpa(a) + azph(a) = 0.
Poniewaz przynajmniej jeden ze wspotczynnikéw oy, oo jest rozny od zera,
z twierdzenia Cramera wynika, ze
p1(a) @’1(@)]
det = 0.
L@(a) wh(a)

7 teorii rownan rozniczkowych wynika, ze jezeli wronskianin jest rézny od
zero dla pewnego t z przedziatu [a, b], to jest rézny od zera dla kazdego t z
przedziatu [a, b]. Stad wynika, ze

det Lﬁ;g gig;] =0, telab].

Zatem funkcje 1, o sa liniowo zalezne.
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Twierdzenie 2. Operator Sturma-Liouville’a spelnia nastepujace tozsamo-
Sci:
(i) Lagrange’a
uL[v] — vL[u] = [p(uv” — vu)]
(ii) Greena
b
| L] = oLfu) dt = [p(us’ — v

Dowdd
(i)

st i) o) o))
() -t 4
(i)

‘[@w@yﬂwmﬁﬁzliip<ﬁz ﬁ)kﬁ plet = ol

Twierdzenie 3 Wartosci wlasne problmu Sturma-Liouville’a sg rzeczywiste.
Dowéd. Niech ¢, (t) bedzie funkcja wlasna odpowiadajaca watrosci wlasnej
An spetniajaca réwnanie

(4) Llpn] = =Apw(t)gn.

Wtedy funkcja @, jest funkcja wtasna odpowiadajaca watrosci wlasnej A,
spetniajaca rownanie

(5) L[@,] = —Aw(t) @y

(Kreska u gory oznacza sprzezenie dla liczb zespolonych)
Réwnanie (4) mnozymy przez @, a réwnanie (5) przez ¢, i odejmujemy od
siebie stronami

@nL[SOTJ - gOnL[an] = (/\n - )‘n)wQOn@n'

Calkujac obustronnie ostatnig réwnos$¢ otrzymamy

b _ b
| @uLlen = eullgaydt = (= M) [ wpnudt.



7 tozsamosci Greena mamy

_ b
(6) [P(Bach = ou@) | o = (o = M) [ wipnput

7, warunkéw brzegowych mamy

a1pn(a) = —aa)(a), @@, (a) = —a@i(a)

mnozac stronami powyzsze réwnosci otrzymamy

10200 (a) @, (a) = arazg),(a)p1(a).
zatem
on(a)@n(a) = ¢ (a)@i(a).
Analogicznie wykazuje sie, ze

on (), (b) = £, (0)P1 (D).

Stad wynika, ze lewa strona réwnosci (6) jest réwna zero, wiec

b _ b
0=(h, — An)/ WonGndt = (A — /\n)/ w|ion|2dt

stad A, = A\, co oznacza, ze wartosci wlasne sa rzeczywiste.
Twierdzenie 4. Funkcje wtasne odpowiadajace réoznym wartoSciom wta-
snym sg ortogonalne i linowo niezalezne.
Dowéd. Niech ¢, (t) bedzie funkcja wlasna odpowiadajaca watrosci wlasnej
An

Llon] = =Aw(t)en

i niech ¢,,(t) bedzie funkcja wlasna odpowiadajaca watrosci wtasnej A,

Llpm] = =Aw(t)pm.

Stad
‘PmL[SOn] - @nL[‘Pm] = (>‘m - )‘n)w(PnSOm-

Catkujac obustronnie powyzsza réwnos¢ otrzymamy

b b
[ mLlon = eaLlen)dt = O = M) [ wpnpmat.

Analogicznie jak w twierdzeniu 3 pokazuje sie, ze lewa strona ostaniej zalez-
nosci jest réwna zero. Zatem

b
0= (A — )\n)/ WonPmdt = o — An) < s P >
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Poniewaz A, # \,, wiec iloczyn skalarny funkeji o, (), ¢ (t) z waga w(t)
jest réwny zero

< pult)s () o= [ wlt)on(t)pn(t)t =0

co oznacza, ze funkcje ,(t), ¢, (t) sa ortogonalne.
Przypusémy, ze funkcje ¢, (t) i ¢,(t) sa liniowo zalezne tj. istnieje ¢ # 0
takie, ze @, (t) = cpn(t) wtedy

0= pult), o) o= [ wlt)egh ().

Poniewaz w(t) > 0 wiec ¢,(t) = 0 co jest sprzeczne z tym, ze @, (t) nie jest
tozsamosciowo réwne zero, wiec funkcje sa liniowo niezalezne.

Uwaga Iloraz Rayleigha

Mnozymy problem wtasny

Llpn] = =Aaw(t)en

przez funkcje wlasna ¢, i nastepnie obustronie catkujemy otrzymujac
b d [ dp, 9 b
e dt = Ao [ wikt
/a [90 i (p i ) +Q¢n] - Wén

— I3 [on s (p%2) + a2 dt
Ja weddt '
Najmniejsza wartos¢ wlasna \; jest rowna
s (p%) + q?] dt
A1 — min 5
y(t) [ wy?dt

stad

An =

gdzie mninimum jest wziete po wszystkich funkcjach y(t) ktére sa rézniczko-
walne i spetniaja warunki brzegowe nie musza spetnia¢ réwnania.

Twierdzenie 5. Regularne zagadnienie Sturma-Liouville’a ma nastepujace
wtasnosci:

(i) Istnieje przeliczalna ilosé wartosci wtasnych {\,}

/\1<)\2<)\3<...

lim \,, = +o0.

n—oo



(i) Dla kazdej wartosci wlasnej A, istnieje funkcja whasna ¢, ktéra ma n—1
miejsc zerowych na przedziale (a, b)

(iii) Zbior funkeji wlasnych {p,} jest zupelny to znaczy dowolna funkcja
kawatkami gtadka taka, ze

b
/ < f,f>dt <o

moze by¢ okreslona przez szereg Fouriera

£(t) = i o)

gdzie
_ <[>
" < n o >
Dowdd tego twierdzenia pomijamy.
Przyklad 1. Wyznaczy¢ rozwiazanie problemu wtasnego:

(7) Liz] = (tz") + ix = —Jdwz, 2'(1)=0=2'(2).

Rozwigzanie Nieznana jest funkcja w ktora nalezy wyznaczy¢. Rownanie z
(7) mozna zapisaé w postaci

(8) to" + 2’ + ?m = —\wz.

Mnozymy obustronnie réwnanie (8) przez t otrzymamy:

(9) 22" 4+ ta' 4 (2 + Mw)z = 0.

Przyjmujac w(t) = § réwnanie (9) przyjmie posta¢ rownania Eulera

(10) 22" +ta' + (24 N)x = 0.

Réwnanie charakterystyczne dla réwnania (10) jest nastepujace
P+ A+2=0.

Réwnanie (10) z warunkami brzegowymi z (7) ma niezerowe rozwiazania
jezeli A 4+ 2 > 0. Dla tych \ rozwiazanie ogdlne réwnania (10) ma postaé

z(t) = ¢y cos(VA+2Int]) + cosin(vV A+ 21In|¢]).



Uwzgledniajac warunki brzegowe otrzymamy:
(1) =0=c=0 wiec x(t)=cicos(VA+2Int),
'(2) =0 = sin(vVA+2In2) = 0.

Stad wynika, ze

VA+2In2=nm, n=0,1...

Zatem wartosci wtasne i funkcje wtasne dla tego problemu maja postac:

2.2
b= i~ 2 (D) = cos (e 1<e<

Dla A = —2 funkcja wtasna jest tozsamosciowo rowna dowolnej statej ktora
spetnia réwnanie (10).
Przyklad 2. Wyznaczy¢ rozwiazanie nastepujacgo problemu brzegowego:

(11) (m’)’+‘§:1, tellel, (1) =0=a(e).

Powyzsze rownanie jest w postaci Sturma-Liouville’a. Wiemy, ze problem
wlasny Sturma-Liouville’a ma ortogonalny zbiér funkcji wlasnych aby go
wyznaczy¢ musimy rozwigzac¢ nastepujacy problem wtasny:

(12) (k) + 2 = —dwp, (1) = ple) = 0.

Mnozymy réwnanie (12) przez t i otrzymujemy

(13) 20"+t + (1 + dwt)p = 0.

Przyjmujac w(t) = § rownanie (13) przyjmie postaé¢ rownania Eulera
(14) 2"+t + (1+ N =0

Réwnanie charakterystyczne dla réwnania (14) jest nastepujace

P+ A+1=0.

Réwnanie (14) z warunkami brzegowymi z (11) ma niezerowe rozwiazania
jezeli A +1 > 0. Dla tych A rozwiazanie og6lne réwnania (14) ma postaé

o(t) = cpcos(VA+ Ln|t|) + cosin(vV A + 1n [t]).
Uwzgledniajac warunki brzegowe otrzymamy:

(1) =0=0c¢; =0 wiec @(t) = cysin(vA+ 1lnt),
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¢'(e) =0=sin(VA+1)=0.

Stad wynika, ze

VA+l=nm, n=1,2...

Zatem wartosci wtasne i funkcje wtasne dla tego problemu maja postac:
Ao =n?12 =1, p,(t) = Asin(nrInt), 1<t<e.

Wygodnie jest znormalizowaé funkcje wtasne to znaczy dobra¢ A tak by
norma ¢, byta rowna 1:

e 1 e 1 1
1 =< n,on >u = / (gon(t))dit = A2/ sinQ(mrt)gdt = A2/ sin®(nn7)dr
1 1 0

1] — cos(2nmT) 1 1 1. 1
= AQA —2 dT = 5142 — 5142% Sln(2n7r7)|(1) = §A2

Stad wynika, ze nalezy przyja¢ A = /2.
Wracajac do problemu (11)

Nieznane rozwigzanie naszego problemu przedstawimy w postaci szereu kto-
rego wyrazami sg funkcje wlasne:

x(t) = i ¢y sin(nmlnt).

n=1

Podstawiajac funkcje (t) do réwnania (11) otrzymamy
> 1

=L =-Y ¢\ V2sin(nmIn t>¥
n=1

Do wyznaczenia wspotczynnikow ¢, wykorzystamy ortogonalnosé funkeji wia-
snych. Mnozymy obie strony powyzszego réwnania przez oy, (t) = v/2sin(mn Int)
i otrzymamy

1 > 1
7 2sin(mrlnt) = — > ¢, \,V2sin(ma Int)v2sin(nr Int) -
n=1

Caltkujac obustronie powyzsza rownosé i uwzgledniajac ortogonalno$é funkeji
wlasnych n # m to < ¢, Ym >»= 0 otrzymamy

el € 1
/ gﬁsin(mﬁ Int)dt = —20m/\m/ sin?(mn lnt);dt.
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Dokonujac zmiany zmiennych w catkach 7 = Int otrzymamy
1 1

/ V2sin(mar)dr = —QCm)\m/ sin?(mnr)dr.
0 0

Uwzgledniajac, ze

1 1 1 1
in2 dr = —(1— (—1)" /'2 dr — =
/0 sin“(mm7)dr mﬂ( (=1)™), | sin (mnT)dr 5
dostajemy zaleznosé:
1 1
2= (1= (=1)™) = —2cmAm=
\/_mﬁ( (=1)7) ¢ 2

stad uwzgledniajac \,, = m?7? — 1 otrzymujemy

_ - (=D"v2

 oma(m2r? —1)°

Zatem rozwiazanie problemu (11) ma postaé

sy = 52 2= 1)

n=1

sin(nmlnt).

mm(m2m? — 1)



