Roéwnanie Lagrange’a, Clairauta i Ricattiego

Réwnanie Lagrange’a jest réwnaniem rézniczkowym pierwszego rzedu,
liniowym w odniesieniu do x i y, ktérych wspétezynniki sg funkcjami 1/

Py )z + QW )y+ R(y) =0

Roéwnanie Lagrange’a rozwiazuje sie w nastepujacy sposéb. Rozwiazujemy
go ze wzgledu na y przyjmujac za parametr 3’. Wprowadzajac oznaczenie
1y’ = p dostaniemy

y =z f(p) +9(p),

gdzie

_ P _ Rl
=50 =0

Rézniczkujac otrzymane réwnanie i uwzgledniajac, ze dy = y'dx = pdx
otrzymamy
pdz = f(p)dz + xf'(p)dp + ¢'(p)dp,

jest to réwnanie liniowe ze wzgledu na x jako funkcja p

d !/ /

de  J'0) 9@

dp ~ flp)=p  p—[f(p)
Jedli rozwiazanie tego réwnania jest x = F(p, C) to ogdlne rozwiazanie tego
réwnania zapiszemy w postaci

z=F(p,C),
y=xf(p)+g(p) = F(p,C)f(p) + g(p).

Roéwnaniem Clairauta nazywamy réwnanie postaci:
y=ay +9),

gdzie g jest funkcja rézniczkowalna.
Roéwnanie to jest szczegdlnym przypadekiem réwnania Lagrange’a. Jezeli
zrézniczkujemy powyzsze rownanie ze wzgledu na x to otrzymamy

y =y +ay" +dW)y,
po uproszczeniu otrzymamy rownos$é
y'(@+4'y)) =0
Stad przyjmujac p = ¥’ otrzymamy dwa rozwigzania

p=0 lub z=—¢(p).



W pierwszym przypadku W drugim przypadku z = —¢/(p) rozwiazanie w
parametrycznej formie mozna wyrazi¢ w postaci uktadu

r+g'(p) =0,
y=axp+g(p).

Jezeli ¢” # 0 to rozwigzanie drugie nazywamy osobliwym poniewaz nie na-
lezy do rodziny rozwiazan pierwszego przypadku.
Przyktad 1.
Rozwiazaé¢ réwnanie
y=y*(x+1).

Rozwigzanie
Jest to réwnanie Lagrange’a kladac p = o otrzymamy y = p?(z + 1).
Roézniczkujac ostatnie réwnanie ze wzgledu na z otrzymamy

y = 2pp (z+1) +p*
Uwzgledniajac, ze y' = p réwnanie mozemy zapisaé
p=2pp'(x +1) +p°,
stad po wyciggnieciu p przed nawias mamy
p(2p'(x+1)+p—1)=0.
Stad wynika, ze
p=0 lub 2p'(x+1)+p—-1=0.

Z pierwszej zaleznosci p = y' = 0 wynika y(z) = C, gdzie C jest stala. Druga
zaleznos¢ jest réwnaniem rézniczkowym o zmiennych rozdzielonych gdzie po
rozdzieleniu zmiennych otrzymamy

dex  2dp
r+1 1—p

Caltkujac obustronie powyzsze rownanie otrzymamy
Injz+1]=—-2In[l —p|+InCy,

stad po opuszczeniu logarytméw otrzymujemy
Cy
(1-p)*

Zatem rozwiazanie ogdlne naszego rownania w postaci parametrycznej ma
postaé

r=—-1+ gdzie C1 #0 jest stala.
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a y(x) = C, jest rozwigzaniem osobliwym.
W naszym przypadku parametr p mozna wyrugowaé i dostajemy roz-
wiazanie ogoélne naszego réwnania w postaci

(VY —Vz)? = |C1l.
Przyktad 2.
Rozwiazaé réwnanie
y=uzxy —ev.
Rozwigzanie Jest to réwnanie Clairauta. Jezeli p = 13/, wtedy

y=ap— e’

Rézniczkujac powyzsze réwnanie ze wzgledu na z i uwzgledniajac, ze p = 3/

otrzymamy
/

p=p+ap —elp.

Po uproszczeniu mamy
p (x—eP) = 0.

Stad p’ =0, czyli p = C lub x = €P. Jedli przyjmiemy, ze p = C to otrzyma-
my rozwiazanie ogdlne postaci

y=Cx— e gdzie C' dowolnastata.

Jedli przyjmiemy, ze x = eP to y = eP(p — 1) i otrzymamy rozwiazanie
osobliwe w postaci parametrycznej

T =eP,
y=el(p—1).

Rugujac w powyzszym ukladzie p otrzymamy jawna posta¢ rozwiazania oso-
bliwego
y=2a(lnz —1).

Rownanie Ricattiego
Roéwnaniem Ricattiego nazywamy réwnanie postaci

y' = P(x) + Q(z)y + R(x)y?, (1)

gdzie funkcje P(x), Q(x) i R(z) sa ciagle w danym przedziale (a, b). Z
twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci dla réwnan rézniczkowych rzedu
pierwszego przez kazdy punk (zo, yo) € (a, b) x R przechodzi dokladnie
jedno rozwigzanie réwnania (1).

Nie istnieje ogblny sposéb analitycznego scatkowania réwnania Riccatie-
go. Chcac znalez¢ rozwigzanie ogdlne réwnania Ricattiego nalezy odgadnaé
rozwiazanie szczegdlne y; i szukaé rozwigzania ogdlnego w postaci

1

y(z) = y1(z) + w@)



Podstawiajac y(x) do réwnania (1) otrzymamy

- = P@) + Q) (n + ) + B@) (R +22 + ).

U
Po uwzglednieniu, ze y; jest rozwiazaniem réwnania (1) i stosownym uprosz-
czeniu otrzymamy réwnanie liniowe

u' 4+ (Q(x) + 2R(x)y1) u = —R(z). (2)

Przyktad 3.

Zmnalez¢ rozwiazanie ogdlne rownania
y/+2y€x _ y2 — €2x + €7,

Rozwigzanie
Jest to rownanie Ricattiego gdzie

P(z) =e* 4+ ¢% Q(z) = —2¢%, R(z)=1.
Latwo zauwazy¢, ze funkcja y;(z) = e* jest rozwiazaniem szczeg6lnym
e® + 2e%e® — (%)% = 2% 4 ¢”
Szukamy rozwigzania w postaci

y(x) = yi(r) + ——.

Dla naszych funkcji P, @, R i y; Qréownanie (2) przyjmuje postaé

u = —1.
Zatem
u(z) = —x+C,
wiec rozwiazanie ogblne naszego rownania ma postaé
1
) =¢e" — )
y(z) p—

Inne przyklady réwnan zaleznych od parametru p.
Przyktad 4. Rozwazmy réwnanie:

z=fy). (3)

Rézniczkujemy powyzsze réwnanie ze wzgledu na y. Poniewaz = = x(y) i
robigc podstawienie p = ' ze wzoru na pochodng funkcji odwrotnej mamy

dx 1 1
dy £ p
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Rézniczkujemy prawa strone roéwnania (3)

d n o d o
3;0@»—g§U@D—f@)
Stad mamy . ;
_ (P
Zatem
dy = pf'(p)dp.

Catkujac stronami powyzsze réwnanie otrzymamy

dy’

yﬁﬂﬁ@@ZF@+G

Rozwiazanie ogélne réwnania (3) ma postacé

f(p),
F(p) + C.

x
Y

Przyktad 5. Rozwazmy réwnanie:

= f(y,y).

Rézniczkujac powyzsze réwnanie ze wzgledu na y otrzymamy

L_or ofdp
p Oy Opdy

Niech
y = o(p,C)

bedzie rozwiazaniem réwnania (5) ze wzgledu na y. Wtedy rozwiazanie ogél-

ne réwnania (4) ma postaé

y =9 C),
z = f(p(p,C),p).

Przykltad 6. Rozwazmy réwnanie:

y=f).
RézZniczkujac powyzsze rownanie ze wzgledu na x otrzymamy
dy 10\ 9P



Zatem ,
dz = L () dp.

Calkujac powyzszg réownosé stronami otrzymamy

ﬂm@
—

v =F(p)+C, gdde Fp) = [
Rozwiazanie ogdlne réwnania (6) ma postaé

y = f(p),
z=F(p)+C.

Przyktad 7. Rozwazmy réwnanie:

y = f(z.9). (7)
Roézniczkujac powyzsze rownanie ze wzgledu na x otrzymamy

a_ o5 ord N
de YT oz Op dx’
Niech
z = ¢(p,C)

bedzie rozwiazaniem réwnania (8) ze wzgledu na z. Wtedy rozwiazanie ogél-
ne réwnania (7) ma postaé

r = p(p,O),
= f(e(p,C),p).



