Uktady réwnan liniowych rzedu
drugiego

J.JANUS, M.LUSTYK
Rozpatrzmy liniowy uktad réwnan rzedu drugiego:
(1) X"t)y=A-X(t)
Szukamy rozwiazania uktadu (1) w postaci
X (t) = ve™.
Poniewaz X" (t) = va?e™, wiec
vate™ = Ave™

stad mamy
a?v = Av.

Zatem
1. a? - jest wartoscig wlasng macierzy A,
2. wektor v - jest odpowiadajacym jej wektorem wlasnym.

Jezeli \ jest ujemng wartoscig wlasng macierzy A to oznacza, ze o = X < 0,
wiec istnieje w > 0 takie, ze a® = —w? czyli o = wi. Zatem

X(t) = v(coswt + isinwt)

jest rozwiazaniem uktadu (1). Analogicznie jak dla réwnan rzedu drugiego o
statych wspétezynnikach mozna pokazaé, ze funkcje

Xi(t) =vcoswt 1 Xy(t) =vsinwt)

sa rozwigzaniami uktadu (1).

Twierdzenie 1
Jezeli macierz A ma tylko rzeczywiste ujemne wartosci wtasne
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0>A=—wi>d=—ws> >\ =W
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i niech vy, vq, ..., v, beda odpowiadajacymi im wektorami wtasnymi, to roz-
wiazanie ogdlne uktadu (1) ma postaé:

n

(2) z(t) = v (a; cos(w;t) + by sin(w;t)) .

i=1
Uwaga 1 Jezeli A = 0 jest wartoscia wlasng macierzy A a v jest odpowia-
dajacym jej wektorem wlasnym to

X(t)=v(a+0bt), a,beR

jest rozwiazaniem uktadu (1).
Istotnie X" (t) =01 Av(a+ bt) = (a + bt)Av = (a + bt)0 = 0.

Twierdzenie 2
Jezeli macierz A ma jedna wartosé wtasna réwna zero a pozostale tylko rze-
czywiste ujemne wartosci wlasne
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M=0>d=—ws> >\ =—w

i niech vy, vq, ..., v, bedg odpowiadajacymi im wektorami wtasnymi, to roz-
wiazanie ogélne uktadu (1) ma postac:

(3) x(t) = vi(a; + bit) + ivi (a; cos(w;t) + b;sin(w;t)) .

Przyktad
Rozpatrzmy przyktaduktadu na rysunku 1.

—=x —= x5
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Rysunek 1:



Roéwnania ruchu tego uktadu opisane sa uktadem réwnan:

mlx/l’ = —]{211}1 + ]{}2(,%‘2 — xl) = _(kl + k2>$1 + k2$2
moxy = —ko(x2 — 1) = kowy — kata.

(4)

Dla my; = 2kg, my = lkg, ki1 = 4N/m, ko = 2N/m uklad (4) w zapisie
macierzowym ma postac:
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Mnozac obustronnie réwnos¢ (5) przez macierz odwrotna:
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©) v =3 L | xe.

otrzymamy
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Dla macierzy A = 9

1 L. . g
_o | Wyznaczamy wartosci wtasne i odpowiadajace

im wektory wtasasne
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem/5B%7B%7B-3, 1/
7D, %7B2, -2%,7D%7D}%5D

)\1:_17 vl:l§]’ )\2:_47 02:[11‘|

Zatem wy = 11 wy = 2 wiec rozwiazanie ogélne uktadu (6) ma postac:

7 X() = [ : ] (a1 cost + by sint) + [ ! ] (az cos 2t + by sin 21).
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Innym sposobem rozwiazania uktadu (4) jest sprowadzenie go do ukladu
rownan rzedu pierwszego. W tym celu wprowadzamy nowe zmienne:

' / ! /
T1 =Y1, 1 =Y = Y2, T2 = Y3, To = Y3 = Ya4.

Dla nowych zmiennych uktad (4) przyjmie postaé:

yi = Y2
(8) miyy = —kiyr + ka(ys — v1) = —(k1 + k2)y1 + kays
Y3 = Ya

mZ?JfL = —ko(ys — y1) = kayr — kays.
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https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem%5B%7B%7B-3,1%7D,%7B2,-2%7D%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem%5B%7B%7B-3,1%7D,%7B2,-2%7D%7D%5D

Po podstawieniu w miejsce my, mo, k1, ko wezesniej podanych wartosci otrzy-
mamy nastepujacy uktad rownan w zapisie macierzowym:

0 1 0 O
o | =30 1 0
2 0 =20

Aby rozwiaza¢ uktad (9) wyznaczamy wartosci wlasne i wektory wlasne dla
macierzy:

0 1 0 0
-3 0 1 0
B= 0 0 0 1
2 0 -20

https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem’5B%7B%7B0,1,0,
0%7D, %7B-3,0,1,0%47D, %7B-0,0,0,1%7D, %7B2,0,-2,0%7D%7D%5D

l —1 —1
/\1 = 227 v = :3 ) )\2 = _227 Uy = _22 ) )\3 = iu Vg = _122 ) )\4 -
2 2 2

Korzystajac ze wzoréw (3) i (4) w (Réwnania rézniczkowe czesé 11, 5.3) wy-
znaczymy uktad fundamentalny rozwiazan uktadu (9):

[0 1 [ —sin 2t
—2 0 —2cos 2t
i _ Cx 3 _ _ : _
Yi(t) = R(v1) cos 26— (v ) sin 2t = 0 | cos 2—| | |sin2t= <in 9t
L 2 | 0 | 2cos2t
0 ] 1 [ cos2t
—2 0 —2sin 2t
_ : oY _ : _
Ys(t) = R(vy) sin 26+ (vy) cos 2t = 0 |5 2t+ | cos 2t =| 08 2t
L 2 ] 0 | 2sin 2t
[0 -1 sint
Y3(t) = R(v3) cost — I(v3) sint = L cost — 0 sint = cost
0 —2 2sint |’
| 2 0 2cost
0 -1 —cost
Yi(t) = R(vs) sint + S(ug)cost = | + | sint+ | O feost=| S0
0 —2 —2cost
2 0 2sint

— .


https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem%5B%7B%7B0,1,0,0%7D,%7B-3,0,1,0%7D,%7B-0,0,0,1%7D,%7B2,0,-2,0%7D%7D%5D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=eigensystem%5B%7B%7B0,1,0,0%7D,%7B-3,0,1,0%7D,%7B-0,0,0,1%7D,%7B2,0,-2,0%7D%7D%5D

Rozwiazanie ogdlne uktadu (9) ma zatem postac:

wlt) |y (1) = a1Yi(t) + coYa(t) + c3Ya(t) + caYa(t) =

Yall
—sin 2t cos 2t sint —cost
o —2cos 2t ‘) —2sin 2t o cost ‘o sint
sin 2t —cos 2t 2sint —2cost
2cos 2t 2sin 2t 2cost 2sint

Uwzgledniajac, ze y; = x1 1 y3 = w9 z powyzszej zaleznosci wynika

X(t) = [:@(t) ] = [;1(—c4cost+c3sint)+[ 1 ](—cchSQt—l—clsith).

Podstawiajac do powyzszej zaleznosci ¢; = by, co = —as, c3 = by, ¢4 = —ay
otrzymamy zaleznosé (7).



