Metody wariacyjne

J.JANUS, M.LUSTYK

Niech V- bedzie przestrzenig Hilberta z iloczynem skalarnym < -, - > i norma
lull = yZ @S,

Definicja 1.

Funkcjonat L : V — R jest liniowy, jezeli

1. L(u+v) = L(u) + L(v), Yu,v eV,
2. Lla-v)=a-L(v), YaeR YveV.
Funkcjonat L jest ciagty jezeli 3C' > 0, Yu € V' |L(u)| < C||ull.

Twierdzenie Riesza.
Jezeli V' jest przestrzenia Hilberta i L jest liniowym funkcjonatem ciaglym
na V', wtedy istnieje doktadnie jedno u € V takie, ze

<wu,v>=L(v), YvelVl.

Staba forma réwnania rézniczkowego.

Wspéblcezesne badania czesto opierajg sie na stabej formie rownania réznicz-
kowego, podobnie jak rézne techniki numeryczne wyznaczania przyblizonych
rozwigzan. Réwnania rézniczkowe w stabej postaci mozna rozwiazywaé wy-
korzystujac aparat analizy funkcjonalnej. Stabe formy réwnania rézniczko-
wego sg czesto odnoszone do ,postaci wariacyjne”, ale mozna je rowniez
stosowaé w celu rozwigzania problemoéow, ktore nie mozna sformutowaé jako
problemu minimalizujacego odpowiedni funkcjonat. Staba forma rownania na
og6t nie utatwia rozwigzania rownania analitycznie, ale zwykle jest bardziej
odpowiednia forma dla matematycznej analiza (pozwalajaca okresli¢ wta-
Sciwosci réwnania bez znajomosci rozwiazania) i dla metod numerycznych.
Wyprowadzenie stabej postaci rownania rézniczkowego przebiega zgodnie ze
standardowym procesem:

1. Mnozymy réwnanie rézniczkowe przez odpowiednig funkcje
testowaq.

2. Otrzymang réwnos¢ catkujemy przez czesci.



Rozwazmy nastepujacy problem brzegowy Dirichleta:
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Wyznaczymy stabg forme réwnania (1). Mnozymy obustronnie réwnanie (1)
przez funkcje v(x) rézniczkowalna w sposob ciagly i speliajaca warunek
v(0) =v(1)=0

(2) —(a(z) - u'(2)) - v(@) = f(2) - v(2).

Teraz catkujemy obustronnie réwnosé (2)

"=f(z), 0<z<1
0, wu(l)=0.
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Poniewaz

Stad
(a(z) - '(2))" - v(z) = (alz) - o/ (z) - v(z)) = alz) - u'(2) - '(2),
podstawiajac powyzsza zaleznosé do lewej strony rownania (3) otrzymamy:
1 1
—a(z) -u'(z) - v(x) |5 +/ a(z) -u'(z) -V (z)de = / f(z)-v(z)dw.
0 0
Uwzgledniajac, ze v(0) = 0, v(1) = 0 dostajemy stabg forme réwnania (1)
1 1
(4) / a(z) - (x) - o' (2) do = / f(@) - v(z) dz.
0 0

Rozwiazanie stabej formy jest réwnoznaczne z minimalizacja funkcjonatu:

J(u) = ;/Ola(x) (' () da — /lf@) ~u(z) .

0

[sotnie, policzmy pochodna kierunkowsg funkcjonatu J w kierunku wektora
v(x) gdzie v(0) = v(1) = 0: w tym celu liczymy pochodna funkcji

i(t):J(u—irtv):;/Ola-(u’+t‘v')2da:—/01f-(u—l—t~v)da:,



z"(t):/la'(u’—l—t'v’)'v’dq:—/olf-vd:c.

0

Pochodna kierunkowa funkcjonatlu J w kierunku wektora v(z) jest réwna
i'(0):

1 1
i'(O):/ a~u’-v’dw—/ f-vdz.
0 0

Funkcjonat J osigga ekstremum jezeli pochodna kierunkowa w kierunku do-
wolnego wektora v(z) jest réwna zero, czyli

1 1
/a-u'-v'dm—/f-vd:v:().
0 0

To oznacza, ze minimum funkcjonatu J jest stabym rozwiazaniem i odwrotnie
stabe rozwigzanie jest minimum funkcjonatu J.

Definicja 2.
Operator liniowy A : V — V jest dodatnio okreslony jezeli

<Au,u>>0 dla VuelV.
Operator liniowy A : V' — V jest ujemnie okreslony jezeli
< Au,u><0 dla VuelV.

Rozpatrzmy nastepujacy problem Dirichleta

(5) { Au(x) = f(x), z €,

u(z) =0, x €.

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie
Twierdzenie 1.
Jezeli operator liniowy A : V — V jest dodatnio okreslony to funkcjonat

1
J(u):§<Au,u>—<f,u>

przyjmuje dla ug € D4 wartos¢ minimalng wtedy i tylko wtedy jezeli ug jest
rozwiazaniem rownania (5).

Jezeli operator A jest ujemnie okreslony to funkcjonat J przyjmuje dla uy €
D, wartos¢ maksymalng wtedy i tylko wtedy jezeli ugy jest rozwigzaniem
réwnania (5).



Dla problemu (1) operator A ma postaé

A= —CZ: <a(x);;> , acCY0,1) i a(z)>0,

a fecC|o,1].

Dziedzing operatora A jest zbior:
Dy ={ueC?*0,1), u(0)=nu(l)=0}
Pokazemy, ze operator A jest dodatnio okreslony

1 d du du 1 du dv
A :/7_7 dr = (- 1—/——fd:
<A v > 0 dx( ad:r)v v ( adxv> o 0 adxda: .

1 dudv

Stad wynika, ze

V
o

) 2
< Au, u >= / a (du) dx
0 dx

czyli operator A jest dodatnio okreslony.

W tej czedci przedstawimy krotkie wprowadzenie do metod numerycznych
rozwigzywania rownan rozniczkowych Rayleigha-Ritza i Galerkina, stanowig
one podstawe metody elementéw skonczonych.

Metoda Rayleigha-Ritza jest stosowana bezposrednio do wariacyjnej po-
staci réwnan, natomiast metoda Galerkina do stabej postaci rownan.
Metoda Rayleigha-Ritza.

Etapy postepowania:

1. Dla réwnania
(6) Au(z) = f(z), weQ,
definiujemy funkcjonat
1
(7) J(u):§<Au,u>—<f,u>

dla funkcji u ktére na brzegu obszaru €2 przyjmuja wartosé zero.



2. Wybieramy baze liniowo niezaleznych funkcji:
uo, w1 (), uz(x), ..., un(z).

Szukamy przyblizonego rozwiazania réwnania (6) w postaci kombinacji
funkcji bazowych

(8) w(z) = up(z) + crug(z) + coug(x) + - - - + eyun(z),

funkcja ug(x) musi spelnia¢ warunek brzegowy lub poczatkowy w zalez-
nosci jaki bedzie rozpatrywany z réwnaniem (6) a funkcje uy (z), .. ., un(x)
na brzegu sg réwne zero.

3. Wstawiamy @(z) do funkcjonatu J i definiujemy funkcje .J

J(cr,. .., en) = J(a).

4. Liczymy pochodne czastkowe , 1 =1,..., N irozwigzujemy uktad
rownan ~ '
oJ
il : -0
ey (c1, cN)
0J
yen) =10
dew (c1, cN)
ze wzgledu na cq,...,cy.
Przyktad 1.

Wyznaczy¢ rozwiazanie problemu brzegowego:

{ u'(z) +u(z) =z, xz€l0,2]

9) w(0) =0, u2) =5

Rozwiazanie dokladne problemu (5) wyznaczone za pomoca wolframalpha
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+u’,27%277%2Bu’3Dx%2C+u%
2807%29%3D0%2C+u%282%29%3D5

ma postac:

( ) + 3 .
ulr) ==z nzx.
sin 2

Definiujemy funkcjonat J. W naszym przypadku operator A ma postaé
d2
A=—+1 wiec
dx? €
d*u

1 1 r2 2
J(u):§<Au,u>—<x,u>:§/0 (dez‘i"lf) dw—/oxudx


https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+u%27%27%2Bu%3Dx%2C+u%280%29%3D0%2C+u%282%29%3D5
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+u%27%27%2Bu%3Dx%2C+u%280%29%3D0%2C+u%282%29%3D5

Calkujac przez czesci
2 d’u du 2 (du\” 2 (du\”
— | do = u— 2—/ — | dx= —/ — | d=x.
/0 (ud352> . udx|0 0 (dx) o 0 (dx) o

1 r2
2o

Rozwiazania przyblizonego problemu (9) bedziemy szukaé w postaci wielo-
mianu stopnia trzeciego

Zatem

J(u) = ((u/)2 —u? + 2xu> dr.

(10) (z) = co + 1@ + cpx® + ez’
Uwzgledniajac warunki brzegowe w (9) otrzymujemy:
U(O) = Cy = 0, u(2) = 201 + 462 + 863 = 5,

5 1
—c¢1 — =C9 po podstawieniu do (10) dostajemy

st@d00:0,03:§—4 5

- 5) 1 1
(11) u(zx) = §m3 + (1l — Z952) + coz?(1 — ix)'

W naszym przypadku baza wyglada nastepujaco:

9 3 _ L, _ 2 1
uo(x) = =27, w(r) ==z(1— 2% ), ug(z) =a*(1— §x)

Funkcja ug spetnia warunki brzegowe problemu (9) a funkcje u, ug, ug maja
dla x =01 z = 2 wartos¢ zero. Podstawiamy funkcje @ do funkcjonatu J:

J(c1,00) = J(0) =
1 2

3/, ((u{) + et + couy)? — (ug + crug + coug)® 4 2z (ug + crug + CQUQ)) dz.

Liczymy pochodne :

oJ
5o /0 (—(ug + cruy + coug)u; + (ug + crug + coug)u; — xuy) du.
0J . 9J
Przyréwnujac e i e do zera otrzymamy uktad réwnan:
1 Co
(12) apcy + ayacs = by
U21C1 + A2y = by

6



gdzie

2 2
a; = /0 (uu; — u,:u;) dv, b = /0 ((z — wo)u; + uyuy) dz, i, j=1, 2.

Zauwazmy, ze G;; = Qj;.
W naszym przypadku:

104 16 82 428 331
Ty 22 = —-—, Q12 = ————, = —_
105 21 105 105

an = — 1= ———, by =

105’
Rozwiazujac uktad (12) otrzymamy:

o __8
387 % 19’

https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+-10472F105*c1-827,2F105%c2}
3D-4287%2F105%2C+-8272F105*c1-1672F21%c27,3D-331%2F105 zatem

Cc1 =

- ) 169 1 8 1
u(z) = gxg + gx(l - ExZ) — 1—9x2(1 - ix)

e —
\f u(x) dokiadne

TU(x) przyblizone

Rysunek 1:


https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+-104%2F105*c1-82%2F105*c2%3D-428%2F105%2C+-82%2F105*c1-16%2F21*c2%3D-331%2F105
https://www.wolframalpha.com/input/?i=solve+-104%2F105*c1-82%2F105*c2%3D-428%2F105%2C+-82%2F105*c1-16%2F21*c2%3D-331%2F105

Z wykresu widaé, ze na przedziale [0, 2] wykresy praktycznie sie pokrywaja.

Metoda Galerkina (residuéw wazonych).
Niech A : V — V bedzie operatorem rozniczkowym, a V' jest przestrzenia
Hilberta z iloczynem skalarnym < -, - >. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe

(13) Au=f, wevV,

zdefinowane na obszarze () wraz z warunkami brzegowymi okreslonymi na
brzegu 0X2. W metodzie residuéw wazonych szukanie rozwigzania réwnania
(13) sprowadzamy do stabej postaci wariacyjnej na przestrzeni V, to jest
szukamy funkcji u € V' spelniajacej warunek:

(14) <Au,v>=< fiv> Yvel.

Przyblizone rozwiazanie problemu (14) szukamy w przestrzeni skonczenie
wymiarowej V,, C V| to jest szukamy funkcji u € V,, spetniajacej warunek:

(15) < Au, v, >=< f, v, >, Vv, €V,.

Niech funkcje {1, o, ..., pn} stanowia baze przestrzeni V,,. Rozwiazanie u
jest aproksymowane przez funkcje postaci:

o) = ula) + 3 o),

gdzie funkcja ¢, spetnia wszystkie okreslone warunki brzegowe zagadnienia
(po(x) = 0, jezeli warunki brzegowe sa jednorodne).

Wprowadzimy pojecie btedu lub residum, R, aproksymacji (przez zastapienie
w réwnaniu (13) szukanej funkcji jej przyblizeniem), ktére definiujemy jako

R=Ai— f.

Im waros¢ residuum jest mniejsze, tym aproksymacja rozwigzania jest lepsza.
Najlepsze oszacowanie dostaniemy jezeli spelniony bedzie warunek:

(16) <R, p;j>=0, j=1,...,n

Powyzszg zalezno$¢ mozna zapisa¢ w postaci uktadu rownan:

(17)
<Apy, o1 >4+ < Aoy, 01 > e =< f, o1 > — < A, o1 >
<Apy, o >4+ < Apy, 02 > e =< f, o > — < Ay, po >

<Apr, op >t < Apn, O > 0 =< f, on > — < Apo, n >
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z ktérego wyznaczamy cy, ..., c,. Taki sposoOb wyznaczania rozwigzania przy-
blizonego nazywamy metoda Galerkina.

Mozna tez w przestrzeni V, wybraé inng baze {11, 1, ..., 1, } 1 zamiast
uktadu (16) rozwazaé uktad

<R, Y;>=0, 7=1,...,n,

taka metoda nazywa si¢ metoda Petrova-Galerkina.

Zakres stosowania metody Galerkina jest o wiele szerszy niz metody Ritza.
Do jej stosowania nie jest konieczne aby operator A byt dodatnio okreslony.
W metodzie Galerkina punktem wyjscia jest réwnanie (13), zas w metodzie
Ritza- minimalizacja funkcjonatu J(u).

Przyktad 2.
Rozwazmy nastepujacy problem poczatkowy:

(18) W—u=0, u0)=1 0<zx<1
Rozwiazaniem tego réwnania jest funkcja u(x) = e®.

Wyznaczymy teraz rozwiazanie przyblizone stosujac metode Galerkina.
Szukamy przyblizonego rozwiazania w postaci:

a(z) = @o(r) + ;Ci¢i(x)7

gdzie po(0) = u(0) = 1, zatem przyjmujemy, ze @o(z) = 1.

Natomiast funkcje bazowe @;(z) = z', i =1,..., N.
W naszym przypadku operator A ma postaé
d
A= ——-1,
dx

a iloczyn skalarny okreslony jest nastepujaco:

< fog>= [ f@gle) dr

Wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

1 1 ) L
a5 = < Apj i >= [ (@) = p@)e@)do = [ (2 ) da =
j+i j+it+1 ~
[lat oy B 1
0 j+1 g4+i+1 j+t g+1+1

9



b A " 1)aid P A
74:—< , Z>:_ —_ t e g = - = - .
70 ¥ /0( o' d /ox . z—i—l'o 141

Uktad réwnan (17) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:

a1 12 ... Q1N C1 b1
921 929 ... QaN Cy b2
aniy an2 ... QNN CN bN

Wykonamy obliczenia dla N = 3.

1 5 11 c 1
6 12 29 1 2
1 3013 e | =11
12 10 30 2 - 3
i T % c 1
20 30 14 3 4

Rozwiazujac ten uktad otrzymamy
https://www.wolframalpha.com/input/?i=728Inverse+}7B}%7B1%2F6%2C5%
2F127%2C11%2F20%7D%2C%7B1%2F12%2C3%2F10%2C13%2F30%7D%2C/7B1%2F20%
2C7%2F30%2C5%2F147,7D%,7D%29 . 7B, 7B1%2F 2}, 7D%2C%7B1%2F3}7D%2C/7B1%2F4,

7D%7D
120 45 35

6T P16 U 16

C1 = ;
116
Przyblizone rozwiazanie jest rowne

120 45 35
Alp) =1 oy 202 99 s
u(z) +116I+116x +116x

Na ponizszym wykresie mamy rozwiazanie doktadne i przyblizone
https://www.wolframalpha.com/input/?i=plot’2877Be5Ex%2C+1%2B1207%
2F116%*x%2B45%2F116*x,5E2/2B3572F116*x75E3%7D+from+x7%3D0+t0+27%29 7z
wykresu widaé, ze rozwiazania praktycznie sie pokrywaja na przedziale [0, 1].

Zanim przejdziemy do metody elementéw skonczonych wprowadzimy pewne
definicje.

L2(Q) = {u: Q- R, / W2(2)dQ) < +oo, QL CR").
Q
Zbior L*(Q) jest przeststrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym

<wu,v>= /Q u(z)v(z) dS2.

10


https://www.wolframalpha.com/input/?i=%28Inverse+%7B%7B1%2F6%2C5%2F12%2C11%2F20%7D%2C%7B1%2F12%2C3%2F10%2C13%2F30%7D%2C%7B1%2F20%2C7%2F30%2C5%2F14%7D%7D%29.%7B%7B1%2F2%7D%2C%7B1%2F3%7D%2C%7B1%2F4%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=%28Inverse+%7B%7B1%2F6%2C5%2F12%2C11%2F20%7D%2C%7B1%2F12%2C3%2F10%2C13%2F30%7D%2C%7B1%2F20%2C7%2F30%2C5%2F14%7D%7D%29.%7B%7B1%2F2%7D%2C%7B1%2F3%7D%2C%7B1%2F4%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=%28Inverse+%7B%7B1%2F6%2C5%2F12%2C11%2F20%7D%2C%7B1%2F12%2C3%2F10%2C13%2F30%7D%2C%7B1%2F20%2C7%2F30%2C5%2F14%7D%7D%29.%7B%7B1%2F2%7D%2C%7B1%2F3%7D%2C%7B1%2F4%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=%28Inverse+%7B%7B1%2F6%2C5%2F12%2C11%2F20%7D%2C%7B1%2F12%2C3%2F10%2C13%2F30%7D%2C%7B1%2F20%2C7%2F30%2C5%2F14%7D%7D%29.%7B%7B1%2F2%7D%2C%7B1%2F3%7D%2C%7B1%2F4%7D%7D
https://www.wolframalpha.com/input/?i=plot%28%7Be%5Ex%2C+1%2B120%2F116*x%2B45%2F116*x%5E2%2B35%2F116*x%5E3%7D+from+x%3D0+to+2%29
https://www.wolframalpha.com/input/?i=plot%28%7Be%5Ex%2C+1%2B120%2F116*x%2B45%2F116*x%5E2%2B35%2F116*x%5E3%7D+from+x%3D0+to+2%29

Definicja stabej pochodnej. Méwimy, ze funkcja u(x) € L?(2) ma staba
pochodng ze wzgledu na zmienng z; jezeli istnieje funkcja w(z) € L*() taka,
ze dla kazdej funkcji ¢ (z) klasy C' na © C R" i majacej warto$¢ zero na
brzegu obszaru 0f) spelnione jest réwnanie:

/ u(x )S:i( ) QZ—/Qw(x)w(:c)dQ.

0
Funkcje w oznaczaé¢ bedziemy a—u i nazywac pochoda staba funkcji u.
x,

7
Przyktad 3. Funkcja u(xz) = |z|, z € R nie jest rézniczkowalna w normal-
nym sensie poniewaz nie istnieje pochodna w = 0, natomiast jest réznicz-

u
kowalna w stabym sensie i sgn(x).
T

Istotnie, jezeli wezmiemy dowolny przedzial [a, b] zawierajacy 0 i dowolna
funkcje 1 (x) klasy C! na (a, b) i przyjmujaca waro$¢ zero w a i b to

boody 0 dy b dy)
/a|:r:]d$dx—/a xdx+/(dex

Wyrazenia po prawej stronie rownosci catkujemy przez czesci:

0

/ao—fwdﬂf— —ayp(z)]q — /aod(_””)@b(ar)dx:— / sgn(z)i(z) du,

dx dx
b b b
/0 :Edz/; dr = 2)(x)| — ; c(ii) (x)dx = —/0 sgn(z)y(x) d.
Zatem

[ 1% de =~ [ san(x)oe) dr,
co koriczy dowdd, ze funkcja u(z) = |z| jest rézniczkowalna w stabym sesie i
. . . V4 u
jej staba pochodna jest réwna = sgn(x).
x

Definicja przestrzeni H'(Q)

HY(Q) = {U(x) . v € L*(Q) i stabe pochodne 5
T

ELQ(Q) 1n}

Przestrzen H'(Q) jest przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym:

Oou Ov

<, v >= / d9+2/8x28%
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Metoda elementow skonczonych MES

Przedstawione powyzej metody wariacyjne, moga by¢ efektywnie wykorzysty-
wane tylko do rozwiazywania probleméw z mata liczbg stopni swobody. Spo-
wodowane jest to przede wszystkim trudnosciami w doborze funkcji aproksy-
macyjnych. Jesli nawet takie funkcje zostalyby do- brane, to z kolei obliczanie
wspotezynnikow macierzy réwnan algebraicznych rozwiagzania przyblizonego
nie moze by¢ zautomatyzowane, poniewaz funkcje aproksymacyjne zmieniaja
sie zaleznie od rozwazanego problemu.

Metoda elementow skonczonych jest procedura wariacyjna, w ktorej funk-
cje aproksymacyjne sa wyznaczane w obszarze zastapionym przez zbioér pro-
stych podobszaréw, na jakie obszar ten zostat podzielony. Uktad réwnan al-
gebraicznych problemu jest w tej metodzie generowany w odmienny sposob
niz to ma miejsce w tradycyjnych metodach wariacyjnych, poniewaz funk-
cje aproksymacyjne sg wielomianami algebraicznymi, wyznaczonymi wedtug
zasad aproksymacji interpolacyjnej. Podobszary, nazywane elementami skon-
czonymi, maja zwykle geometrycznie proste ksztatty, co utatwia budowanie
funkcji aproksymacyjnych. Poniewaz funkcje aproksymacyjne sa wielomiana-
mi algebraicznymi, to mozliwe jest zautomatyzowanie na kom- puterze ob-
liczania wspotczynnikow macierzy réwnan algebraicznych. W metodzie ele-
mentéw skonczonych definiowanie funkcji aproksymacyjnych jest niezalezne
od danych warunkéw brzegowych i innych danych definiujacych rozwigzywa-
ny problem.

Przyklad 4. Rozwazmy nastepujacy problem brzegowy:

— (p(z) - ' (2)) + q(x)u(z) = f(z), O<z<l1
(19) { ! u(0) i 0, wu(l)=0. ’

gdzie p, q, f dane funkcje.

Wyznaczymy staba forme réwnania (19). Mnozymy obustronnie réwnanie
(19) przez funkcje v(x) € H'(0,1) spelniajaca warunek v(0) = v(1) =0

(20) —(p(2) /() - v(2) + q(2)u(z)v(z) = f(2) - v().

Teraz catkujemy obustronnie réwnosé¢ (20) w przedziale [0, 1]:

ey = [ ) w @)~ ge) wl@)] o) de= [ f@) o)

Poniewaz



Stad

podstawiajac ta zalezno$¢ do ponizszej catki

- /o1 (p(x) -/ (2))" - v(w) dv

i catkujac przez czesci dostajemy

[ @) @) vla) de = —ple) (@) o) [+ [ pla) (@) o (@) e

Uwzgledniajac, ze v(0) = v(1) = 0 mamy

[ @) @) o) de = [ pla) ol @) /)

Po podstawieniu tej zaleznosci do réwnosci (21) otrzymamy staba forme row-
nania 19

1

22) [ lple) @) @)+ gl@) o) o) de = [ f@) o) de

Szukamy funkcji v € H'(0, 1) ktéra spelnia réwnanie (22) i warunki brzegowe
u(0) = u(1) = 0 dla kazdej funkcji v € H'(0,1) takiej, ze v(0) = v(1) = 0.
Dzielimy przedziat [0, 1] na n podprzedziatow:

1
(i, Tiq], 1=0,...,n—1, gdzie z; =ih, 1 =0,...,n, h=—,n>2.
n
W przypadku ogdlnym dtugosci przedziatéw nie musza by¢ rowne. Przyjmu-
jemy réwna dtugosc przedzialéw w celu uproszczenia rachunkéw.
Niech
V ={v e C[0,1] : v—liniowa na kazdym podprzedziale [x;, z;1], v(0) = v(1) = 0}.
Baza przestrzeni V' sktada sie z funkcji daszkowych ¢q, ..., p,_1, gdzie

| — ;]

i(r) = max{1— T 0}.

Przyktad funkcji bazowych przy podziale przedziatu [0, 1] na 6-podprzedziatow.
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Rysunek 2: Przyktad funkcji bazowych dla n=6

Niech
supp; :=={xz €0, 1]: @;(z) > 0}.
Dla 1l <7< n—1 mamy

sSup @; ﬂSup Vi1 F 0 i sup @; ﬂsup Vi1 F 0.
Dlat=11i7=n—1 mamy
sup i [ suppe #0 1 sup o[ )sup pn_1 # 0.

Dla |i — j| > 1 mamy
sup ¢; (sup¢; = 0.

Szukamy przyblizonego rozwiazania réwnania (22) w postaci kombinacji funk-
cji bazowych:

(23) u(z) = nz_—: ¢i - pi(x).

Podstawiamy @ do réwnania (22) w miejsce u i ¢; w miejsce v i dostajemy

20 T [ Ipe) l0)6}(0) +ale) @u(o) i) de = [ F@)gi(o) e

Ta zaleznos¢ ma zachodzi¢ dla kazdego j =1,...,n—1 Z tych n — 1 réwnan
wyznaczymy wspotezynniki ¢y, ..., ¢,_1.

14



Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:
ws = [ @) ) - $o) + o) ila) (@) dr, G =1, n 1

bj:/o1 f(@)pj(x)de, j=1,....,n—1.

Definiujemy macierze:

aii Q12 cee A1n-1 C1 by

as 1 ag 2 coo Q2 -1 C2 by
A= , C= , B=

p—-11 Qpn-12 .. QGp—-1n-1 Cn—1 br—1

Uklad réwnan (24) mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:
A-C=B

Wryliczone z tego uktadu wspotezynniki ¢;, ¢ = 1,...,n — 1 podstawiamy do
(23) i dostajemy rozwiazanie przyblizone.

Pokazemy, ze w kazdym wierszu macierzy A co najwyzej tylko trzy elementy
sg rozne od zera. Istotnie

l.e=1
;=0 dla j > 2 poniewaz sup ¢; Nsup ¢; = 0,
2h
a1 = / ) (@) + (@) 1 (@) - orlo)] da,
2h ,
az= [ p(@) ¢i(@) - ehle) +a(a) - o1(a) - pule)] do

2.1 <i<n—1

Q; 5 = 0 gdy |Z — j| > 1 poniewaz sup ;[ sup p; = @7

iinn = [ Io@) @) (o) o) i) - (o) e
= [ ) @) ) + 4l o) )]

tin= [ o) A0 pa®) + a(a) - @ue) ()] da

3.i=n—-1
an—1; =0 dla j <n — 2 poniewaz sup ¢,,—1 Nsup ¢; = 0,

15



(n—1)h

tiria = [ @) 1 (2)- @) +0(0) - fua(2)- Pucal)] do
s = [ 1) (0] a0+ 0(0) s () (0]

W przypadku kiedy p i ¢ sg funkcjami statymi to

2 2h
==
h L 3
ay=4 -p, ha" .
Przyktad 5.
Rozwazmy nastepujacy problem brzegowy:
(24) —u"(z) +4du(z) =4, w0)=u(l)=0, 0<z<l1.

Ponizej podaje kod do obliczen w programie ”Mathematica”.
Remove[n,h,r,p,y,0de,sol,exactSolution,coef,s,yapprox,error,tab,coe|] // usu-
wamy nastepujgce symbole z pamieci

odely_x_|:=-Dly[x] {x,2}]+4*y[x]-4;// —y"(2) + 4y(z) — 4
sol=Flatten[DSolve[{ode[y,x|==0,y[0]==0,y[1]==0},y[x].x]];// wyznaczamy
rozwigzanie dokladne problemu (24)

exactSolution[x_|:=y[x]/.sol;// wyznaczone rozwigzanie dokladne
n=10;// ilo$¢ podprzedzialéw na ktéra dzielimy przedzial |0, 1]
h=N][1/n];// dtugosé¢ kazdego z podprzedziatu

coe=Array[c,n-1];// definiujemy wektor nieznanych wspdélczynnikéw
Cly...,Cp—1

Do

plj_,x]:=Piecewise[{{x/h-j+1,(j-1)*h<=x<j*h} {j+1-x/h,j*h<x<(j+1)*h} }],{j,n-
1}];// definicja funkcji bazowych
r[1]=Integrate[D[p[1,x],x]*(coe[[1]]*D[p[1,x],x]+coe[[2]]*D[p[2,x],x] )+
4*p[1,x]*(coe[[1]]*p[1,x]+coe[[2]]*p[2,x]-1),{x,0,2*h}];// obliczamy a; ; — b;
r[n-1]=Integrate[D[p[n-1,x] ,x]*(coe[[n-2]]*D[p[n-2,x],x]+coe[[n-1]]*D[ p[n-1,x] x])
+4*p[n-1,x]*(coe[[n-2]]*p[n-2,x]+coe[[n-1]]*p[n-1,x]-1), {x,(n-2)*h,n*h}];// ob-
liczamy a,,—1; — by—1

Do|

r[i]=Integrate[D[pli,x],x]*(coe[[i-1]]*D[p[i-1,x],x]4+coe[[i]| *D[p[i,x] ,x]
+coel[i+1]]*D[p[i+1,x],x])+4*pl[i,x]*(coe[[i-1]]*p[i-1,x]+coe|[i]|* p[i,x]
+coel[i+1]]*pli+1,x]-1),{x,(i-1)*h,(i+1)*h}],

{i,2)n-2,1}];// obliczamy a; ; — b;, i =2,...,n —2
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s=Table[r[i]==0,{i,1,n-1}];// uklad réwnan z niewiadomymi cy, ..., ¢,
coef=Flatten[Solve[s,coe]];// wyznaczamy cy,. .., ¢,
yapprox|x_|:=Sum/[coef][i,2]]*pli,x],{i,1,n-1}];// rozwigzanie przyblizone u(x)
error[x_]:=N[Abs[exactSolution[x]-yapprox[x]|]]// wyliczamy réznice |u(z)—
()l

tab=Table[{x,exactSolution[x],yapprox|x],error[x]},{x,0,1,h}]// okreslamy ta-
bele wynikéw

TableForm|[tab, TableHeadings -> None, "x”, "exact”, "approx”, ”error”]//
wyniki obliczen

X exact approx error

8. 9. . 0.

8.1 8.13327 8.133684 9.080334289
8.2 2.231754 @.232319 ©.0800565073
8.3 0.299406 8.3e0121 0.00071495
8.4 8.338941 @.33974 9.800799071
8.5 9.351946 @.352772 9.000826163
8.6 @.338941 @.33974 0.200799071
8.7 0.299406 8.3ee121 9.00071495
8.8 8.231754 8.232319 @.8008565073
8.9 @.13327 @.133604 9.0808334289
1. 2.86568 « 10 V7 e 2.86568 « 18 V7

Rysunek 3: n=10
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Rysunek 4: n=20

18

x exact approx error

9. CR 9. 8.

0.05 0.0712822 0.0713275 2.0000452983
a.1 8.13327 8.133353 2.00003832573
8.15 @.186582 9.186697 0.000114867
8.2 8.231754 9.231895 9.000140798
0.25 8.269237 9.269399 2.000161718
8.3 8.299486 8.299585 8.000175815
8.35 8.322564 9.322754 9.900198511
0.4 @.338941 9.33914 0.000199117
@.45 @.348703 0.3489@7 8.0600204193
8.5 8.351946 8.352152 9.000208587
8.55 @.348703 8.3489@7 0.900204193
8.6 @.338941 9.33914 2.0600199117
0.65 8.322564 0.322754 2.000190511
8.7 8.299486 8.299585 8.000175815
@.75 8.269237 9.269399 9.900161718
9.8 8.231754 9.231895 0.000140798
@.85 8.186582 9.186697 8.000114867
2.9 8.13327 8.133353 2.0000832878
8.95 2.9712822 9.8713275 0.9000452983
1. 2.86568 « 10 Y 0. 2.86568 « 18 V7



Ile-we[n, h, r, ps ¥, ode, sol, exactSolution, coef, s, yapprox, error, tab, coe]
ode[y_, x_] := -D[Y[X]s {X.o 2}] +4=y[x] - 45
oblicz p

sol = Flutten[DSolve[{ode[y, x] = B, y[ﬂ] =0, y[1] == 0}, y[x], x]];
exactSoll.rt:l.on[x_] 1= y[x] /- sol;
n = 20;

h=N[1/n];

coe = Array[c, n-1];
tablica wielowymiaro
Do
C
pli_sx_] :=Pie:euise[[[xfh-j+:l, (j=1)wh<c=x< jah}, {je1l-x/h, jeh<x < (j+1) «h}}], {jsn-1}];

coe[[2]] #p[2, x] - 1), {x, @ Zth}]j
rin- :l]-Integrate[D[p[n 1, %] x]*(coel[n-!]]tb[p[n 2, x], %] + coe[[n- :l]]nDlp[n 1, x]s x]) +

A4xp[n-1, x] + (coe[[n=-2]] #p[n=-2, x] +coe[[n=-1]] xp[n=1, x] =1), {x, (n=2) xh, nth}]j
Do[
oD
r[i] = Integrlte[D[p[:L, x], x] + (coe[[i-1]] ‘D[p[l-l, x], x] + coe[[1]] tD[p[l, x], x] +coe[[i+1]] iD[p[ld-]., x], x]) +

4xpli, x] » (coe[[i-1]] #p[i-1,x] +coe[[i]] #p[i, x] +coe[[i+2]] #p[i+1,x] -1), {x, (i-1)«h, (i+1)*h}], {i,2,n-2,1}];
s = Table[r([i]) =@, {i, 1, n-1}];

s
coef = Flatten[Solve[s, coe]];

yapprox([x_] := Sum[coef[[i, 2]] #p[i, x], {i, 1, n-1}];

error[x ] := N[Abs[exactSolution[x] - yapprox[x]]]

artos¢ be e

tab = Table[ {x, exactSolution[x], yapprox[x], error[x]}, {x, @, 1, h}]

TableForm[tab, TableHeadings -+ {None, {"x", "exact™, "approx", "error"}}]

Rysunek 5:
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